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APPROXIMATION NUMERIQUE ET OPTIMISATION

G. ALLAIRE

11 Septembre 2018

FIN DU CHAPITRE II (différences finies)

☞ Schémas multi-niveaux.

☞ Schémas multi-dimensionnels.

☞ Equation d’advection, équation des ondes.

☞ Notion d’équation équivalente (diffusion numérique).
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Schémas multi-niveaux

Exemples pour l’équation de la chaleur:

☞ Schéma de Gear

3un+1
j − 4un

j + un−1
j

2∆t
+ ν

−un+1
j−1 + 2un+1

j − un+1
j+1

(∆x)2
= 0

☞ Schéma de Richardson (ou centré en temps)

un+1
j − un−1

j

2∆t
+ ν

−un
j−1 + 2un

j − un
j+1

(∆x)2
= 0

☞ Schéma de DuFort-Frankel

un+1
j − un−1

j

2∆t
+ ν

−un
j−1 + un+1

j + un−1
j − un

j+1

(∆x)2
= 0
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Remarques

☞ Schéma de Gear

Exo: vérifier qu’il est d’ordre 2 en t et x.

☞ Schéma de Richardson (ou centré)

Numériquement instable (cf. premier amphi) mais... d’ordre 2 en t et x.

☞ Schéma de DuFort-Frankel

Correction pour ”faire marcher” le schéma de Richardson.

Bizarre... Exo: consistant sous condition CFL !
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Stabilité des schémas à 3 niveaux

On rappelle que un = (un
j )1≤j≤N . On définit

Un =





un

un−1



 .

Pour un schéma linéaire, il existe deux matrices N ×N , A1 et A2, telles que

Un+1 = AUn =





A1 A2

Id 0



Un,

où la matrice d’itération A est donc de taille 2N . Comme précédemment,

Un = AnU0 et la stabilité est équivalente à

‖An‖ = sup
U0∈IR2N ,U0 6=0

‖AnU0‖
‖U0‖ ≤ K ∀n ≥ 1.

Département de Mathématiques Appliquées Approximation numérique et optimisation



5

Lemme. Le schéma de Richardson est instable en norme L2.

Difficulté technique. Dans la méthode de Fourier (ou de Von Neumann) le

coefficient d’amplification A(k) est une matrice 2× 2.
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✄

✂

�

✁Condition de stabilité de Von Neumann

Lemme. Pour toute norme ‖A‖ = sup
U∈IR2N ,U 6=0

‖AU‖
‖U‖ , le rayon spectral vérifie

ρ(A) ≤ ‖A‖.

Définition. Soit une solution particulière du schéma




un+1
j

un
j



 = A(k)n





u1
j

u0
j



 exp(2iπkxj)

où A(k) est une matrice d’amplification 2× 2. On appelle condition de

stabilité de Von Neumann la condition nécessaire

ρ(A(k)) ≤ 1 pour tout mode k ∈ Z.
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Schémas multidimensionnels

y

x

j k
(x  , y )

xj = j∆x et yk = k∆y
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✞

✝

☎

✆
Exemples de schémas 2-d pour l’équation de la chaleur

Très simple

schéma d’Euler explicite:

un+1
j,k − un

j,k

∆t
+ ν

−un
j−1,k + 2un

j,k − un
j+1,k

(∆x)2
+ ν

−un
j,k−1 + 2un

j,k − un
j,k+1

(∆y)2
= 0

schéma d’Euler implicite:

un+1
j,k − un

j,k

∆t
+ ν

−un+1
j−1,k + 2un+1

j,k − un+1
j+1,k

(∆x)2
+ ν

−un+1
j,k−1

+ 2un+1
j,k − un+1

j,k+1

(∆y)2
= 0
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✞

✝

☎

✆
Stabilité du schéma explicite

Condition CFL plus exigeante
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✞

✝

☎

✆
Résolution matricielle du schéma implicite

Très grands systèmes linéaires !

On range les inconnues “colonne par colonne”

un = (un
1,1, ..., u

n
1,Ny

, un
2,1, ..., u

n
2,Ny

, ..., un
Nx,1, ..., u

n
Nx,Ny

)

On doit résoudre Mun+1 = un avec une matrice symétrique tridiagonale “par

blocs”

M =





















D1 E1 0

E1 D2 E2

. . .
. . .

. . .

ENx−2 DNx−1 ENx−1

0 ENx−1 DNx




















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Les blocs diagonaux Dj sont des matrices carrées de taille Ny

Dj =





















1 + 2(cy + cx) −cy 0

−cy 1 + 2(cy + cx) −cy
. . .

. . .
. . .

−cy 1 + 2(cy + cx) −cy

0 −cy 1 + 2(cy + cx)





















Les blocs extra-diagonaux Ej = −cxId sont des matrices diagonales de taille

Ny avec

cx =
ν∆t

(∆x)2
et cy =

ν∆t

(∆y)2

Problème de taille mémoire et de coût de calcul !
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✞

✝

☎

✆
Exemples de schémas 2-d pour l’équation de la chaleur

Plus compliqué

schéma de directions alternées, de type Crank-Nicolson:

u
n+1/2
j,k − un

j,k

∆t
+ν

−u
n+1/2
j−1,k + 2u

n+1/2
j,k − u

n+1/2
j+1,k

2(∆x)2
+ν

−un
j−1,k + 2un

j,k − un
j+1,k

2(∆x)2
= 0

un+1

j,k − u
n+1/2
j,k

∆t
+ν

−un+1

j,k−1
+ 2un+1

j,k − un+1

j,k+1

2(∆y)2
+ν

−u
n+1/2
j,k−1

+ 2u
n+1/2
j,k − u

n+1/2
j,k+1

2(∆y)2
= 0

Idée phare: séparation d’opérateurs.
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✞

✝

☎

✆
Difficulté du raffinement local de maillage
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✞

✝

☎

✆
Sans parler de la difficulté de mailler des objets compliqués
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Equation d’advection







∂u

∂t
+ V

∂u

∂x
= 0 pour t > 0

u(0, x) = u0(x) à t = 0

Solution explicite: u(x, t) = u0(x− V t).

1. Schéma explicite centré

un+1
j − un

j

∆t
+ V

un
j+1 − un

j−1

2∆x
= 0.

Instable quelque soit le choix de ∆t !

2. Schéma explicite décentré amont

un+1
j − un

j

∆t
+ V

un
j − un

j−1

∆x
= 0 si V > 0.

On va chercher l’information en remontant le courant (une des idées

majeures de l’analyse numérique).
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✄

✂

�

✁Autres schémas

☞ Schéma implicite centré

un+1
j − un

j

∆t
+ V

un+1
j+1 − un+1

j−1

2∆x
= 0

☞ Schéma de Lax-Friedrichs

un+1
j − (un

j+1 + un
j−1)/2

∆t
+ V

un
j+1 − un

j−1

2∆x
= 0

☞ Schéma de Lax-Wendroff

un+1
j − un

j

∆t
+ V

un
j+1 − un

j−1

2∆x
−
(

V 2∆t

2

)

un
j−1 − 2un

j + un
j+1

(∆x)2
= 0
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✄

✂

�

✁Dérivation du schéma de Lax-Wendroff

Lemme. Le schéma de Lax-Wendroff est d’ordre 2 en t et x.
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✄

✂

�

✁Stabilité du schéma de Lax-Wendroff

Lemme. Le schéma de Lax-Wendroff est stable en norme L2 sous la

condition CFL |V |∆t ≤ ∆x.
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✄

✂

�

✁Stabilité du schéma décentré amont

Lemme. Le schéma décentré amont est stable L∞ sous la condition CFL

|V |∆t ≤ ∆x.
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✄

✂

�

✁Consistance du schéma de Lax-Friedrichs

Lemme. Le schéma de Lax-Friedrichs est consistant si le rapport ∆t/∆x est

fixe.
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✞

✝

☎

✆
Remarques sur l’erreur de consistance des schémas

☞ Le comportement pratique d’un schéma peut s’analyser en regardant le

terme dominant dans l’erreur de consistance.

☞ En général, on écrit ce terme dominant en terme de dérivées en espace

seulement.

☞ Selon l’ordre de précision du schéma, le terme dominant n’est pas le

même.
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✞

✝

☎

✆
Notion d’équation équivalente

Définition. On appelle équation équivalente d’un schéma l’équation

obtenue en ajoutant au modèle le terme d’ordre dominant de l’erreur de

troncature du schéma.

Remarques.

☞ Le schéma est plus précis d’un ordre pour l’équation équivalente.

☞ Tous les schémas n’ont pas la même équation équivalente !

☞ Des propriétés qualitatives (diffusion numérique) se déduisent de

l’équation équivalente.
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Equation équivalente pour Lax-Friedrichs:
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Equation équivalente pour le schéma décentré amont:
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Equation équivalente pour Lax-Wendroff:
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✞

✝

☎

✆
Influence de la CFL sur la diffusion numérique

Schéma de Lax-Friedrichs

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
−1.10

−0.88

−0.66

−0.44

−0.22

0.00

0.22

0.44

0.66

0.88

1.10

.

solution exacte

schéma de Lax−Friedrichs CFL=0.9

schéma de Lax−Friedrichs CFL=0.45

influence de la CFL sur le schéma de Lax−Friedrichs,temps=5
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✞

✝

☎

✆
Influence de la CFL sur la diffusion numérique

Schéma décentré amont (upwind)
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−1.10
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solution exacte

schéma décentré amont CFL=0.9

schéma décentré amont CFL=0.45

influence de la CFL sur le schéma décentré amont, temps=5
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✞

✝

☎

✆
Comparaison des schémas (solution régulière)
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schéma de Lax−Friedrichs

schéma de Lax−Wendroff

schéma décentré amont

schémas explicites pour advection, temps=5
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✞

✝

☎

✆
Comparaison des schémas (solution discontinue)
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solution exacte

schéma de Lax−Friedrichs

schéma de Lax−Wendroff

schéma décentré amont

schémas explicites pour advection, temps=5
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Equation des ondes











































∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
= 0 pour x ∈ (0, 1), t > 0

u(t, x+ 1) = u(t, x) pour x ∈ (0, 1), t > 0

u(t = 0, x) = u0(x) pour x ∈ (0, 1)

∂u

∂t
(t = 0, x) = u1(x) pour x ∈ (0, 1).

Pour 0 ≤ θ ≤ 1/2, θ-schéma centré:

un+1
j − 2un

j + un−1
j

(∆t)2
+ θ

−un+1
j−1 + 2un+1

j − un+1
j+1

(∆x)2

+ (1− 2θ)
−un

j−1 + 2un
j − un

j+1

(∆x)2
+ θ

−un−1
j−1 + 2un−1

j − un−1
j+1

(∆x)2
= 0
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✄

✂

�

✁Stabilité

Lemme. Si 1/4 ≤ θ ≤ 1/2, le θ-schéma est inconditionnellement stable en

norme L2. Si 0 ≤ θ < 1/4, il est stable sous la condition CFL

∆t

∆x
<

√

1

1− 4θ
,

et instable si ∆t/∆x > 1/
√
1− 4θ.

Remarque. Le cas limite ∆t/∆x = 1/
√
1− 4θ est délicat...
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✞

✝

☎

✆
Conservation de l’énergie

Lemme. La solution exacte vérifie

E(t) =
1

2

∫ 1

0

(

(
∂u

∂t
)2 + (

∂u

∂x
)2
)

dx = E(0).
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✞

✝

☎

✆
Conservation de l’énergie (suite)

Lemme. Le θ-schéma conserve l’énergie discrète

En+1 =
N
∑

j=0

(

un+1
j − un

j

∆t

)2

+a∆x(u
n+1, un)+θa∆x(u

n+1−un, un+1−un) = E0

avec

a∆x(u, v) =
N
∑

j=0

(

uj+1 − uj

∆x

)(

vj+1 − vj
∆x

)

.
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