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FIN DU CHAPITRE II (différences finies)

Schémas multi-niveaux.
Schémas multi-dimensionnels.
Equation d’advection, équation des ondes.

Notion d’équation équivalente (diffusion numérique).
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Schémas multi—niveaux'

Exemples pour I’équation de la chaleur:

i Schéma de Gear

3 n—+1 4’LL —I—Un 1 n—|—1_|_2un—i—1 _un—l—l
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2At (Aaj)

= Schéma de Richardson (ou centré en temps)
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¥ Schéma de DuFort-Frankel
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‘ Remarques I

Exo: vérifier qu’il est d’ordre 2 en ¢ et x.

iz Schéma de Gear

= Schéma de Richardson (ou centré)

Numériquement instable (cf. premier amphi) mais... d’ordre 2 en t et x.

i Schéma de DuFort-Frankel
Correction pour ”faire marcher” le schéma de Richardson.

Bizarre... Exo: consistant sous condition CFL !
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‘Stabilité des schémas a 3 niveaux.

On rappelle que u™ = (u})1<j<ny. On définit

U" =
un—l

Pour un schéma linéaire, il existe deux matrices N x N, Ay et As, telles que

A ) p,\MJ.ALLM?
(M’““ = Un+1 = = A A Un, = { dae
0

Id

ou la matrice d’itération A est donc de taille 2N. Comme précédemment,
U™ = A"U"Y et la stabilité est équivalente a

1A™U°|
| A" || = sup — <K Vn > 1.
voer2N vozo  ||U°]
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Lemme. Le schéma de Richardson est instable en norme 2.

Difficulté technique. Dans la méthode de Fourier (ou de Von Neumann) le

coefficient d’ampliﬁcation A(k) est une matrice 2 x 2.
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Condition de stabilité de Von Neumann

|AU]]

Lemme. Pour toute norme ||A|| =  sup  ———, le rayon spectral vérifie
ver>N 20 U]l

p(A) < [JA]l.

Définition. Soit une solution particuliere du schéma

n+l U
J = A(k)" exp(2imkx;)

U

U -

mn
J Uy

ou A(k) est une matrice d’amplification 2 x 2. On appelle condition de

stabilité de Von Neumann la condition nécessaire

p(A(k)) <1 pour tout mode k € Z.
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Schémas multidimensionnels I

;. ¥

xr; = jAz et yp = kAy
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[Exemples de schémas 2-d pour 'équation de la Chaleurj

Tres simple

schéma d’Euler explicite:

n mn mn n

(Az)?

+ v

schéma d’Euler implicite:

n

+ v
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[Stabilité du schéma explicite)

Condition CFL plus exigeante
A~ Y W vt A 12 gome B i CFL
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(Résolution matricielle du schéma implicitej

Tres grands systémes linéaires !

On range les inconnues “colonne par colonne”

n __ n mn n mn mn n
T (uljl,...,ul’Ny,U,Q,l,...,u27Ny,...,uNm’l,...,uijNy)

On doit résoudre Mu""! = u™ avec une matrice symétrique tridiagonale “par

blocs”
(D0 B \
E1 D2 E2

\ 0
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Les blocs diagonaux D; sont des matrices carrées de taille N,

( 1+ 2(cy +cz) —cy
—Cy 1+ 2(cy +cz) —cy

—cy 142(cy + ) —cy

K 0 —cy 1+ 2(cy +cz) )

Les blocs extra-diagonaux £; = —c,Id sont des matrices diagonales de taille

N. y avec

B vAt . B v/At
T a2 YT (Ay)?

Probleme de taille mémoire et de cout de calcul !
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(Exemples de schémas 2-d pour 1’équation de la chaleur]

Plus compliqué

schéma de directions alternées, de type Crank-Nicolson:

n—|—1/2 n—|—1/2 n+1/2 n n n
—Uuj_1} T 2u Uik iy —Ug_q g T 2UG g — Uy

,Q(Ax) p(Ax)?

n+1/2 n—|—1 n—i—l n+1 n—|—1/2 n—|—1/2 n+1/2
U + 2u — U + 2u — U

k k—1 k-+1 k— k-+1

Js | U ] J> I U J J5

(Ay) (Ay)
Idée phare: séparation d’opérateurs. PYIN PIIIN ‘3;,\)

——— At
7

%t

—+v

=0

Vs 0~

=0 o L by
= ) [-44]
%’41;5 — ijd,b* -H/QSP]

B wiifn be Grolimic (T% Jlefi %&XW’@’%)
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(Difﬁculté du raffinement local de maillage]
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[Sans parler de la difficulté de mailler des objets compliqués)
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Equation d’advection I

ou ou
aJrVa—x—() pour t > 0

u(0,z) =up(x) at=0
Solution explicite: u(x,t) = ug(x — V).

1. Schéma explicite centré

um

nt+l _ .n -
J — 0

. um, . —
J J 7+1
V4
At * 2Ax

Instable quelque soit le choix de At ! o ™
/U‘},y\ -/";

2. Schéma explicite décentré amont / - . AN \/< 0
unH —u” um n

J J J j—1 .
N +V N =0 st V>0

U

On va chercher 'information en remontant le courant (une des idées

majeures de I’analyse numérique).
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Autres schémas

1 Schéma implicite centré

i Schéma de Lax-Friedrichs

ufth — (ufyr +uf_1)/2

J

At
i Schéma de Lax-Wendroft

n+1 n n n
U, — U, (I — U
+1 —1
J J | ‘r J J (

At 2Ax
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Dérivation du schéma de Lax-Wendroff

Lemme. Le schéma de Lax-Wendroff est d’ordre 2 en t et .
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Stabilité du schéma de Lax-Wendroft

Lemme. Le schéma de Lax-Wendroff est stable en norme L2 sous la
condition CFL |V]|At < Ax.

Y h
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Stabilité du schéma décentré amont

Lemme. Le schéma décentré amont est stable L°° sous la condition CFL

VAt < Ax.
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Consistance du schéma de LaX—Friedrichs]

Lemme. Le schéma de Lax-Friedrichs est consistant si le rapport At/Ax est

M
+) ) 4+ 0"

W T

2
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(Remarques sur ’erreur de consistance des schémasj

1 Le comportement pratique d’un schéma peut s’analyser en regardant le

terme dominant dans ’erreur de consistance.

i Fn général, on écrit ce terme dominant en terme de dérivées en espace

seulement.

1= Selon "ordre de précision du schéma, le terme dominant n’est pas le

meme.
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[Notion d’équation équivalente]

Définition. On appelle équation équivalente d’un schéma 1’équation
obtenue en ajoutant au modele le terme d’ordre dominant de ’erreur de

troncature du schéma.

Remarques.
1= Le schéma est plus précis d’un ordre pour 1’équation équivalente.
i Tous les schémas n’ont pas la méme équation équivalente !

= Des propriétés qualitatives (diffusion numérique) se déduisent de

I’équation équivalente.
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Equation équivalente pour Lax-Friedrichs:
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Equation équivalente pour le schéma décentré amont:
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Equation équivalente pour Lax-Wendroft:

A
9 4/\/%4,
D%
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[Inﬂuence de la CFL sur la diffusion numériquej

'),b\ \[/}Ar\
*m/ x Schéma de Lax-Friedrichs

influence de la CFL sur le schéma de Lax—Friedrichs,temps=5

1.10: D"/ C’FL:'ﬁ,j

0.88

0.66 -
0.44
0.22

0.00 T~

L L L
N .0.2 ) 4 7

Osolut|8n exac(%e3 0 05“"Qgcher(r)1a de Lax—Frledrlchs &IQL =0.45
schéma de Lax—Friedrichs CFL=0.9
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[Inﬂuence de la CFL sur la diffusion numériquej

Schéma décentré amont (upwind)

influence de la CFL sur le schéma décentré ont, temps=5

R =9,
B )

—rrt | T+ ot~ ¢+ | 11— 11| 1 T 1 1 1T [ T 11T

0.4 0'-5'-"0'gchénqa7déceoh§ré argbgnt CléngO.45

schéma décentré amont CFL=0.9

0.1 .0.2 (%.3
solution exacte
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[Comparaison des schémas (solution réguliére)J

schémas explicitﬁpAMdvection, temps=5

LANN [N N R B NN L R B B B B B BN B B B HL B | L

O'%olutighzexacqé3 0.4 0"5""Q'schér(rjléa7de L%')?—WePl'c%off 1.0

schéma de Lax—Friedrichs — —°~ schéma décentré amont
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[Comparaison des schémas (solution discontinue)]

schémas explicites pour advection, temps=5
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‘Equation des ondes'

¢ 0%u B 0%u
ot?2  Ox?

u(t,z+ 1) =wu(t,x) pour x € (0,1), t >0

=0 pour x € (0,1), t >0

u(t =0,z) = up(x) pour z € (0,1)

ou
N Ot
Pour 0 < 6 < 1/2, f-schéma centré:

—(t =0,2) = uy(x) pour z € (0,1).

un—i—l . 2U§L 4+ u;z—l n—l—l + 2un—|—1 . un—i—l

J 9 .7 1 741
(At)? " (B2)?
—uj1 22Uy — Uy,

(Az)?

+(1—26) + 60—
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Stabilité

Lemme. Si 1/4 <60 <1/2, le #-schéma est inconditionnellement stable en
norme L?. Si 0 < 0 < 1/4, il est stable sous la condition CFL

A _ [
Az 1 — 46’

et instable si At/Ax > 1/4/1 — 46.

Remarque. Le cas limite At/Az = 1/4/1 — 46 est délicat...

Département de Mathématiques Appliquées Approximation numérique et optimisation



[Conservation de l’énergie)

Lemme. La solution exacte vérifie

B0 -3 [ 1 (G2 + (Gor?) da = B(O)
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[Conservation de ’énergie (Suite)J

Lemme. Le 6-schéma conserve I’énergie discrete

N ’I’L—|—1 n 2

U — U
En—l—l _ E J N J +a/Ax(un—|—1’un)_|_9an(un—|—l_un’un—}—l_un)

i=0
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