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CHAPITRE III (suite)

Approximation variationnelle et lemme de Céa
Convergence de la méthode des éléments finis.
Eléments finis Ps.

Méthodes itératives de résolution de systemes linéaires.
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‘Rappel: formulation variationnelle en 1-dI

Probleme aux limites de Dirichlet:

—u" = f dans (0, L)

(EDP)
u(0) =u(L) =0 sur le bord .

Formulation variationnelle:

(F'V) trouver u € Vj tel que a(u, ¢) = L(¢) Vo €V

= avec Vy = {gb e C10, L] tel que ¢(0) — O}

5 une forme linéaire L(¢) = fo f(z) ¢(x) dx,
= une forme bilinéaire a(u, ¢) = OL u' ()¢’ (x) dex.

Proposition. Soit u € C?[0, L]. Alors u est solution de (EDP) si et

seulement si u € Vj est solution de (FV).

Département de Mathématiques Appliquées Approximation numérique et optimisation



‘Rappel: approximation Variationnellel

Soit V}, un sous-espace vectoriel de V', de dimension finie.

On appelle approximation variationnelle interne le probleme: trouver
up, € Vi, tel que
a(un, ¢n) = L(¢n) Von €V,

Exemple. La méthode des éléments finis IP; est la méthode d’approximation

variationnelle interne avec

Vi, = {v e Co, 1]telquev‘aj 2] €P1 pour tout 0 < j <n},

et son sous-espace
\
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[Erreur d’approximation)

Lemme de Céa. On suppose que la forme bilinéaire est coercive au sens ou
Jv > 0 tel que a(v,v) > v|jv||* Vv e V.
et continue au sens ou
AM > 0 tel que |a(v,w)| < M|v||[|w|| Yv,w e V.

Soit u la solution de la formulation variationnelle et soit uj, la solution de

I’approximation variationnelle interne. Alors

M
lu—unl] < — inf [[u—wp.
V vp,eVy
Remarque. La distance entre la solution exacte u et la solution approchée

up, est de 'ordre de la distance entre u et le sous-espace V3.
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Démonstration
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Eléments finis P; de Lagrange en 1-dI

A

-
X=0 X; X ' Xn  Xn=1

En 1-d, soit le maillage uniforme z; = jh avec h = %ﬂ, 0<7<n+1

. : 1—|z| si|x| <1,
Soit la “fonction chapeau” o(x) =
0 si|z| > 1.
On définit les fonctions de base de V}, par
r — ZCj

h

) 0< 1< n+1.
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(Interpolation]

T

Définition. On appelle opérateur d’interpolation P; 'application linéaire 7,
de C]0, 1] dans V}, définie, pour tout v € C[0, 1], par

n+1

(rpv)(z) = Zv(xj)?{(‘x)%u{im A fa Ei

7=0
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[Interpolation (Suite)J

Lemme. Soit r;, 'opérateur d’interpolation Py. Il existe une constante C
indépendante de h telle que, pour tout v € C?|0, 1],

lv = rpolly < Ch|lv"]|L2(0,1),

olt la norme de V est définie par ||wl% = HwH%Q(O,l) + Hw’H%Q(O,l).
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[Analyse de convergence]

Théoréme. Soit u € C?[0,1] la solution de (D) et soit u;, € Vg, la solution
approchée. La méthode des éléments finis P; converge, c’est-a-dire qu’il existe
une constante C' indépendante de h et de f telle que

Ju —unllvy < Ch|fllz2(0,1);

olt la norme de Vj est définie par ||wllv, = [|[w'||£2(0,1)-

v d

W D M%VL%MM% IW/{Lz{ ) Mmcaw/o‘m‘/
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(Analogie avec les différences ﬁnies]

Rappel. Le Théoreme de Lax démontre que la convergence d’un schéma aux
différences finies découle de sa stabilité et de sa consistance.

Le role de la consistance pour les éléments finis est joué par le lemme
d’interpolation, tandis que le role de la stabilité est tenu par la propriété de

coercivité de la forme bilinéaire.
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(Preuve du lemme d’interpolation] Sha e[r ’ 7}*']
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Eléments finis P; de Lagrange en 1—dI

La méthode des éléments finis IP5 repose sur ’espace discret

Vi, = {v e C([0,1]) tel que v ‘[xj,

c Py pourtout()gjgn},

Tj+1]
et sur son sous-espace Vo, = {v € V}, tel que v(0) = v(1) = 0}.

Rappel. EF de Lagrange = fonctions de V}, définies par ses valeurs en des

noeuds du maillage.

Un polynome Py est défini par une constante de plus qu’un polynéme P;.
Donc il n’y a pas assez points z; = jh, sommets du maillage !

On introduit les points milieux des segments [z, x,4+1] définis par
Tit1/2 = (J+1/2)h pour 0 < j < n.

Conclusion. Une fonction de V}, pour la méthode Py est définie par ses

valeurs aux sommets x; et aux points milieux x ;41 /2.
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[Fonctions de b‘ase ]].:DQJ
YT v

Pour un maillage uniforme, on définit les fonctions de base

$—£Uj

h

L= Ljy1/2

>7O§j§n+17 etwj—i—l/Z( ):¢<

avec les deux fonctions “meres”

( (14+2)1+2z) si —1<z<0,
(I1—x)(1—22) si0<z<1,

0 si x| > 1,

1 —4z?  silz| <1/2,
0 si|z] > 1/2.

\
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(Matrice de rigidité IEDZJ

(16/3 -8/3 0
~8/3 14/3 —8/3 1/3
0 -8/3 16/3 -8/3 0
1/3  —8/3 14/3 —8/3 1/3

—8/3 16/3 —8/3 0
1/3  —8/3 14/3 —8/3
\ 0 —8/3 16/3

Cette matrice a 5 diagonales au lieu de 3 dans le cas P;. Donc la résolution du

systeme linéaire est plus couteuse en mémoire et en temps de calcul.
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Théoréme (admis). Soit u € C3([0, 1]) la solution exacte et uj, € Vo, la

solution approchée par la méthode des éléments finis Py. Il existe une
constante C indépendante de h telle que /&ﬁv

— s
il
e () e 6

Remarque (comparaison Py, P;). Il y a 2 fois plus d’inconnues pour Py
que pour Py et la matrice de rigidité est plus ”pleine”. Mais la méthode Py

converge beaucoup plus vite que celle P;.

Attention ! La meilleure convergence de P5 n’est valable que pour des

solutions régulieres...
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Cas d’une solution réguliere. Courbe de convergence de la norme discrete

|w — up ||y, de lerreur en fonction du pas h du maillage (les croix

correspondent aux éléments finis Py, les ronds aux éléments finis Py, les

t Yy
droites sont les tracés de h — h* et h — h3 deppr — Ot
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Cas d’une solution non réguliere. Courbe de convergence de la norme discrete

|w — up ||y, de lerreur en fonction du pas h du maillage (les croix

correspondent aux éléments finis Py, les ronds aux éléments finis P5, les
droites sont les tracés de h — Vh et h — h).
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Résolution des systemes linéaires (suite et fin)

Ax =0b

Probleme crucial en temps CPU et place mémoire dans le calcul

scientifique.
On ne calcule jamais la matrice inverse A=1 !
Deux classes de méthodes: directes et itératives.

On ne stocke pas toute la matrice A qui est souvent creuse (contient

beaucoup d’éléments nuls).
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Méthodes itératives

Soit A une matrice inversible avec A = M — N et M inversible. Pour résoudre

Axz = b on définit une méthode itérative basée sur la décomposition (M, V)
par
xo donné dans R",

Mxyi 1 = Nxp,+b Vk>1.

Exemples:
= Jacobi: M = diag(A) et N = diag(A) — A

Gauss-Seidel: si A= D — E — F avec D diagonal, triangulaire inférieur
et F' triangulaire supérieur, alors M = D E et N

i (Gradient conjugué: plus compliqué !
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Méthodes itératives

Définition. Une méthode itérative est dite convergente si, pour tout vecteur

initial xg € R™, la suite x; converge vers la solution exacte .

Lemme. La méthode itérative converge si et seulement si le rayon spectral de
la matrice d’itération M 1N vérifie p(M~IN) < 1.
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Préconditionnement

Idée cruciale !

Soit une matrice inversible C' proche de A mais plus facile a inverser. Comme

Az =b & C 1Az =C b,

on applique une méthode itérative & C~1A en espérant que p(M ~1N) sera

plus petit pour C~1'A que pour A.

Exemple: C' = diag(A) ou bien C = ap rox1mat10n de LU.

_ WUC /ZU/o)
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Matrices bandes ou creuses

Une matrice A est dite bande, de demie largeur de bande p, si ses éléments

vérifient a; ; = 0 pour |t — j| > p.

Lemme. Les factorisations LU et de Cholesky conservent la structure bande

des matrices.

Une matrice A est stockée sous forme creuse si on ne garde en mémoire que

ses éléments non nuls.

S

Département de Mathématiques Appliquées Approximation numérique et optimisation



N o T o PN

7 e
. i z X torse.
s e Mt Rl WW /f/fvwﬂf% )

L&

p—

. \ Ak- _’L Y _ Aof“n\
[Gradient conjugué] %%( . )

Soit A une matrice symétrique définie positive, et xg € R™. Soit (xx, %, Pr)

trois suites définies par les relations de récurrence

(

Tht1 = Tk + QkDE A
\p -L A
pog =19 =b— Axg, et pour 0 < k | Ter1 =T — QpApy = o =

ON-A
| Dkt = Thi1 + Bepk < Aok

/. ”
(7 4 4

7 J

75 ||? 71 |2
ap =—— et fp=-"F——.
Api - pr [7%]]%

Alors, la suite (z) de la méthode du gradient conjugué converge en moins de

n itérations vers la solution du systeme linéaire Ax = b.
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