APPROXIMATION NUMERIQUE ET OPTIMISATION
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CHAPITRE IV (début)

Définitions, notations.

Analyse convexe.

Différentiabilité.

Conditions d’optimalité: cas convexe.

Conditions d’optimalité: cas non convexe.
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DEFINITIONS I

Soit V' un espace vectoriel normé (on suppose que dim(V) < oo mais certains

résultats restent vrais pour des espaces de Hilbert ou de Banach avec

dim (V') = o0.)

Soit K C V un sous-ensemble non-vide. Soit J : V — IR. On considere

inf J(v).

vEKCV
Définition. On dit que v est un minimum local de J sur K si
ueK e F0>0,YVWweK, |lv—ul|<d= J(v)>J(u).
On dit que u est un minimum global de J sur K si

ue K et Jw)>Ju) YveK.

(différence: théorie <+ global / numérique < local)
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Définition. Une suite minimisante du critere J sur ’ensemble K est une

suite (u")n,enN telle que

ut e KVn et lim J(u") = inf J(v).
n—=400 veEK

Par définition de l'infimum de J sur K il en existe toujours !

Remarque. La notation inf,cx J(v) désigne aussi un nombre, la valeur

infimum.
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Notation (pas universelle).
Si on écrit

win J(v)

c’est que 'on sous-entend que le minimum est atteint

Jv* € K tel que J(v*) = mi% J(v)
ve

Tandis que si 'on écrit

2T

on ne sait pas si le minimum est atteint ou pas.

Département de Mathématiques Appliquées Approximation numérique et optimisation



Optimisation en dimension finie V = R I

Théoréme. Soit K un ensemble fermé non vide de RY, et J une fonction

continue sur K a valeurs dans IR vérifiant la propriété, dite “infinie a 1'infini”,

V(u")p>0 suite dans K, lim ||u"|| =400 = lim J(u") = +o0 .
= n——+00 n—+00

Alors il existe au moins un point de minimum de J sur K. De plus, on peut
extraire de toute suite minimisante de J sur K une sous-suite convergeant

vers un point de minimum sur K.
(Idée: les fermés bornés sont compacts en dimension finie.)

Remarque. Si K est borné, alors la condition “infinie a I'infini” est vide.
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‘Optimisation en dimension inﬁnie'

Probleme: une fonction continue sur un fermé borné n’atteint pas toujours

son minimum !

Exemple de non-existence: Soit I’espace de Hilbert (de dimension infinie)
des suites de carré sommable dans R

—+ 00

/5 (IR) = (x;)i>1 tel que Zx? < +00 ¢,
i=1

muni du produit scalaire (z,y) = > .7 a;; et de la norme associée

||| = v/(x,x). On considere le probleme

2

+o0
. o 2 2 ‘/’U_’L
b J(z) = (|=)* - 1) +; Z-

qui n’admet pas de point de minimum.
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[Démonstration]
et pulte Ao o At
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m@ ‘Analyse convexe' ” @ 2

Définition. Un ensemble K C V est dit convexe si, pour tout x,y € K et
tout réel 6 € [0, 1], I'élément (fx + (1 — 0)y) appartient a K.

Définition. On dit qu'une fonction J définie sur un ensemble convexe non

vide K € V et a valeurs dans IR est convexe sur K si et seulement si

JOu+ (1-0)w) <0J(u)+(1—-0)J(v) Yu,ve K,V0e[0,1].

De plus, J est dite strictement convexe si I'inégalité est stricte lorsque
u # v et 0 €|0,1].
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[Unicité]

Proposition. Si J est strictement convexe, alors il existe au plus un point de

Preuve. —>ouh Mﬁ«m\f? e oo, Ko

Tan M\%ﬂ 7\/% AN, £ Mg
Temime — O 22tr) < L Tle)s £ I0) = me TH)

minimum.
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[Convexe = 1oca1:globalj

Proposition. Si J est une fonction convexe sur un ensemble convexe K, tout
point de minimum local de J sur K est un minimum global.

Preuve. jv\L mo CL e 4W A Ao /Z@(x/{

Sl T EU W

>0 Yur lm-wlled J/uw) 2 T/n)

W~ Onr 4 ((-(9)"/" @WL

Tlw) = j/AQ
Sl = 831D + (1-8) Tiw) & £o
< Qcleo)

= Jla)z Jln) et fon

o Th) =Fle) = an
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‘ Conditions d’optimalité I

Pour caractériser ou calculer les solutions de

inf J(v)

veEKCV

on écrit les conditions d’optimalité (conditions sur les dérivées de J).

A T Ro K WW [kéj

,/C:(/W: j/;k]':()

o /’&‘0 7”/’/’(“5 W%m—k &LIL

o)z e TIn) T <0
T (a] = ' b e 7 E) 20
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Différentiabilité

Soit V' un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (u,v) et d’'une norme
associée ||ul|.
Définition. On dit que la fonction J, définie sur un voisinage de u € V' a

valeurs dans IR, est différentiable au sens de Fréchet en u s’il existe une forme

linéaire continue L : V — R telle que

o(w) _

J(u+w) = J(u) + L(w) + o(w) avec ul;iglo ol =

On appelle L la différentielle (ou la dérivée, ou le gradient) de J en u et on
note L = J'(u).

1 Une forme linéaire L sur V est continue s’il existe C' > 0 telle que
|L(w)| < C||w|| pour tout w € V.

= En dimension finie (par exemple, si V' = RY ) toute forme linéaire est

continue, donc il n’y a rien a vérifier en ce qui concerne la continuité !
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(Remarques]

= En dimension finie (et méme dans un espace de Hilbert), on sait, grace au
théoreme de représentation de Riesz , que pour toute forme linéaire
continue L il existe un unique p € V tel que (p, w) = L(w). Par

conséquent, on peut simplifier la définition en

J(u+w)=Ju)+ (p,w) + o(w) avec iiino |T’(;UH>‘ =0.

Pour calculer la dérivée (mais pas pour prouver la différentiabilité
Fréchet !) on peut calculer la dérivée directionnelle. Pour t € R et
u,v € V, on pose

j(t) = J(u+ tv)

et on dérive t — j(t)

J'(u)(v) = (J'(u), v).
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Convexité ]

Proposition. Soit J une application différentiable de V' dans IR. Les
assertions suivantes sont équivalentes

J est convexe sur V

J() > J(u)+ (J'(u),v —u) Vu,veV,
(J'(u) —J'(v),u—v) >0 Vu,velV.

Preuve. (\) ;-)/&)
T orm + (o)) < 8 Tl) a()<0) T /)

L

DI 9/»\4“)): ) + € P) [\F) () F O(QJI"M\;'\)
) > b _ o(d) < S/w)
/é ) /é (&) (v r | ﬁf

\V4
d

TN+ T ) ) = T e ()
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Conditions d’optimalité: K convexe.

Théoréme (Inéquation d’Euler). Soit u € K convexe. On suppose que J

est différentiable en . Si u est un point de minimum local de J sur K, alors

(J'(u),v—u) >0 VveK.

Réciproquement, si u € K vérifie cette inéquation et si J est convexe, alors u

est un minimum global de J sur K.
Remarques.
= Siu est intérieur a K, on obtient I’équation d’Euler J'(u) = 0.

iz [inéquation d’Euler est seulement nécessaire en général. Pour les

fonctions convexes, elle est nécessaire et suffisante.
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Inéquation d’Euler
( )

Angle aigu entre la dérivée J'(u) et la direction rentrante (v — u).
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L Démonstration
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[Exemple 1]

Projection sur un convexe fermé K. Pour x € V', on cherche la projection

orthogonale rx € K de x sur K
7

2 — 2xcl| = min o — .

La condition nécessaire et suffisante d’optimalité est

rx €K, (zx—xz,y—xrg)>0 VyeK.
Il = Vo Tly)-8 = 20y) - |-
= [?,4%)05/

j (MK ) (;L ) 2
é\(/L»W) . ;L,;\,,U > D
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[Exemple 2]

Soit A une matrice carrée d’ordre n, symétrique définie positive. Soit B une
matrice rectangulaire de taille m x n avec m < n. Soit b un vecteur de R".

On considere

1
inf {J(az): iAx-x—b-x}

xEker B

Il existe une unique solution z* € R" qui vérifie
Az* — b= B*p avecp € R"™.

avec p solution de BA~!B*p = —BA~ 1.

o A K = K B
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(Exemple 3]

Soit L > 0 et une fonction continue f(x). On considere

inf _ % /0 " (@) de /0 " o) da

Vo = {v e C*0, L] tel que v(0) = =0} .

La condition nécessaire et suffisante d’optimalité pour u est: trouver u € Vj
tel que

e /0 dx—/ f(x)v(z)dz Vv e V.
JLJ = Jlny P\r),, /L @( AW/) ZMMV}/@( éf/ he) Ay

5/”‘)*k£f e ffwﬁv]*“ ) s

~<J’((N >
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Conditions d’optimalité: K non convexe.

Exemples de K non convexe:

K={veVtelque F(v) =0} ou K ={veV tel que F(v) <0}

Définition. Pour v € K, on appelle cone des directions admissibles au point v

\

[ weV tel que 3 (V" )p>0 € K, I(e™)n>0 € R vérifiant

: n __ : n __ . v'—v __

Remarque. 0 € K(v) et K(v) est un cone car si w € K(v) et A > 0, alors

2w € K(v). N S F QLV\/‘—Q- 0(24/\)
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[Inéquation d’Euler (cas général)]

Proposition. Soit © un minimum local de J sur K. Si J est différentiable en
u, on a
(J'(u),w) >0 Ywe K(u).

Remarque. Tout le probleme est d’identifier K (u) !
Preuve. Sm,} moa UK Mo —D A~

j//V\A/\):j j/ww 2. W TO/ZM)):: ﬁﬁ) r %
- 2 JK)
f/W)QW?@ A N (’;VC/w)J

Département de Mathématiques Appliquées Approximation numérique et optimisation



24

[Exemples de cone K (u)]

= Si u est intérieur a K, alors K(u) = V. M)b o

= Si K est convexe, alors K(u) = {w =v —u avec v € K}.

= Soit F': V — R fonction réguliere. Si K = {v € V tel que F(v) = 0} et si
F'(u) # 0, alors K (u) = [F'(u)]* (hyperplan tangent en u & la surface K).
Se¥ dnn menle by Fle) oo b oy = ok 20005

_ . Pl cws oroq = ?(mw S €
)z Tl v 2 o I ) =) ?()c@m

Département de Mathématiques Appliquées Approximation numérique et optimisation

)



