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CHAPITRE IV (début)

Définitions, notations.

Analyse convexe.

Différentiabilité.

Conditions d’optimalité: cas convexe.

Conditions d’optimalité: cas non convexe.
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DEFINITIONS I

Soit V' un espace vectoriel normé (on suppose que dim(V) < oo mais certains

résultats restent vrais pour des espaces de Hilbert ou de Banach avec

dim (V') = o0.)

Soit K C V un sous-ensemble non-vide. Soit J : V — IR. On considere

inf J(v).

vEKCV
Définition. On dit que v est un minimum local de J sur K si
ueK e F0>0,YVWweK, |lv—ul|<d= J(v)>J(u).
On dit que u est un minimum global de J sur K si

ue K et Jw)>Ju) YveK.

(différence: théorie <+ global / numérique < local)
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Définition. Une suite minimisante du critere J sur ’ensemble K est une

suite (u")n,enN telle que

Vn, u" € K et lim J(u") = inf J(v).

n——+00 veK
Par définition de 'infimum de J sur K il en existe toujours !

Remarque. La notation inf,cx J(v) désigne aussi un nombre, la valeur

infimum, définie par

(ig‘{J(v)) = sup{C € R tel que C < J(v) Vv € K}

Par convention, inf,cx J(v) = —o0 si J n’est pas minorée sur K.
) €
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Notation (pas universelle).

Si on écrit

win J(v)

c’est que 'on sous-entend que le minimum est atteint

Jv* € K tel que J(v*) = mi% J(v)
(US

Tandis que si 'on écrit

2T

on ne sait pas si le minimum est atteint ou pas.
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Optimisation en dimension finie V = R I

Théoréme. Soit K un ensemble fermé non vide de RY, et J une fonction

continue sur K a valeurs dans IR vérifiant la propriété, dite “infinie a 1'infini”,

V(u")p>0 suite dans K, lim ||u"|| =400 = lim J(u") = +o0 .
= n——+00 n—+00

Alors il existe au moins un point de minimum de J sur K. De plus, on peut
extraire de toute suite minimisante de J sur K une sous-suite convergeant

vers un point de minimum sur K.
(Idée: les fermés bornés sont compacts en dimension finie.)

Remarque. Si K est borné, alors la condition “infinie a I'infini” est vide.
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‘Optimisation en dimension inﬁnie'

Probleme: une fonction continue sur un fermé borné n’atteint pas toujours

son minimum !

Exemple de non-existence: Soit I’espace de Hilbert (de dimension infinie)
des suites de carré sommable dans R

—+ 00

/5 (IR) = (x;)i>1 tel que Zx? < +00 ¢,
i=1

muni du produit scalaire (z,y) = > .7 a;; et de la norme associée

||| = v/(x,x). On considere le probleme

2

+o0
. o 2 2 ‘/’U_’L
b J(z) = (|=)* - 1) +; Z-

qui n’admet pas de point de minimum.
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Analyse convexe I

Définition. Un ensemble K C V est dit convexe si, pour tout x,y € K et
tout réel 6 € [0, 1], 'élément (0x + (1 — 0)y) appartient a K.

Définition. On dit qu’une fonction J définie sur un ensemble convexe non

vide K € V et a valeurs dans IR est convexe sur K si et seulement si

—

JOu+ (1—0)w) gJ(u)+(1—-0)J(vy Yu,ve K,V0el0,1].

De plus, J est dite strictement convexe si 'inégalité est stricte lorsque

u # v et 6 €]0,1].

—T%W
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(Unicité]

Proposition. Si J est strictement convexe, alors il existe au plus un point de

minimum.

Preuve. o« % ﬁWnﬂ% 7“« ’3 M, €K %T J/«D-;j/« —:ﬂ[:v@ TJ

W~ -)L (m\*\r) j(w) <-Z[ J/w)d/_z/l The) v AFVU

/‘ J i
i

(nredsolon
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[Convexe = 1oca1:globalj

Proposition. Si J est une fonction convexe sur un ensemble convexe K, tout
point de minimum local de J sur K est un minimum global.

Preuve. St o £k /(mx‘ﬂﬁ'/mm /éfﬁo/
Sk~ et

o (LO MmOV = AN B l~v-n)

Flw) £ (1-9) Twn) + BT I)
o o Nwwl- ol <
o> T € Tw) &
< (1) T'w) kﬂ@)

eIy £ & T o =7y €3/ /w):/a%j

j/o\,) :::"/)'Wr; j

= A
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‘ Conditions d’optimalité I

Pour caractériser ou calculer les solutions de

UElfr(lgV J(U)

on écrit les conditions d’optimalité (conditions sur les dérivées de J).

Noaw Vizingolinhs o b Lypitdrte mmivin, (Sid Ao gl t £.T)
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(Motivation: exemple en 1—d)

Soit une fonction f : [a,b] — R de classe C!, avec a < b.

On veut résoudre

inf f(x)

z€la,b]
Il est bien connu que les points de minimum de f se trouvent
e soit en un point = tel que f/(x) =0,
e soit en a si f'(a) > 0,

e soit en b si f/(b) <O.

(condition nécessaire mais pas suffisante !)
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Différentiabilité

Soit V' un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (u,v) et d’'une norme
associée ||ul|.
Définition. On dit que la fonction J, définie sur un voisinage de u € V' a

valeurs dans IR, est différentiable au sens de Fréchet en u s’il existe une forme

linéaire continue L : V — R telle que

o(w) _

J(u+w) = J(u) + L(w) + o(w) avec ul;iglo ol =

On appelle L la différentielle (ou la dérivée, ou le gradient) de J en u et on
note L = J'(u).

1 Une forme linéaire L sur V est continue s’il existe C' > 0 telle que
|L(w)| < C||w|| pour tout w € V.

= En dimension finie (par exemple, si V' = RY ) toute forme linéaire est

continue, donc il n’y a rien a vérifier en ce qui concerne la continuité !
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(Remarques]

= En dimension finie (et méme dans un espace de Hilbert), on sait, grace au
théoreme de représentation de Riesz , que pour toute forme linéaire
continue L il existe un unique p € V tel que (p, w) = L(w). Par

conséquent, on peut simplifier la définition en

J(u+w)=Ju)+ (p,w) + o(w) avec iiino |T’(;UH>‘ =0.

Pour calculer la dérivée (mais pas pour prouver la différentiabilité
Fréchet !) on peut calculer la dérivée directionnelle. Pour t € R et
u,v € V, on pose

j(t) = J(u+ tv)

et on dérive t — j(t)

J'(u)(v) = (J'(u), v).
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Convexité

Proposition. Soit J une application différentiable de V' dans IR. Les

définitions suivantes de la convexité sont équivalentes

(1)  JOu+(1-0)v)<0J(u)+(1-0)J(v) Yu,vwe K, VvVl el0,1]

J(v) = J(u) + (J'(u), v — u)

(J'(u) —J (v),u—v) >0 Vu,ve - MW

/
Preuve. () = &) S (B [lLodw)= s ﬁ-/a-«r)> = I+ <3 h) blav)>50
o rLy L) Tl)

—

QM) + B (J/(qr)/mu’)*o (91,,\_,,)) Sﬂj/%)

. dinven 4/.,\9-/ 444«: B —o =) G{\,})_,, (jf/\d}/u._qz‘> éjﬁvd (2)

(V) = (3) Tl b T ven s € T6)
o ot = 371 w) -J/(,\M,r,a > <o
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(Suite de la preuve]

Pour montrer (3) = (1) on introduit ¢(t) = J(u + t(v —u)).
(j/[rﬂ_ j//'v—D) AT > 292 [@)
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‘ Conditions d’optimalité: K Convexel

Théoréme (Inéquation d’Euler). Soit u € K convexe. On suppose que J

est différentiable en u. Si u est un point de minimum local de J sur K, alors

(J'(u),v—u) >0 VveK.

Réciproquement, si u € K vérifie cette inéquation et si J est convexe, alors u

est un minimum global de J sur K. X
Remarques.
= Si u est intérieur a K, on obtient I’équation d’Euler J'(u) = 0.

1 [’inéquation d’Euler est seulement nécessaire en général. Pour les

fonctions convexes, elle est nécessaire et suffisante.
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Inéquation d’Euler
( )

i, dncbnille

<), Tow> Zo

La dérivée directionnelle de J dans la direction rentrante (v — u) est positive.
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[Exemple 1)

Projection sur un convexe fermé K. Pour x € V', on cherche la projection

orthogonale rx € K de x sur K

2 — 2] = min 2 — y]|

La condition nécessaire et suffisante d’optimalité est
rx €K, (zx—xz,y—xrg)>0 VyeK.
SR 74 =2 (ny)

RN

/G
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[Exemple 1 bis]

Projection sur le cone positif K = (R™)™. Pour € R", on cherche la

projection orthogonale z, € K de x sur K

o — x| = min o .

La condition nécessaire et suffisante d’optimalité est
rx €K, (zx—xz,y—xx)>0 VyeK.
On choisit y tel que y; = (xx); pour tout ¢ # j et on en déduit

Tr)i =x;s1ix; >0, Tr);i =0s1x; <0
J J J J J
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[Exemple 2]

Soit A une matrice carrée d’ordre n, symétrique définie positive. Soit B une

matrice rectangulaire de taille m x n avec m < n. Soit b un vecteur de R".

On considere

1
inf {J(:U)ziA:c-x—b-az}.

xEker B

ot o

Il existe une unique solution z* € R™ qui vériﬁe;/

M’
Az* — b= B*p avecp € R"™.

avec p solution de BA~!B*p = —BA~ 1.
L

o aplbe L e e lbiplocdira A ooy
Tadgnakion AC ke (S thork Gritre, ook oty b ool t)

\'/; K= W B
1,335 7«1@«(& o, 1R
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(Exemple 3)

Soit L > 0 et une fonction continue f(x). On considere

inf _ % /O U @) de /0 * F@)o(e) da

= {v € C'[0, L] tel que v(0) = =0} .

La condition nécessaire et suffisante d’optimalité pour u est: trouver u € Vj

/O v () dac—/ f(x)v(z)dx Vv e V.

tel que
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Conditions d’optimalité: K non convexe I

Exemples de K non convexe:

K={veVtelque F(v) =0} ou K ={velV telqueF(v) <0}

Définition. Pour v € K, on appelle cone des directions admissibles au point v

(weV tel que 3 (v")n>0 € K, 3(e")n>0 € R vérifiant \

: n __ : n __ . v —v __

Remarque. 0 € K(v) et K(v) est un cone car si w € K(v) et A > 0, alors
Aw € K(v).
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[Inéquation d’Euler (cas général)]

Proposition. Soit © un minimum local de J sur K. Si J est différentiable en
u, on a

(J'(u),w) >0 Vwe K(u).
Remarque. Tout le probleme est d’identifier K (u) !

Preuve.
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[Exemples de cone K (u))

= Si u est intérieur a K, alors K(u) = V.

= Si K est convexe, alors K(u) = {w =v — u avec v € K}.

= Soit F': V — IR fonction réguliere. Si K = {v € V tel que F(v) =0} et si
F'(u) # 0, alors K (u) = [F'(u)]* (hyperplan tangent en u & la surface K).
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