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CHAPITRE IV (suite)

1= Cas général: cone des directions admissibles.
i Contraintes d’égalité.

i Contraintes d’inégalité.
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Conditions d’optimalité, cas général: K non convexe

Exemples de K non convexe:

K={veVtelque F(v) =0} ou K ={veV telque F(v) <0}

Définition. Pour v € K, on appelle cone des directions admissibles au point v

weV tel que 3 (v")p>0 € K, 3(e")n>0 € RY vérifiant J

v —v
g w J

Remarque. 0 € K(v) et K(v) est un cone car si w € K(v) et A > 0, alors
Aw € K(v).

K

aw (L) e [o,)]) — K

\S.P = M
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ﬁmxms\%_mm de cone K ASQ

= Si u est intérieur a K, alors K(u) = V.
K

i Si K est convexe, alors K(u) ={w =v —u avec v € K}.
A

= Soit F': V — R fonction réguliere. Si K = {v € V tel que F(v) = 0} et si
F'(u) # 0, alors K (u) = [F'(u)]* (hyperplan tangent en u & la surface K).

£v)=o
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Proposition. Soit v un minimum local de J sur K. Si J est différentiable en

u, on a

(J'(u),w) >0 Vwe K(u).

Remarque. Tout le probleme est d’identifier K (u) !

Preuve. € Wiany 3 W nxs o EW

n

) » g T, w> +ols) 2 Mv&v\

=) Au\\?ﬂi,d + o\ 2 0
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Minimisation avec contraintes d’égalité

Soit F(v) = (Fy(v), ..., Fyr(v)) une application de V dans R¥. On considere

WWMAS avec K ={veV, F(v)=0}

Théoréme. Soit u € V tel que F(u) = 0. On suppose que J est dérivable en
u et que les fonctions (F;)1<;<as sont de classe C'! dans un voisinage de u. On

suppose de plus que les vecteurs ﬁu@.\ A:vv sont libres. Alors, si u est un

1<4<M
minimum local de J sur K, il existe A1,..., Ay € R, appelés multiplicateurs

de Lagrange, tels que

J'(u) + MU NF (u)=0.

Remarque. Pour calculer les M multiplicateurs de Lagrange \; on peut
utiliser les M contraintes F;(u) = 0.
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Remarque. Il faut absolument une hypothese sur les Amu /

Contre-exemple: avec M =1

inf
F(v)=|v||?=0

uo\\\?v s v;n\\zlvn\lo

AW\T)D = AN =D
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Preuve

Soit K (u) le cone des directions admissibles au point u

\ J
w €V tel que 3 (v")p>0 € K, 3(e")p>0 € RYL vérifiant

. . . vt =
lim v"=wu, lim £"=0, lim — =w
( n—-+oo n——4o00 n——+oco  gM

Rappel (Proposition 4.2.12): si v est un minimum local, alors

(J'(u),w) >0 VYwe K(u) .

I1 faut donc caractériser K (u) ! Montrons que

K(u) ={w €V tel que (F;(u),w) =0, 1<i< M} = DE\?VT

)
1=1

b A ey e K)o s Dome WKLY —y —w CRI)

=) ,Nq,\?fsﬂu o Yw cu(w) — T7n) L Ll
.w\?c\ & ,m_\:i .. ﬂ%\c;
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Soit A une matrice carrée d’ordre n, symétrique définie positive.

Soit B une matrice rectangulaire de taille m x n avec m < n et rg(B) = m.

Soit b € R™ et ¢ € R™. On considere

inf A&A&VHWKA&.&I@.&W.

zeRm tel que Bzxz=c

Lemme. Il existe un unique point de minimum x* € R™ et un unique
multiplicateur de Lagrange p € R™ qui vérifient

“(c—BA ).

Az™ — b= B*p avec p = Ammlm*v

(o, by Bae 4 Ol o 4 dged B 4
() g g Neba? i o g o e =t LT
Yo = Fee® g T A0 wniM?Y

=2 ﬁ?\,\mutm&w\Qﬁ@ﬁ s wwoc kst

W~ —cC
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Définition. On appelle Lagrangien du probleme la fonction

L(v,u) = J(v)+ M wiFi(v) = J(w) + p- F(v) V(v,pu) € V x RM,

La nouvelle variable 1 € RM est appelée multiplicateur de Lagrange pour

la contrainte F'(v) = 0.

Lemme. Le probléme de minimisation est équivalent a

inf J(v) = inf sup L(v, pn).

veV, F(v)=0 A v ema\tm%wwg A tv
AV VI A I

U&,L %\é.ﬂfl =
ru\/_cv }f ﬁ\:ﬁvﬂd

Lo
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Définition du Lagrangien: L(v,u) = J(v) + p- F(v) Y(v,p) € V x RM,

On peut réécrire le précédent théoreme sous la forme suivante.

Théoréeme. Soit u € V tel que F(u) = 0. Si u est un minimum local sur K,
et si les vecteurs Qu@.\ ASVH << Sont libres, alors il existe des multiplicateurs

de Lagrange Aq,..., Ay € R, tels que

oL \ o oL B B
G0 WA =T (@ F A Fw) =0 et A) = F(u) =0.

Les deux dérivées partielles du Lagrangien s’annulent !
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ﬁd._pm interprétation des multiplicateurs de Hmmwmbm&

Soit le Lagrangien pour la minimisation de J(v) sous la contrainte F'(v) = c
L(v,p,¢) = J(v) + p- (F(v) = ¢)
On étudie la sensibilité du minimum a la variation de c.

On note u(c) et A(c¢) le point de minimum et le multiplicateur de Lagrange
correspondant. On suppose qu’ils sont dérivables par rapport a c. Alors

Ve (J(u(e))) = =)
A donne la dérivée (sans la calculer) du minimum par rapport a c !

En effet
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Minimisation avec contraintes d’inégalité

Soit F(v) = (F1(v), ..., Fas(v)) une application de V dans R™. On considere

EW J(v) avec K={veV, F(v) <0}
ve

ou F'(v) < 0 signifie que F;(v) < 0 pour 1 <i < M.

Définitions. Soit u tel que F'(u) < 0.

1. On appelle ensemble des contraintes actives en u
I(u)={ie{1,...,M}, F;(u) = 0}.

2. On dit que les contraintes d’inégalité sont qualifiées en u € K si la famille
(£ (w)ier(u) st libre.

Remarque. Il existe d’autres conditions de qualification.
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Contraintes et variations

= Les contraintes inactives F;(u) < 0 ne jouent aucun role.

= Pour les contraintes actives F;(u) = 0 on peut faire des variations dans
certaines directions (mais pas dans d’autres).
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Théoréme. Soit u € V tel que F(u) < 0. On suppose que J et les contraintes

(F3)1<i<nr sont dérivables en u. On suppose de plus que les contraintes sont

qualifiées en u. Alors, si u est un minimum local de J sur K, il existe

Ai,..., A\ € RT, appelés multiplicateurs de Lagrange, tels que

M
J'(u)+ > NF/(u)=0, X >0, Fi(u)<0,
1=1

Remarque. Les conditions sur les A\; peuvent se réécrire
A F(u)=0, A>0 et F(u)<0.

et s’appellent conditions de complémentarité.

Remarque. Pour calculer les multiplicateurs de Lagrange A\; des contraintes

actives on peut utiliser les égalités F;(u) =0sii € I(u).
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Preuve

Soit K (u) le cone des directions admissibles au point u

(

w eV tel que 3 (v")p>0 € K, 3(e")p>0 € RY vérifiant

n

. . . vV —Uu

lim v"=wu, lim ¢"=0, lm —— =w
) )

 n—-+oo n——4o00 n—+oco  gh

Rappel (Proposition 4.2.12): si v est un minimum local, alors
(J'(u),w) >0 Vwe K(u) .

I1 faut donc caractériser K (u) !
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Lemme de Farkas. Soient ai,...,as une famille libre de V. On considere

les ensembles

\nﬂﬁéma\“ (a;,w) <0 pour Hm&miwv

A

M
\mn?mﬁ TN, A >0, g ==Y zi.
1=1

Alors pour tout p € V, on a I'implication

(p,w)>0Vwe Kk = pek.

Remarque. La réciproque étant évidente, il s’agit en fait d’une équivalence.
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Preuve du lemme de Farkas
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Définition. On appelle Lagrangien du probleme la fonction

L(v,p) = J(v) + M wFy(v)=JW)+p-Fv)  Y(o,p) eV x (RHM.

La nouvelle variable positive u € (RT)M est appelée multiplicateur de
Lagrange pour la contrainte F'(v) < 0.

Lemme. Le probleme de minimisation est équivalent a

inf J(w) = inf sup L(v,p).
veV, F(v)<0 A v em<th%.H_.uv§ A ?v
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Définition du Lagrangien: L(v,u) = J(v)+ pu- F(v) V(v,pu) € V x (RTM,

On peut réécrire le précédent théoreme sous la forme suivante.

Théoreme. On suppose que les contraintes sont qualifiées en u tel que
F(u) < 0. Alors, si u est un minimum local, il existe A1, ..., Axs > 0, appelés

multiplicateurs de Lagrange, tels que

oL oL v
. — — . — < R
. (u, A\) =0 et (u, A) - (p—A) <0 Vue (R

Remarque. La deuxieme condition est 'inéquation d’Euler pour la

maximisation du Lagrangien par rapport & u dans le convexe fermé (R™)M.

Département de Mathématiques Appliquées Approximation numérique et optimisation



Preuve

Les conditions d’optimalité sont

M
J(u)+) NF(u)=0, X>0, Fi(u)<0, X\=0siFu)<O0.
1=1

Cette condition est bien la stationnarité du Lagrangien puisque

w|m? A) = J(u) + A F'(u) =0,

et que I'inéquation d’Euler
oL

implique que A\; = 0 si F;(u) < 0.
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ﬁmx@B@_@” régularisation d’un mﬁﬁ@@

Soit A une matrice carrée d’ordre n, symétrique définie positive.

Soit b € R™ et € > 0. On considere

min Az - .
zeR” tel que ||z—b||2<e2

Il existe une unique solution z* € R™ qui vérifie
soit x* =0 et ||b]| <e,

soit z* = (Id 4+ A"t A)~'b avec A > 0 tel que ||z*
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