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MAP 411 - Approximation numérique et optimisation
CORRECTION de I'examen classant.

Exercice 1

Question 1. On introduit la solution exacte dans le schéma, en remplagant u} par
u(nAt, jAx) et on fait des développements de Taylor. On trouve l'erreur de troncature :

ou ou
Fatne = En + a$ + O(At + Ax).

Le schéma est donc consistant et d’ordre au moins 1 en espace et en temps.

Question 2. En écrivant le schéma sous la forme :

ntt_ (1 2aAt\ . 3aAt aAt
I Ax

n

U u” u? —
g oAz 71T oAy T

n

on voit que si QZ—ét <1, alors u?“ est une combinaison convexe de u}, u_, u},,, et donc
le schéma satisfait le principe du maximum discret. Il est donc stable en norme L. Ainsi,
le schéma est linéaire, stable et consistant. Il est donc convergent en norme L> d’apres le
théoreme de Lax.

Question 3. Pour étudier la stabilité en norme L?, on introduit un mode de Fourier
pr(n)e?™ dans le schéma. On trouve, pour k € Z,

pe(n+1) = [1 = 2v + 2w cos(2mkAx) + ivsin(2rkAz)] pr(n) = Agpr(n)

On trouve :
|AL]? = P(&) = 32 +4v(1 —20)¢ + 12 + (1 — 2v)%

ot £ = cos(2rkAx). Comme ¢ varie dans [—1,1] et 3v* > 0, P atteint son maximum en
-1 ou +1:

Eg[l—al},(l] P(&) = max(P(—1), P(1)) = max((1 — 4v)?,1).

En conclusion, si v < 1/2, i.e. si QZﬁt < 1, alors le schéma est stable en norme L?. Comme

il est de plus consistant, il est convergent norme L?.

Question 4. En poursuivant le développement de Taylor de la question 1,

ou  Ou Atd*u 0%u
Fripng = — — 4+ ——— —alAz— + O(A* + Az?).
auar = G Fag T S g T AT, TOBE AT
Si u est solution de I'équation, on a %—7; + ag—g =0et % = 2%, donc :
alt 0*u
Fataz = alA —1 O(A# + Az?).
AtA R (QAx ) 0x? +0( + A7)

Sous la condition de stabilité QZ—it < 1 le terme en Ax ne peut pas s’annuler. Le schéma
n’est donc pas d’ordre 2.



Exercice 2

Question 1. Le lagrangien associé au probleme (3) est donné par :
L(v,p) =Jw)+ (h(v) —r)p, V(v,p) € R" xR,
Si (u, A) est un point selle de £. Par définition :
J(w) + (h(u) — k)p < J(u) + (h(u) — k)X < J(v) + (h(v) — K)A, Yo € R" Vu € R,.
Question 2. On est dans les conditions d’application du théoreme 4.3.3 (Kuhn et
Tucker). 1l existe donc A € R, tel que (u, \) est un point selle de £. En particulier :
J(u) + Ah(u) < J(v) + Ah(v), YveR",
i.e. u est solution du probleme (4) avec oo = A.
Question 3. Soit u solution de (4). On a :
J(u) +ah(u) < J(v) +ah(v), YveR"
Donc pour tout k,
J(u) + alh(u) — k) < J(v) + alh(v) — k), YveR™
En choisissant k = h(u), on a donc :
J(u) + p(h(u) — k) < J(u) + a(h(u) — k) < J(v) + a(h(v) — k), YoeR" VueR,

Donc (u, ) est un point selle de £. D’apres le théoreme 4.3.3, u est donc solution de (3)
avec k = h(u).

Alternative : on peut également raisonner sur les conditions d’optimalité du premier
ordre (Kuhn et Tucker).

Question 4. La difficulté vient de la non dérivabilité de v — ||v||;.

Question 5. Le lagrangien associé a (6) est donné par :

L(v,y,\p) =gz, y) =N v—p-y=J@—y)+al-(x+y)—A-z—p-y,

oz € R", y € R", A € R} et u € R}. La fonction g est convexe et dérivable (composition
d’une fonction convexe dérivable et d’une fonction affine), les fonctions définissant les
contraintes sont évidemment dérivables et convexes. Les contraintes sont qualifiées en
tout point (x,y) car elles sont affines. Le théoreme de Kuhn et Tucker s’applique donc.
Si (z,y) est solution de (6), il existe A € R" et u € R} tels que (x,y, A, jt) est un point
selle du lagrangien.

On a:
%9 (1 = O 99, - 0
8@- Y= 8111- 8yz Y= 8111-




Les conditions d’optimalité s’écrivent donc, pour i =1,...,n:

¢

8;<x_y)+a_Ai:O’

oJ
8’01‘
x; > 0,\ >0,2,M =0,

($_y)+0‘_ﬂz:0;

Yi = 0,1, > 0,y;1; = 0.

\ -

Question 6. Soit (z,y) solution de (6). D’apres les conditions d’optimalité, on a :
)\i+ui:20(, Z:L,n

Comme « > 0, \; et u; ne peuvent pas étre tous les deux nuls. Or, si x; # 0 alors \; = 0,
donc pu; # 0. Mais comme y;u; = 0, cela implique que y; = 0. On montre de méme que si
y; # 0 alors x; = 0. On en déduit que z;5;, =0, Vi=1,...,n.

Question 7. Soit (z,t) solution de (6). On pose u = z — t. Comme z; > 0, t; > 0,
zit;=0,Vi=1,...,n,onal-(z+1t)=|ul;. Donc:

9(z,t) = J(u) + aflul).

Soit v € R™, on pose x = vy et y = v_, les parties positive et négative de v. Ainsi
r—y =wvetl-(z+y) = |v|. Par définition de (z,t), on a g(z,t) < g(z,y). Or
g(z,y) = J(v) + «||v|];. On a donc bien J(u) < J(v), Vv € R™.

Question 8. Le probleme (6) a un inconvénient évident : sa taille est le double de celle
de (5). En revanche, il a 'avantage de ne faire intervenir que des fonctions dérivables. On
peut donc par exemple utiliser une méthode de gradient avec projection (les contraintes
étant tres faciles a4 prendre en compte), ou un algorithme d’Uzawa (maximisation de
I'énergie duale par une méthode de gradient).

Exercice 3

Question 1. Soit u solution de (7). On multiplie (7) par v € V et on integre sur
(0,L) :

- /0 " ole) do + w /0 " (@)o(e) do — /0 C w)o(e) do.

En intégrant par parties le premier terme, et en utilisant le fait que les fonctions s’annulent
en 0 et L, on trouve le résultat voulu.

Question 2. On a par définition de uy, :
a(up, vy) = L(vp), Vo, € V.
Comme de plus V;, C V et u est solution de (8) :

a(u,vp) = L(vy), Vv, € V.



Par linéarité, on en déduit que a(ey, v,) = 0, Yu,, € Vj,. Donc, comme ey, € V3, a(ep, ep) = 0.
D’ou le résultat puisque €, = e, + .

Question 3. Soit v, € V},, on a :

a(vp, vy) = 77/0L('U;L(:15))2 dx + /OL wop(z)vy,(z) d.

| vt e = 5 [ i@y de = @) <o,

car les fonctions de V}, s’annulent en 0 et L. D’ou le résultat.

Question 4. On commence par une intégration par parties :

L L
omeen) = [ miei+ wrien) = [ (nmies, — wmich),
0 0
puis on applique les inégalités de Cauchy-Schwarz et Young avec o = 2 puis avec aw = 2/ :
L L 2 L L
w
(el <n [ @+ [C@re S [meed @
0 4 Jo n Jo 4 Jo
d’ou I'inégalité voulue.

Question 5. D’apres les trois questions précédentes :

o [ @ =ttt <8 [Cren [T [T

Or
[(ar= 3 [ar<c X [ et <,
KeT,, KeT,, K
et
/ w2 = Z / 72 < Cz h%““/ (u(k+1)>2 < C§h2’“+2||u<’““>||§2.
KeTy, KeTy, K
Donc :

L 2
n w
5/0 (e/h)Q < anthHu(k—i—l)H%Q + WCgth—i—QHu(k—i—l)H%Q’

d’ott le résultat voulu avec C; = /20, :

/ wh? (k+1) k
lefllz < V2Coy |1+ Vllu [PR

Question 6. La majoration de ||e}, || .2 est optimale, dans le sens ou elle se comporte en
h¥, c’est-a-dire avec la méme puissance de k que lerreur d’interpolation 7, mesurée dans la
méme norme. Cependant, la constante qui multiplie A* peut étre grande quand n < |w|h,
¢’est-a~dire quand le transport domine la diffusion a ’échelle du pas de discrétisation h.



Question 7. Soit u € V solution de (8). Comme V}, C V', on a
a(u,vy) = L(vy), Yoy, € Vj,.

Mais comme une solution de (8) est aussi solution de (7),

Z / woy (@) (—nuy(x) + wuy () de = Z TK/ wvy,(x) f(x) dx
KeT;, VK KeT, K
et donc u est également solution du probleme (12) :

ah(u, ’Uh) = Lh(vh),Vvh e Vi.

Comme par ailleurs, on a ay(up,vy) = Lp(vp), Yo, € Vi, on en déduit a nouveau par
linéarité :

ah(eh,vh) = O,V’Uh S Vh, et ah(eh, eh) = —ah(ﬂ'h, €h).
Question 8. On a 7 = ’\‘hTff et ﬁ < hTK, donc
2
TK S /\—K

ap(vn, vy) = alvp, vp) + Z TK/ wvy, (z)(—nuy () + woy(x)) de.
KeT, K

On a déja vu que a(vp,vp) =17 fOL(vfl(x)y dx. Par ailleurs :

<

DO | —

| r@ei@yans 3 [ )

KeTh

> e [ wih(e) (i)

KeTh

VAN
N | —

/0 (e (@) dr+ Y Azh—; /K (0l (2))? d

KeTy

/0 r(@)w (v (2)* de + 3 A‘;(’” /K (v, (x))? da.

KeTy

(VAN
| —

On en déduit :

otonn) =0 [ G0 ae s [ r@urei@)2 e+ X e [ wd@(-mie)ds

KeTy

> [Chr s [ @ -

> 7 [ wihte)(-mf (@) ds

KeTh

> (1 - %) / (o) o + & / (@ (2)" da.

Question 9. D’apres la question précédente, en choisissant A < 1/dy, on a la coercivité
de ay, pour la norme || - ||, avec une constante 1/2.



Question 10. On a vu que ap(en, en) = —ap(mh, €x). Avec la coercivité de ay on a
donc :

el < - n/ ’<>'<>dx—/0 wy(z)en(z) dz—
Z/TK — () + wmy, (x ))weh( )dx.

KeTy,

En intégrant par parties le second terme du second membre et en utilisant 'inégalité
triangulaire on a donc :

L
lenl2 <2‘ / 7 (@)el (x) da +2/ wn(z)el (x) dz| +
0
Z/Tanﬂ'h z)ey(z) dzx| + 2 T(I)w27T;L($)6/h(JI) dx|.
KeTy

Question 11. On étudie chacun des termes de 'inégalité précédente avec les inégalités
de Cauchy-Schwarz et de Young :

’/m

o< [t am [ )2 as

et
2 /OLwﬁh(x)e’h(a:) dx gK;h (;—i /K(we;(x))? daz+f—; K(?Th(:n))2dx)
gai PR e+ Y 2 /wh
2Jo KeT,

En utilisant de plus (14) et (15) :

2(> / TR, (x <> (TK / we! (2))? dz + asTrn® /K (w;;(x))de)

KeTy, KeTy

1 L
<— | r@w(e () dr+ Y ashnhi / () (2))? da
as Jo KeT, K
1 L 2/ 1 2 L / 2
ga— T(x)w (e, (z))” dx + asAndy (m,(2))* dx.
3 J0 0

Enfin :

2 /0L7'<ZIZ'>U)27T;1(CC)€;1<SE) dzx

1 L
<= o+ oy Y ™
> 4/0 T(SL’) ( X 4 TK/’LUh

KeTy,

On choisit maintenant oy = 2, g = a3 = a4 = 6 pour absorber les termes fOL(e;l(x))Q dx
et fOL 7(z)w?*(€), (z))? dz dans le membre de gauche de (16). On en déduit :

HehHi < 0177/ (7, (x dac + ¢o Z TK/ wmy, (x V2 dr + cs Z / mn(x

KeTy, KGT



avec 1 = 2aq + 2asAdy, ¢3 = 20y, c3 = 209

Question 12. On déduit de la question précédente et des majorations des erreurs
d’interpolation données dans 1’énoncé :

w
nllenllz: < (cmC’gh% + coAh|w|CZh* + 63%0%2“2) [ulE D)2,

o ulh | esC3 fulh

ey l|7: < (6102—1-62)\02 v + At 1 )h% w2

leklz2 0 e | Iz2
et donc L

w
el < 03 (14 10 ) ko,

avec C3 = max(2c;C%, 2c,\CE + 26553), d’ou le résultat voulu. La constante dans la

majoration de 'erreur est maintenant au lieu de w2§2 pour la méthode de Galerkin

classique. Dans des régimes ou ’advection domine beaucoup la diffusion a 1’échelle h, on
s’attend donc a de meilleurs résultats avec cette nouvelle formulation, ce qu’on observe
effectivement en pratique.

|w|h




