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MAP 411 - Approximation numérique et optimisation
Examen classant. Durée : 3 heures

Sujet proposé par Jean-Frédéric Gerbeau
Lig " . D
épreuve est constituée de trois exercices indépendants.

Exercice 1 (5 points)

Soit a un réel strictement positif, et uy une fonction réelle définie sur R, réguliere et
périodique de période 1. On considere I'équation d’advection

ot Oz
u(z,0) = wp(x), pour x € (0,1),

= 0, pour (z,t) € (0,1) x Ry,

(1)

avec des conditions aux limites de périodicité u(x + 1,t) = u(z,t) pour tout = € [0, 1],
t > 0. Soit un entier N > 0 et un réel At > 0. On discrétise le domaine [0, 1] x Ry en
introduisant la grille réguliere (z;,t,) = (jAz,nAt), pour j =0,1,...,N+1,n > 0, avec
Az =1/(N + 1). On considere le schéma numérique :

u

J J +a J

At 2Ax ' 2)
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Question 1. Montrer que le schéma est consistant et d’ordre au moins 1.

Question 2. Etudier la stabilité et la convergence dans L.
Indication : on cherchera sous quelle condition le schéma vérifie un principe du mazi-
mum discret.

Question 3. Etudier la stabilité et la convergence dans L2

Question 4. Montrer que le schéma n’est pas d’ordre 2.

Exercice 2 (6 points)

Les deux parties de I'exercice sont indépendantes.

Partie 1

Soient J et h des fonctions réelles convexes et continues sur R”. Soit kK € R et K =
{v € R",h(v) < k}. On suppose K non vide, J et h dérivables sur K. On s’intéresse au
lien entre les problemes :

inf J(v), (3)
et
inf (J(v) + ah(v)), (4)

veR”

ou a € R. On supposera que les contraintes dans (3) sont qualifiées en tout v € K.



Question 1. Ecrire le lagrangien £ associé au probleme (3), et les inégalités satisfaites
par un point selle (u, A) de L.

Question 2. Supposons qu’il existe u solution de (3). Trouver un « tel que wu est
solution de (4).

Question 3. Supposons qu’il existe u solution de (4), avec o > 0. Trouver un & tel
que u est solution de (3).

Partie 2
Soit J une fonction convexe et dérivable sur R" et o > 0. Pour v = (vy,...,v,) € R",
on note |[v]l; = > 1, |vs], out | - | désigne la valeur absolue, et f(v) = J(v) + aljv||;, avec
a > 0. On s’intéresse au probleme :
inf .
Jnf f(v) (5)

Question 4. On aimerait utiliser une méthode de gradient pour résoudre (5). Quelle
difficulté cela pose-t-il 7

Question 5. Pour (z,y) € R® x R", on définit g(z,y) = J(x —y) +al - (x+y), ou 1
est le vecteur de R™ dont toutes les composantes valent 1 et - désigne le produit scalaire
euclidien. On définit K = {(z,y) € R* x R", x; > 0,y; > 0,i = 1,...,n}, ou z; et y;
désignent respectivement les composantes de x et de y. On considere le probleme

inf g(x,y). (6)

(z,y)EK
Ecrire le lagrangien associé a (6). Vérifier qu’on peut appliquer le théoreme de Kuhn et

Tucker, et écrire les conditions d’optimalité.

Question 6. Soient z = (z1,...,2,) € R" et t = (t1,...,t,) € R™. Si (z,1) est solution
de (6), montrer que z;t; = 0, pour i = 1,.

Question 7. Si (z,t) € R?*" est solution de (6), montrer que u = z — t est solution
de (5).

Question 8. Proposer un algorithme pour résoudre (6) et commenter.

Exercice 3 (9 points)

On se propose d’étudier la résolution de 1’équation d’advection-diffusion stationnaire
en une dimension d’espace. On se donne L > 0, f une fonction réelle réguliere sur [0, L],
w € R* et n > 0. On cherche une fonction « : [0, L] — R solution de

—nu'"(z) + wu'(x) = f, pour z € (0, L),
{ w(0) = u(L) = 0. ’ (7)

On se donne V' un espace de fonctions, assez régulieres pour justifier les calculs ci-dessous,
et s’annulant en 0 et L. En particulier, si v € V alors v € L*(0, L) et v' € L*(0, L). Pour
u,v € V', on note

a(u,v):/o (nu/ (2)v' (z) + wu' (z)v(z)) de et L(v):/o f(z)v(x)dx
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On considere le probleme variationnel : trouver u € V' tel que
a(u,v) = L(v),Yv € V. (8)

On admettra que le probleme (8) a une unique solution, qu’on supposera aussi réguliere
que souhaité.

On subdivise U'intervalle [0, L] en N + 1 intervalles K; = [z;, z;41], ¢ = 0,...,N. On
note hyx, = ;41 — x; la taille de l'intervalle K;. On note h la valeur maximale des hg;,
i=0,...,N et T, 'ensemble des intervalles K;, i =0,..., N.

On considere une approximation interne de V' par un sous-espace V;, de dimension
finie. Les éléments de V}, sont des fonctions continues sur [0, L], de classe C* sur chaque
intervalle K;, et s’annulant en 0 et L.

Pour v € V', on note :

[v][z2 = (/OL(v(x))Qda:)

On dispose d'un opérateur d’interpolation r, aux points z; qui possede les propriétés
suivantes : il existe Cy > 0, k € N, k > 2 tels que si u € V alors rpyu € Vj, et VK € Ty,

1/2

1/2
, et pour tout K € Ty, ||v]|r2(x) = (/ (v())? da:) :
K

lu = rull 20y < Colfd u V| 2 i),

(= rpu)|| 2y < Cohl%HU(kH)HL?(K)a
(= rpu)" |22y < Colth  Ju™ V|| 2o,

pour tout A > 0, ot u*) désigne la dérivée k™ de u.

Partie 1 - Méthode de Galerkin

Question 1. Soit u solution du probléme aux limites (7). En admettant que u € V,
montrer formellement que u vérifie (8).

Dans toute la suite, on admettra que u est solution du probleme aux limites (7) si et
seulement si v € V' et vérifie (8).

Question 2. Soit uy € V}, solution du probleme :
a(up,vp) = L(vy), Yo, € V. (9)

On note l'erreur d’interpolation 7, = v — rpu, 'erreur d’approximation e, = rpu — uy, et
I'erreur globale €, = u — uy. Montrer que :

a(ep,vp) = 0,Yop, € Vj,.

En déduire

alen, en) = —a(mp, ep).

Question 3. Montrer que, pour tout v, € Vj,
L
ofon,on) =1 [ (e de
0
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Question 4. Montrer que

ool <2 [ @y o [ weras S [ mere

Indication : on rappelle 'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour u et v € L*(0, L),

/0 (o) de < ( /O " (u(z))? dx) - ( /0 (o)) dx) "

1
et [inégalité de Young : pour X,Y € R, et a >0, XY < %X2 + 2—Y2.
e

Question 5. En déduire que

/ w*h? (k+1) k
lenllzz < Ciy [T+ 7Hu [z2h", (10)

ou C > 0 est une constante qui ne dépend pas de h, n, w ou wu.
Question 6. Commenter (10) en la comparant a l'erreur d’interpolation |7} | 2.

Partie 2 - Méthode de Galerkin généralisée

On suppose dans cette partie que
lwlhg/n>1, VYK €T (11)

On introduit un nouveau probleme : trouver u;, € V), tel que

ah(uh, Uh) = Lh(Uh),\V/’Uh € Vh, (12)
avec
an(un, vn) = alup, vp) + Z TK/ wuy (x)(—nuy(x) + wuy (z)) dz,
KeTy K
et
L(w) = L) + 3 e [ wif(o)f(o)do,
KeTh K
avec i
"= "X VK eT, (13)
|w
ou A > 0 est une constante qu’on fixera plus tard. Pour K € T, et x € K, on pose
T(2) = 7K.
On admet qu’il existe une constante dy > 0 telle que pour tout K € T, :
1)) de < 2 ()2 de, Vv, €V 14
(h(@)"do < 5o | (vh(2))"dw,  Von € Vi, (14)
K K JK

On définit ey, 7, et €, comme dans la premieére partie (avec maintenant uy solution

de (12)).



Question 7. Montrer qu’on a a nouveau :

ah(eh,vh) = O,Vvh € Vh, et ah(eh, eh) = —ah(m” eh).

Question 8. Vérifier que

h2
TK S /\—K, (15)
n
et montrer que pour tout v, € Vj,
)‘do / 2 1 v 2(.1 2
ap(vp,vp) > 1— 5 (vh(x)) dx + 3 T(x)w (v, (x)) du.
0 0

Question 9. On introduit la norme :

1/2

ol = (n [ G2 de+ [ ronth@ntan) e v

Donner une condition sur A pour avoir la coercivité de ay(-,-) sur (Vj, | - ||n), avec une
constante de coercivité 1/2. On supposera dans la suite que A vérifie cette condition.

Question 10. Montrer que

+2

/0 " wmn(2)el (x) da

L
el <2 [ 7h(eeh o) o
Z/TKnumh e, (r) dx

KeTy

+2 +2

[ttt ) o]

Question 11. En déduire que

HehHiﬁcm/( oo 3 i [ (w0 @) do a3~ [ (mala)) e

KeTy KET

ou ¢1, ¢o et ¢z sont des constantes qui ne dépendent pas de h, 1, w ou u (mais qui peuvent

dépendre de A et dp).
Question 12. On suppose qu’il existe une constante v > 0 telle que
vh < hg, VK €T, (17)

Déduire de la question précédente que :

wlh
llewllze < Cay [1+ %Hu(k-ﬂ—l)HLghk?

ou Cy > 0 est une constante qui ne dépend pas de h, n, w ou u. Commenter.



