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Probleme | : Etude d'une équation d'advection-diffusion

I.2 Existence et unicité de la solution : div(V) =0

1) Soit v € X une fonction test qui s’annule au bord. On multiplie les termes de I’équation (1)
par v et on integre par parties si nécessaire. On a d’abord

/Auvdx:/Vu.Vvdx—F/ @vdU:/VU.Vvdx
Q Q so=r On Q

car v s’annule sur I'. Puis on sépare le terme V.Vu en deux parties

/Q(V.Vu)vdx: %/Q(V.Vu)vdw—f— %/QVu.(Vv)dx

= 1/(V.Vu)vdm— 1/ udiv(Vv)dz + 1/ (V.n)uvdo
2 Jo 2 Jo 2

oQ=I"

/ V.(vVu — uVv)dz
Q

N |

car v sannule au bord et div(Vwv) = V.Vu. Pour les termes suivants on n’a pas besoin
d’intégrer par parties. On obtient alors

1// Vu.Vvderl/ (V(vVuqu)dera/ uvdx) dx:/fvdx
Q 2 Jo Q Q

pour toutes les fonctions v € X.

2) On suit la démarche du cours et on change d’espace fonctionnel. Soient u et v deux fonctions

de HL(Q). Alors
a(u,u) = (V/ Vu.Vudx—i—a/ uudx)
Q Q

N (; /Q (V.(uVu — uVu)dz) dx) .

La premiere parenthése est coercive

I// Vu.Vudz + a/ uvdx > V/ Vu.Vudr = 1/|u\?{1(9)
Q Q Q 0

qui est le carré une semi-norme équivalente & la norme [|lu[| g1 (). Le deuxieme terme entre
parenthese s’annule. D’ou le résultat demandé.



3) La symétrie correspondrait & a(u,v) = a(v,u) pour toutes fonctions u et v. Le seul terme qui
pose probleme est celui en V. Si il était symétrique on aurait alors

/ V.(vVu — uVv)d / V. (uVv — vVu)dx

c’est a dire
/ V.(vVu —uVo)dr =0, Yu,v € Hy(1).
Q

Pour les fonctions de H} () on peut faire Pintégration par parties

/Q (uVv)dz /V vVu)dx—l—/F(Vn)uvda = /V (vVu)dz.

On en déduirait alors

V.(vVu)dr =0, Yu,v € H} ().
Q

Par densité cela est vrai pour toute fonction v € C$°(€2). Donc on aurait
V.Vu = 0 presque partout dans Q Vu € H} ().

Prenons u plus régulier : u € C3(£). Alors on peut trouver des u tels que Vu = d est un
vecteur quelconque en un point g € € donné. Par exemple u(z) = d.ax x &(x) ou & — &(x)
est une fonction de troncature et d.x est le produit scalaire du vecteur position x par un
vecteur d quelconque. Du coup V(zg).d = 0 pour tout vecteur d. Donc

V(z)=0 VereQ<— V=0

Il s’ensuit que la forme bilinéaire a est symétrique si et seulement si V' = 0.

4) La forme bilinéaire est composée de termes qui sont chacun des produits deux & deux de u, v,
Vu et Vo. Le vecteur V' est borné car continu sur un fermé borné 2. Donc a est bien continue
dans H}(Q) par rapport & u et v.
En appliquant le théoreme de Lax-Milgram 3.3.1 il existe une unique solution variationnelle.
5) C’est une combinaison d’inégalités. On part de a(u,u) = b(u). On a grace a U'inégalité de
Cauchy-Schwarz
b(u) < [ fllzz@)llullz2 (o)

On sait que
V\uﬁié(m < a(u,w).

Or la semi-norme H}(Q) controle la norme H{ () qui elle-méme controle la norme L2(12).
Donc il existe une constante ¢; > 0 telle que

cllullzz) < lulmo)

Donc
cvlulliaqy < Ifllc2@llullze @)

Apres simplification par [Ju[[2(q) on obtient le résultat demandé en posant C' = —-

1.3 Existence et unicité de la solution : cas général

6) On a div(Vu) = div(V)u+ V.Vu. Le terme div(V)u ne s’annule plus a priori. En reprenant les
intégrations par parties de la section précédente, on obtient

1 1
/(V.Vu)vda: = f/ V.(vVu — uVov)dx — f/ div(V)uvdz.
Q 2 Ja 2 Ja

Le nouveau terme est : c(u,v) = —3 fQ div(V)uvdz. Le reste est évident.



7) Le point important concerne la coercivité de la forme bilinéaire a + ¢. On a

a(u,u) + c(u,u) = V/Q |Vu|?da —|—/Q (oz - ;dW(V)) u?dz.

On a a — 3div(V) > —% +&. Donc

v
a(u,u) + c(u, u 21// VuZda:—&—/ —— +¢)ulde.
() +clww) 2w | [VuPdet | (~gz+<)

Pour —% + e > 0 la coercivité est évidente. L’autre cas concerne —% + e < 0. Grace a
I’inégalité de Poincaré, on obtient

a(u,u) + c(u,u) > (1/+ (—%—i—s) K)/ \Vu\Qd:v:Ks/ \Vu|?d.
Q Q

La semi-norme ( [, [Vu|?dz)? étant une norme sur Hg(2) cela établit la coercivité et partant
de la I'existence et 'unicité de la formulation variationnelle grace au théoréeme de Lax-Milgram
3.3.1.

I.4 Existence et unicité de la solution : V = grad(y)

8) On a u = e*w. Donc
|4
Vu = e*Vuw + e wVA = eV + e’\wg
et
Au = e*Aw + 2 Vw. VA + eMw|VA? + erMwAN
2 .
)\V’LU.V +6)\ ‘V‘ e)\deV(V)'

v 4p? * v

=erMAw+e
Reportons dans I'équation —vAu + V.Vu + au = f. On trouve

2 .

+e

A
—v (e Aw +e 12 55

+V. (eAVw + e’\w2vy> + aetw

= —verAw+ (a+ Ve - 1div(V) et = f.
4v 2

D’ou I'équation —vAw + (a + % — %div(V)) w = e *f = g. La condition de Dirichlet est
inchangée w = 0 sur I'.

9) La formulation faible est

2
u/ YVw.Vudz +/ (a + VE_ div(V)> wvdr = / gvdzx
Q Q 4y 2 9}

pour w € H} () et pour tout v € Hg ().

10) On a par intégration par parties

1 1
— [ div(V)wide = —= | V.Vwidr = —/ wV.Vwdz.
2 Ja 2 Ja Q



11) L’étude de la coercivité revient & minorer :

V2 o1
d(w,w) = u/ |Vw|*dz —|—/ (a + VE_ div(V)) wdx
Q o) 4v 2

2
:/V|Vw\2d$+/ (a+W> wzda:—&—/wV.deac
Q Q dv Q

Vv
:/V|Vw+—w|2dx+/aw2dx
Q 2v Q

qui est maintenant la somme de deux carrés, donc bien adaptée pour ’étude de coercivité.
Dans le texte on indique que v > 0 et surtout que o > 0. Montrons I'inégalité (C' > 0)

b 2
ot 2o 4 o > C(la)®> +b%), VY(a,b) € RN xR.

v 2v

Plusieurs méthodes sont possibles. On peut partir de

2

a+@
2v

2
v + ab® = vla|* + (ZJ/ + a> b2 + a.(VD).

On s’occupe du double produit
1
a.(VO) < Slaf + - VPP W(a.b).

Ici € > 0 est un degré de liberté dans I'inégalité. Donc

2 ) )
vlal® + <XV +a> b’ + a.(Vb) > (,/, g) lal® + (|Zy| +a— “2/5‘ >b2

Ecrivons les conditions pour que les deux coefficients devant |a|? et b? soient strictement

positifs
€
V-3 >0+ ce<2v

et , ,

‘V‘Z | |2 V] V]

— a——>0(:>5>|v‘22 —2u><|v‘24”

i 2e 4v +a 4v +a

@2 _
Or la fonction x — 45— est continue de Q (fermé borné) dans R. Elle atteint son
P+

maximum qui est nécessairement strictement plus petit que 1. On peut donc trouver un ¢ tel
que les deux conditions soient remplies. Pour ce e ona v — 5 > Cp > 0 et

2 2
|Vimy)| +oz—|véa;)| >Cy >0, Vzel.

Prenons C3 = min(Cy, C3) on trouve

V(x)b
2v

2
+ab? > Cs3(lal* +b?), V(a,b) e RN xR, VzeQ.

vla+

D’ou en reportant dans les intégrales
V
/ v|IVw + —w|2d1‘ —|—/ aw?dr > Cg/ (IVw|* + w?) do
Q 2v Q Q

ce qui montre la coercivité. La continuité étant évidente, on en déduit grace au théoreme
de Lax-Milgram 3.3.1 l'existence et I'unicité de la solution variationnelle avec condition de
Dirichlet.



1.5 Discrétisation par éléments finis

12) On notera ¢;(z) la fonction de base qui vaut 1 en jh et 0 en ph, p # j

pi(@)=0 @< (-Lh
soj(m:?‘ff) (j—Dh <z <jh,
pj(x) = P jh <o < (j+ Db,
@j(z) =0 (J+Dh<a

On obtient le systeme linéaire M X = c avec : M

X = (ui)i<i<n—1 et ¢ = ((b,0i))1<i<p—1-
On commence par remarquer que

(mij)1gi,jgn_1 et my; = a(pj,pi);

mi; =0 pour j <i—1leti41<j.

Ensuite on a

71—

" : v : :
ma= [ (0 + S - @) + g )
(i+1)h
[ (v + g orali@) - )l + i) ) da,

M +0+%+ +0+a—h 2—”+@
“ h 3 h 3 )" h 3’

soit

D’autre part
mii—1 = a(pi—1,®:)
ih Vv
= [7 et + 5 @) - et
(i—1)h
a1 () i) da

v V/“‘ < —(i—1)h -1 ih—zx 1)
=~ 4+ = T )z
h 2 Jusn h h h h

b 7
—|—a/ ih z @ (i thx,
.

soit tous calculs faits

v V  ah
Mii-1 = =9 =% + o
Pour m; ;41 les calculs sont identiques. En faisant attention au signe du terme en V, on
trouve
v V.  ah

Miip1=——+ =+ —.
17z+1 h + 2 + 6
On trouve donc la matrice tridiagonale

8 v 0 0 0
| B ~ 0 0
M=110 5 5 4 0
0
aveca:%"—&—%,’hgy——ﬁ—q- +(’fhet5:_%_%+%’ﬁ

Cette matrice correspond a une formulation variationnelle bien posée exprimée dans un espace
discret. Par application du lemme 6.1.1 la matrice est inversible.



13) On sait grace au lemme de Céa 6.1.2 que

Ch
lu—unllmpo) < ?Hu/ — ()22 @)

ot K est la constante de coercivité de la forme bilinéaire a et ||u’ — rp(u')| 12 (q) est Uerreur
d’interpolation de la solution exacte. Pour v € H?() alors ||u’ —rp(u/)||12(0) < Ch. D’autre
part K1 = 2. Dot le résultat demandé en prenant C' = CCs.

14) Suivons l'indication du texte. La conditions m;; > 0 est évidente. D’autre part pour v assez
grand, alors
7,0 <0

ce qui revient a la condition

2 ah VIh  ah?
V] < h 3 —v>v(V,h) 5 + :

Alors pouri £ leti#n—1,o0na

Pouri=1lona -3, my=—y<Betpouri=n—1lona—>  , my=—0<f Dans
ces conditions le systeme linéaire s’écrit

E mij’UJj = C;.
J

Par construction ¢; = b(p;) > 0 pour tout i, car f > 0 et la fonction p; est aussi positive ou
nulle. Soit Iindice 4 particulier tel que u; réalise le minimum de tous les u;. Alors

E mMij U = C; — E mij(uj — ui).
J J#i

Comme m;; <0 et que uj —u; > 0 pour ¢ # j, alors u; > 0. Le résultat est démontré.

1.6 Continuité en fonction des parametres

15) On notera que le résultat exprime un résultat de continuité par rapport a la forme bilinéaire.
Cela généralise donc le théoreme de Lax-Milgram 3.3.1.
Suivons l'indication du texte. On note de plus la forme bilinéaire avec des indices a =
ay,v,o pour mieux faire apparaitre les parametres du probleme. En effectuant la différence
de la formulation variationnelle a, v (uv,q,v) = b(v) et de la formulation variationnelle
Ay Vo 00 (U, Vi.ap» V) = D(v) on obtient

v, Vo, 0 (ea U) = (aV,Vo,ao - aV;V,Oé) (uV’V,av U) .

Prenons la fonction test v = e. Alors

1
Ay Vo0 (€, €) = 5 /Q (Vo — V] .(eVuy,o —uv,oVe)dz) dz

+ [ap — @] / uy ped.
Q

Pour un couple (V, ) proche de (Vp, ap) la fonction uy,, est bornée dans H{(£2). On a alors

Vi (€ €) < € (max |V (@) = Vo(@)| + | = ao]) lell @) uviall iy o)



< C (max|V (@) = Vo(@)] + o = aol) lellmy o).

La coercivité de a fait que R
v, Vo, 0 (676) 2 CVHeH%{&(Q)

En simplifiant on obtient

¢
lellmye) < = (max|V (@) = Vo(@)| + lo— ao]) .
Cv \ =

Cette inégalité exprime la continuité demandée.

16, non traité dans le sujet) A présent on se place pour simplifier en dimension un d’espace
02 =]0,1[, et on fire V et o = 0. On considére lapplication

V= Uy = Uy v,0- (1)
On suppose que u, admet une limite dans HE(Q)) pour v tendant vers 0

lu —ullgi@) — 0, v—0.

Montrer que fol f(z)dx = 0. Cette égalité est une condition de compatibilité nécessaire pour
avoir la continuité requise.
Ici V est fixe et v — 0. On part de

ay,v,0 (uy,v) = b(v), Yo e Hy(S),
c’est a dire

1
V/Vu,,.Vvdx—i—f/ (V.(wVu, —u, Vv)dx) dx:/fvdx.
Q 2 Ja Q

Comme |[u, — ul| g1 () — 0 et que v — 0T, alors en passant & la limite on trouve

%/Q(V.(UVU —uVov)dz)dr = /vadx, u € H(Q), Yve H(Q).

Or cela implique
/ (V.(wVu)dz) de = / fode, we€ HYQ), Yve Hy(Q)
Q Q
puis
VVu = Vu'(z) = f(z) presque partout.

En intégrant de 0 & 1, on trouve

1 1
V/o u'(x)dr =V (u(l) —u(0)) =0 = /0 f(z)de.

Probleme Il : Courbes brachistochrones (7 points)

I1.2 Conditions d’optimalité et résolution explicite

1) Si (@ + ew) ne s’annule pas sur Uintervalle [z1, 23],

a un sens et est intégrable sur lintervalle sur [z, zs]. Si U'inégalité n’était pas vérifiée, il
suffirait de prendre une fonction @ qui vaut @ + cw sur [x1,z2] et @ sur [0, 2] U [x2, a] pour
obtenir une fonction de V, 5 qui vérifie J(a) < J(a).




2) 11 suffit de faire tendre e vers 0 par valeurs négatives et positives pour obtenir le résultat
demandé.

3) Si u est de classe C2, on peut intégrer par parties le terme w’ () 2E (a(x), @ (). Comme w est
Oop

nulle en x1 et x5, on obtient

| ) (giw),u'(x)) -5 (aai(“(x)’“/(x))» drm 0 e il

1

d’ou
g—]:(ﬂ(x),ﬂ’(x)) - % <8F(ﬂ(w),ﬂ’(z))) =0 Vz € [r1,xs]

La seconde relation s’obtient en faisant tendre x1 vers 0 et xo vers a.

4) Soit g(z) = F(u(x), @ (x)) — a’(x)%—i(ﬂ(x),ﬂ'(m)). Alors

/ =t 8£ =9 8£ a7 8£ (5! 2 82F ! =9 827}7
9 (@) = U@ Gy + (@) G~ T @05 — @@ g~ T @ @) 5

oa(5-(5)-

D’ou g(x) = constante. En développant les calculs pour l'expression particuliere de F' on

trouve :
Vi+a? oo, a’ )
J— u fr—
2gu V2guN/1 + u'?

et le résultat demandé.
5) On a @ solution de
2X\%gu(z) (1 + " (z)) =1
avec 4(0) = 0 et u(a) = .
La paramétrisation proposée donne

dx B @ B . .,
i R(1 — cos(0)), 70 Rsin(f) et @'(x)

~ dydf sin(6)

T dfdr  1—cos(f)

En réinjectant ces expressions dans 1’équation différentielle, on obtient que la courbe donnée
dans I’énoncé est bien solution si on a la condition : R = 1/(4g\?).

6 = 0 donne bien la condition aux limites en 0. Il reste a vérifier la condition en = = a. Il
faut donc trouver 6 tel que a = R( —sin(f)) et b = R(1 — cos()).

L’étude de la fonction

0 — sin(0)

sur ]0, 27| montre qu’elle est strictement croissante, qu’elle tend vers 0 lorsque § — 07 et
vers 400 quant § — 2. Donc pour a et b strictement positifs, on trouve une unique valeur 6,

solution de h(0) = a/b, qui satisfait la condition en z = a. On obtient ensuite en remplagant :

6 — sin(@
A= 7( )
4a
Finalement, on peut calculer le temps de parcours de la particule en fonction de 6 (ce qui
n’était pas demandé dans 1’énoncé) :

T=J@ =9/ @)y



I1.3 Existence et unicité de la solution

6) L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

VP 822 + B2 > ya+ 63
d’ott le résultat immédiat. On a égalité si et seulement si (v — a) = 0 et («, 3) colinéaire &

(7,6), ce qui implique (e, 3) = (7,9).
Une manipulation algébrique élémentaire permet de trouver la seconde inégalité.

7) 11 suffit de faire le changement de variable demandé pour obtenir immédiatement I’expression
de I(¢). La condition d’optimalité (20) est aussi directement obtenue & partir de la condition
d’optimalité (18) de la question 4, avec C' = 1/(2g)\?).

8) l,(z) > lo(x) + p(z) est une conséquence directe de I'inégalité montrée & la question 6.

En intégrant on obtient I(¢) > I(®) + [’ p(x)dx. 11 faut donc montrer que [ p(z)dx = 0.

On tire de la condition d’optimalité (20) la relation lg = +/C/®2.
D’autre part on en tire aussi (4®2®’)" = —1/®, donc finalement on peut écrire

’

VOp = —(49%0') (@ — ) + (49°0') (¢ — @) = ((49°')(p — @)) ,
d’ou " )
dr = —=[(40%®") (¢ — ®)]" =0
| oleris = —= (s o - 0)];
grace aux conditions aux limites.

Montrons P'unicité. I(®) = I(y) = foa(lg, —lp — p) = 0. La quantité sous l'intégrale est
continue et positive d’apres la question 6. Elle est donc nulle sur [0, a].



