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1 Probleme 1 (12 points)

Les quatre premieéres questions sont essentiellement des questions de cours.

1.

3.1

On sait que ¢ € Hi(Q) vérifie —A¢r = A\p¢r. En appliquant le Théoreme 1, on en déduit que
o1 € H3(2), puis par récurrence, que ¢, € HP(£2), Vp > 0. Il en est de méme de toutes ses dérivées
(car si u € HP, alors toute dérivée a-ieme est dans HP~1®l pour tout multiindice o tel que |a| < p).
Or pour p > d/2 ou d est la dimension de I'espace, HP(Q2) C C°(Q2), ce qui montre que toutes les
dérivées de ¢ sont continues, c’est-a-dire que ¢p € C>(Q). Enfin, par simple application de la
formule de Green on a :

Ak:)\k/qﬁ%dx:—/Agbkmdx:/ |Vor|? de.
Q Q Q

. La fonction g est de classe C' et vérifie

t
Vi >0, ¢g'(t) = exp <—/ b(s) ds) (f'(t) = b(t)f(t)) <O0.
0
On en déduit que g est décroissante, ce qui implique que

vt >0, g(t) < g(0) = f(0),

ce qui est 'inégalité demandée.

C’est classique. On pose V = H}(Q), et L(v) = fQ fvdx. La formulation variationnelle du probleme
s’écrit :

Trouver u € V tel que Yv € V, on ait a(u,v) = L(v).

Elle admet une unique solution @ € H}(Q) par application du théoréme de Lax-Milgram (ou de
Riesz ici).

3.2 — D’apres le cours, la formulation variationnelle du probléeme s’écrit :

Trouver u € C(0,T; H) N L?(0,T;V) tel que Vv € V on ait

a ), u(t, x)v(x) de + a(u(t,-),v(:)) = 5 f@)v(x) de

olt la dérivée en temps s’entend au sens faible, V = H () et H = L%(2). On est alors dans les
hypotheses du théoreme 8.2.3 du poly et cette formulation variationnelle admet donc une unique
solution telle que u(0,z) = ugp(z) p.p..

— En soustrayant la formulation variationnelle de la question précédente, on trouve, en posant
w=u—1u:

@l w(t, z)v(z) dz + a(w(t,-),v(-)) =0,



5.1

ce qui, en posant w(t,x) = Y, .y wk(t)Px(x) et en prenant v = ¢ donne directement :

% + Apwy = 0, soit wy(t) = wi(0) exp(—Axt).

On a alors

lw(t, )|z = Zwk Zw’f exp(—2At)
< Zwk Zexp(—2A1t) = exp(—2\t) Zwk,
ce qui signifie que

[lw(t, )Lz < [[w(0, )Lz exp(=Art)

ou encore que u(t,-) converge exponentiellement vite (dans L?) vers i .

. On multiplie I’équation par u(t,-) et on integre sur Q. On suppose que u € C%([0,7] x Q) (pour

pouvoir en particulier utiliser la formule de Green) :

1d

—— [ WP(t,x)de + | |Vu*dx = u(t)/ u?(t, x) de.
2 dt o

Q

En utilisant le fait que les solutions vérifient ||u(t, )|z = 1 V¢, on trouve (8). On décompose ensuite

u = Zk ak(t)d)k avec Zk ak(t)z = ||u(t7)”%2 = 1. Comme (f)%) est une base hilbertienne de

H(2) pour le produit scalaire af(-,-), on a

pt) = a(ult,-),ult,-))
_ o Ok
- (S S )
= Z)\kak (11)
> Alzak(t)2 (1.2)
%

= A\

Comme Yk > 2, A\, > Ay, I'inégalité (1.2) est stricte sauf si ax () = 0 pour tout & > 2. On a alors
aq (t) = %1 ce qui signifie que u(t, ) = tuy.

Pour montrer que p(t) décroit, on multiplie ’équation par — et on intégre sur 2. On obtient alors

ot
o\’ 1d 9 () d 9 B
/Q(at) dx —1-5%/ [Vul (t,x)dm—T%/ﬂu (t,x)dz =0,

ce qui signifie que
2
d—'u = -2 / @ dx <0.
dt o \ ot

. Construction de solutions particuliéres.

L’existence et 1'unicité d’une solution wu(t,z) = Z]kvzl ag(t)dr(x) dans En sont equivalents a exis-
tence et I'unicité d’une solution au systeme différentiel sur les coefficients ay

%O{k( t) + Apag(t) = Mu(t))oy(t) Ve € {1,--- N},

avec A(u(t)) = [, [Vul*dz = S @2 (t) dapres (1.1) et ag(0) = of. En rééerivant le systeme
sous la forme

N
d
aak ): (;)‘kai )\k> Oék(t) vk € {15 7N}a



5.2

6.1

on a un systeme différentiel (en posant o = (g, -+ ,an)) du type

da
E:Fa)7
a(0) =aY,

ou F : RN — RY est de classe C*®. Le théoreme de Cauchy-Lipschitz assure I'existence et 1'unicité
d’une solution maximale de classe C* sur un intervalle de temps [0,7*[. Le théoreme des bouts
stipule que si T* # 400 alors lim;_, 7+ ||a(t)|| = +00. Mais le calcul suggéré dans I’énoncé montre

que
N
() (5m) (-
=1 i

ce qui donne (25:1 ai(t) — 1) = (Zg:l az(0) — 1) exp (2 f(f Au(s)) ds) =0, car vazl a?(0) =
. . N 2 2 , .

[[uP|]2, = 1. Ainsi ;" a?(t) = |Ju(t,")||22 = 1 et « reste borné. La solution est donc globale

(T = 400). La solution construite est alors une combinaison linéaire & coefficients C> de fonctions

C>(Q) (d’apres la question 1.), c’est-a-dire que u € C*([0, +00[x Q).

N =

Comme u € C*°(]0, +00[x£2), le méme calcul que celui fait en question 4. montre que A(u(t)) décroit.
Comme c’est une fonction positive, elle converge et on appelle \* sa limite lorsque ¢ tend vers +oo.
On sait par ailleurs d’apres la question 4. que A(u(t)) > A1, Vt > 0, ce qui donne A* > A;. Enfin,
I’équation sur oy donne

Loty = (Ault) - A)aa(t) (1.3)

dt
> (A= Aau(t),
d’ott 'on déduit (en utilisant le lemme de Gronwall) que a1(t) > a1(0) exp((A* — A1)t) qui tend
vers +00 si A* # A; (car a1(0) > 0). La contradiction vient du fait que a; reste borné pour tout
temps (car ZZI\; a? =1) et ainsi \* = lim;_, 1o A(t) = Ap.
Enfin, en intégrant (1.3), on obtient

ar(t) = a1(0) exp (/Ut Au(s)) = At ds>

est une fonction croissante du temps (car A(u(s)) > A1, Vs > 0). Les autres composantes ay, pour
k > 1 vérifient de méme

ax(t) = o (0) exp ( / Au(s) — A ds)

qui tend vers 0 lorsque ¢ tend vers +o0o en vertu de la simplicité de A;. Comme Zszl ai(t)=1on
en déduit que «q(t) converge vers 1 lorsque ¢ tend vers +oo.

. Construction de solutions dans le cas général.

On décompose ug dans la base hilbertienne ¢y, : ug = >, al ¢y, et Pon sait que la série converge

N
w

dans H{}, et d’aprés Phypothese que af > 0. On pose alors w = Eszl AV et u) = Tl

w L2

a un sens puisque le dénominateur n’est jamais nul (car [, w™ (z)ui(z) # 0). Ainsi, u{’ satisfait

qui

0
les deux premiéres propri¢tés. La troisitme provient du fait que [, uf (z)ui(z) dz = Hw?]ﬁ >
L

0 et la quatrieme de ce que (wN )N>1 converge dans H& vers ug et donc aussi dans L2. Ainsi
limy_ 4o ||[wV]||z2 = 1 et par division de limites on a le résultat. Enfin, la derniére propriété

N
demandée provient du fait que \(ul’) = ||)1\U(;5||2) et que le numérateur et le dénominateur de cette
L2

fraction sont des termes généraux de deux suites convergentes.



6.2

6.3

En soustrayant les deux équations satisfaites par u” et u™, on obtient
19, M N M Ny, N My, M
§a(u —u") = Auw” —u™) = AMuMH)u" = Aw")u
AuN) + A(uM) ulV +uM
= AP N M) 4 (@) - At

On multiplie par (u — u™) et on intégre sur . En remarquant que le dernier terme vérifie

) = 2@ @ = ) = ) A~ [ ) =0
o L L

2
(car pour tout temps ¢, ||[u® (t)||z2 = [[uM (t)||2 = 1 d’apres la question 5.1), on obtient
1d Au) + A(uM
§d—/(uN —u™M)? dx—i—/ IV(u —uM) 2 de = M/(ujv —uM)?dg. (1.4)
t Jo Q 2 Q

On déduit de cette égalité I'inégalité (car A(uN) et A(u) sont décroissantes) :

d

— [ W —uM)?de < C/(UN —uM)?dz (1.5)
dt Jq

Q
avec C = A\(u™)(0) + A\(u™)(0) par exemple. En utilisant le lemme de Gronwall, on obtient alors

vt € [0,T], /

(u™ (t,x) — u™(t,x))? dz < exp(CT) / (uN(0,2) —uM(0,2))* dz
Q

Q

qui répond & la question avec €7 = exp(CT). La deuxiéme estimation s’obtient en intégrant
I'inégalité (1.4) sur [0,T]. On arrive &

1 N M 2 1 N M 2
f/Q(u (t,x) —u™ (t,x)) dxfi/g(u (0,2) —u™(0,2))*dx +

2
T T
/ /\V(uN(t,x)—uM(t,:v))|2dmdt _ / M/M—W)dedt
0o Ja 0 2 Q

< 012C’T /Q(UN(O,x) —uM(0,2))? dx

d’ou 'on déduit

/T/ V(W () M ) e < ST [ @ 0,0) - 0,00
0 Q Q

Ci1CT+1
2

En prenant Cy = on a la réponse a la question.

Comme (ul’) converge dans L? d’apreés la quesiton 6.1, elle est de Cauchy dans L2 La ques-

tion précédente montre précisément que la suite (u” (¢,z)) est de Cauchy dans C°(0,T; L*(Q)) N
L2(0,T; H(Q)) qui est un espace complet. Elle converge donc dans cet espace, on appelle u™ sa
limite.

En conséquence, on a convergence de (u¥)y vers u™ pour la norme de L2(0,T; Hi(f)), ce qui
signifie que (||Vu™ (-, z)||2,) converge dans L'(0,T) ou encore que (A(u”)) converge vers A\(u™)
dans L'(0,T). La fonction A* est alors une fonction décroissante du temps comme limite d’une
suite de fonctions décroissantes en temps. De la méme facon, la convergence dans C°(0,7T; L?(Q2))
donne

sup |[[uN(t,-) —u>(")||z2 — 0 quand N — 400
t€[0,T)

et comme |[uN(t,-)||z2 = 1, V¢, on a bien |[u™(t,-)||z2 =1, V0 <t < T.



6.4 On sait que pour tout N > 1, u” vérifie
V¢ € Hy(2), vt € [0,T],
t
Yoo do+ [ a(5)0)ds = [ o
0

(0,2) = ud (). ’

(0,z)p(x) dx + /0 Mu(s)) /Q u® (s, x)p(z) dx ds

(1.6)
pour tout ¢ € HE (). On va passer a la limite dans chacun des termes. Les deux premiers termes
sont faciles. (u)xn converge vers u® dans C°(0,T; L*(Q)) on a donc

YO<t<T, / ulN(t, z)p(z)de — | u®(t,z)o(x)dx.

Q Q

En particulier, pour la donnée initiale, on a u®(0) = ug. De méme (u¥)y converge vers u* dans
L?(0,T; H()) implique que

VI'>t>0, /Oa(uN(s),¢)ds—>/0 a(u™(s), ¢)ds.

Il reste & faire passer le dernier terme & la limite. Mais
AuM(-)) = Mu™(-)) dans L*(0,T)

et

/ N (. a)b(x) do — / 2) dz dans C°(0, T)

donnent que
MuN () /Q ulN (-, ) () dr — Mu™(-)) /Q u™ (-, 2)¢(x) de dans L'(0,T)
et le résultat.

2 Probléme 2 (8 points)

1. On sait, puisque = € X et d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz

¢ dx dx
Ta(r)——(r)dr| < ||7z(")||r20.0l 5 |22,
/0 7 L2(0,¢) dt L2(0,t)

IN

|| (T )||L2(R+)|| ||L2(R+)

que tz(t)9(t) € L*(R*). Mais par intégration par parties

| e G == [ e Gerar = [ s+t
ce qui donne , \
tx2(t):2/0 ra(r )Zf( )dT+/0 22(r) dr . (2.7)

Le membre de droite converge lorsque t tend vers +oo et ainsi tz%(t) a une limite finie lorsque ¢
tend vers +oo. Cette limite ne peut qu’étre nulle puisque par hypothese (x € X), t222(t) € L*(R™).



X

2. Comme tz(t) et 717 sont tous les deux dans L?(R™") par hypothese, I'intégrale proposée est finie. On
a alors

oo /4 2 oo /4 2 too g +oo
/ Y @ = / &t dt— 2/ T / 222 (t) dt

T fdr 2 Hoo
= / <+tx) dt+/ (1 —t*)z2(t) dt
0 dt 0

+oo
/ (1= 2)22(t) dt.

Y

(On a utilisé (2.7) en faisant tendre ¢ vers 4+00.)

3. Soit @ > 0 et y € X. On pose z(t) = y () dans I'inégalité précédente. On a alors 92 (1) = 1 9v (1),

a t \a
On fait enfin le changement de variable 7 = ¢/a. On obtient

/;OO (Z)Q (t)dt — /0+Oo(1 —tH2?(t)dt = /OJFOo a% (f;:)z <Z> dt — /0+Oo(1 — t%)y? (Z) dt

/0+°° 2 (?Z)Q (7) dr = /O+OO(1 — (a7)*)y* (1) adr

> 0

d’aprés (11). Cette derniére inégalité se réécrit en

/(:00 (‘5;)2 (1) dr — a? /;OO y? (1) dr + a* /;OO m2y* (1) dr > 0 (2:8)

4. L’expression (2.8) est un polytnéme du second degré en a? qui est toujours positif. Le discriminant

A est donc négatif ou nul. Or
+oo +o0 2
—4 (/ 2% (1) dT) (/ <dy> (1) d7'> <0.

A= (/;Doy?(f) dr>2

Ce qui donne(12) avec C' = 2.

won L(z +¢ch,\) = /;00 (d(z;;eh))Q dt + A Uo+w(t2 — 1)(x +h)?(t) dt + 1]

d’ou

_ L(z+eh,N)— Lz, \) /+°° dz dh /+°° )
lim - =2 g @t (- Dalvh)de

6. Si x est une solution de (13,14), on sait d’apres le cours (voir Remarque 10.2.10) que z vérifie

oL

A\) =
8,0(1.? ) 07

c’est-a-dire, d’apres la question précédente

“+o0 +oo
Vh € C5°(RT), / %% dt + A/ (t* — Da(t)h(t)dt = 0. (2.9)
0 0

En prenant h telle que h(0) = 0 et en intégrant le premier terme par parties, on obtient

+oo 2
Vh € C°(RT) tel que h(0) = 0, / (—‘fitf + At — 1)x(t)> h(t)dt =0,
0



ce qui signifie que = vérifie (15). Enfin, en reprenant I'intégration par parties de (2.9) mais en ne
supposant plus que h(0) = 0, on obtient

T Foo 2z T
vh € G ), ~ 2 (0)h(0) +/0 (—‘éﬁ A - 1)x(t)) eyt =~ 2 (0)h(0) = 0,

puisque z vérifie (15). La valeur de h(0) pouvant étre arbitraire, on obtient (16).

. Ona
dQ.Z‘O 2 2 t2
wr Wu4<“4+t>“p(‘z))

= (tQ - 1).1‘0 5

et ainsi xg vérifie (15) pour A = 1. De plus, x est paire et vérifie donc (16). Enfin,

/Jm(t2 —Dzit)dt = 4 /+OO (t* exp(—t®) — exp(—t?)) dt
0 ’ Vv Jo
:4<ﬁ_ﬁ>

Vr\ 4 2
= —1.
. En utilisant les donnéees de 1’énoncé, on a
feo 4 [ 2
z5(t)dt = —/ exp(—t“) dt = 2
/0 ’ v Jo
+oo 5 o 4 +oo ) )
texg(t)dt = —/ t“exp(—t)dt =1,
/0 ’ Vv Jo
et
+oo dﬂ;‘o 2 Foo d2(E0
— ) (t)ydt = -— t t)dt
| Gro | G
+oo
_ / (1 = 2)ao(t)zo(t) dt
0
= 1

car xg vérifie (15) avec A = 1. En utilisant ces valeurs, on trouve que o vérifie (12) avec C' = 2.
Ainsi, C = 2 est la meilleure constante possible pour (12).



