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On considére les ensembles
Q={zeR*|1<|z| <2} et I, ={zeR?||z|=r1},

ot |z| désigne la norme euclidienne du vecteur x € R? et 7 > 0. La forme de I'ouvert  incite &
travailler en coordonnées polaires.
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Pour tout k € Z, on pose

1 .
VO e R, er(0)= etk?,
On rappelle les propriétés suivantes :

1. soit 0 < r < +oo. Toute fonction g € L?(T,) peut s’écrire de maniére unique sous la forme
d’une série de Fourier :
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la convergence de la série ci-dessus ayant lieu dans L(T,.), et on a
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2. toute fonction ¢ € C°°(Q) peut se décomposer de maniére unique sous la forme
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ol la série ci-dessus converge uniformément sur €2, et on a
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3. le gradient de ¢ au point de coordonnées polaires (r,6) s’écrit

Vo(r,0) = 22(r.0)e,(0) + -0 1, 0)e,(0),

oil e,(0) et ep() sont les vecteurs de R? dont les coordonnées cartésiennes sont respecti-
vement (cosf,sinf) et (—sinf, cosf);

4. le Laplacien de ¢ au point de coordonnées polaires (r, ) est donné par

920 19¢ 1 0%¢

A(r,0) = 55 (r,0) + — o (1 0) + 5 555 (. 0).

Probléme 1 : différences finies (10 points)

Soit 0 < T < 400, et ug : & — R une fonction réguliére s’annulant sur les bords I'; et I'y de
I'ouvert Q. On considére le probléme consistant & chercher une fonction réguliére u : 2x[0,7] — R
vérifiant

% = Au dans Qx]0,T7;
U = Ug sur Q X {0}7 (2)

u=0 sur 092 x[0,T].

Comme annoncé précédemment, on travaillera en coordonnées polaires. On considérera que la
variable (r,6) prend ses valeurs dans [1,2] x R et que la fonction (r,0,t) — u(r,0,t) est C™ et
2m-périodique en 6. Pour N € N*, J € N* et K € N*, on pose

T 1 2
At=—, Ar=——, Af=—, t,=nA =14 jA =I[A
t N TS 0 7 tn = nAt, r; +jAr, 6 =1A0,

et on note ugb ; une approximation de u(rj, 6;,t,). On considére le schéma aux différences finies
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Question 1. Ce schéma est-il implicite ou explicite ? Préciser comment prendre en compte la
condition initiale, les conditions limites, et la condition de périodicité en 6.
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Question 2. Ce schéma est-il consistant avec I’équation i Awu et si oui, quel est son ordre ?

Question 3. Pour tout 0 < n < N et tout 1 < j < J, on note u? la fonction de R dans R
continue par morceaux et 2mw-périodique définie par

VO<I<L—1, VOe[2r(l—1/2)A0,2x(l+1/2)A0], w}(6) =ul}.

On note (@ i kez les coefficients de Fourier de la fonction u? et, pour k fixé, on regroupe les
coefficients de Fourier (7, )i1<j<s dans un vecteur [7,? € C’/. En récrivant le schéma (3) a
l’aide des fonctions u?(@) en décomposant en séries de Fourier, et en observant que u7 ( + h)

eikh ﬁ” '.» montrer que pour tout k € 7, il existe une matrice My, dont on exprimera les coefﬁClents

en fonctlon de At, Ar, Af, (rj)i<j<s et k, telle que

VO<n<N-1, UM =M



Question 4. On suppose que les paramétres At, Ar et Af sont choisis tels que ||[Mg||2 < 1 pour
tout k € Z, ot | - ||2 désigne la norme matricielle sur C’/*” subordonnée & la norme euclidienne
sur C7 (cf. poly, Définition 13.1.1). Montrer que

V0 <n <N, ZATZAG\UN|2<ZATZA9\UOrj,el ,
Jj=1 7j=1

et commenter ce résultat.

Probléme 2 : espaces de Sobolev et formulations variationnelles (10 points)

On reprend les notations définies page 1 et on pose en outre
V={ue H(Q)|ulr, =0},
ol u|r, est la trace de la fonction u sur I';.

Question 1. Soit ¢ € C*°(Q). Montrer que

kum—Z/ Pl ()P + K2y (r)[?) dr,

keZ
ou les fonctions ¢ sont définies par (1).
Question 2. Soit f € C'([1,2],C) telle que f(1) = 0. Montrer que

1/2
vr e [1,2], </ |f(t |2dt) ,

puis que 2
/r!f( Pdr< / r|f ()2 dr.
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En déduire qu’il existe une constante Cq € R telle que pour tout ¢ € C*(Q) NV,
19ll22(0) < CallVell L2
En admettant que C*°(Q) NV est dense dans V' (muni de la norme H'(Q2)), montrer que
eV, [l < CallVolim

Question 3. On considére le probléme aux limites consistant &

chercher v € V tel que
—Awu = 0 au sens faible dans Q et w = 1 sur I's.

Montrer que ug(r, ) = In(r)/In(2) est 'unique solution de (4).
Question 4. Soit f € L?(€2). On considére le probléme variationnel consistant &

chercher u € V tel que

Yv eV, /VU-VU—i—/ uv:/fq)_ (5)
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Montrer que le probléme (5) est bien posé. Quel est le probléme aux limites vérifié par la solution
u de ce probléme ?

Question 5. Pour a € R, on pose fq(r,0) = (ar + 1)sin?(6). Pour quelle(s) valeur(s) du
paramétre «, le probléme variationnel consistant &

chercher u € H'(2) tel que
Yo e H'(Q /vu Vv—/fa (6)

a-t-il au moins une solution ? Cette solution est-elle unique ?



