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IMPORTANT: Priére d’indiquer votre numéro de groupe de PC sur votre
copie.

Probléme (14 points). Soit € un domaine borné régulier et connexe de
RY et Q) un sous-domaine borné régulier connexe strictement inclus dans
Q (c’est-a-dire que ; C Q). Dans tout le probléme, H}(Q) est muni du
produit scalaire

(u,v) :/Vu‘Vvd:c,
0

et Uon note [Jul|gz = /(u,u) la norme associée. Soit f € L*(Q).
On considére pour tout £ > 0 le probléme
Trouver u. € H}(Q), tel que Vv € H} (),
1
Vug-VvdaH——/ Vug-Vvdx:/fvdx. (1)
Q €Joy Q
1. Montrer que le probléme (1) a une unique solution.
En supposant que la restriction a €\ €; (resp. & €2;) de la solution u.
de (1) est dans H?(Q\ 1) (resp. H?(Q4)) quel probléme aux limites
vérifie-t-elle sur 27
Montrer également que u. est 'unique solution du probléme de min-
imisation
min J.(u),
ueHL ()

ot J.(u /|Vu|2dx—|— — |Vu|2 dx—/fudx.
Q

2. Montrer qu’il existe deux constantes C'; > 0 et C5 > 0 indépendantes
de € telles que

/ \Vu|*dr < O et IVu|*dr < Coe.
Q 1951



Soit V' I'espace défini par
V = {u € Hy() tel que u|q, est constante} .
On consideére également le probléme
Trouver wugy €V, tel que Vv € V,
/VUQ-Vvdx:/fvdx. (2)
Q Q

3. Montrer que V est un sous espace fermé de H}(Q2) et en déduire que le
probléme (2) admet une unique solution.

4. Montrer que
YoeV, /V(us—uo)-Vvdxzo, (3)
Q

et en déduire que
[uel[mg = [luollmy -

5. En utilisant (3), montrer que
|ue — UOHiIOl = ig‘f/ |ue — U||3{01 ;
c’est-a-dire que ug est la projection sur V' de u. pour la norme H{(£2)

6. On note V=* I'orthogonal & V dans H}(£2) pour le produit scalaire (-, -).
Montrer que si v € V* est tel que |[v]} = / |Vu|* dz = 0 alors v = 0.
1951
En déduire que | - |y est une norme sur V+.

7. En admettant que ||y défini ci-dessus est une norme sur V+ équivalente
a la norme Hg(2), montrer qu'il existe C' > 0 indépendante de ¢ telle
que

||ue = uol|my < CVe,
et en conclure que u. converge dans H'() vers ug lorsque ¢ tend vers
0.

Exercice (6 points). On considére I’équation d’advection posée sur R x Rt

ou  Ou N
E—i—c%—Opour (z,t) e RxR
u(x,0) = uo(z),

(4)



dans laquelle le signe de la vitesse ¢ n’est pas prescrit. On discrétise (4) par
le schéma

n+l

U uj Uiy, — Uy uj —ui
R RIS T ) S e et R
A T (0 Aot (1-0) N ) 0,

dans lequel At et Az sont les pas de temps temporel et spatial, § € [0, 1] est
un parametre qui ne dépend pas de At ni de Az et u est une approximation
de u(nAt, jAz) pour k € Z et n € N*. On supposera dans toute la suite que

A = ¢c—— est constant.
Az

1. Etudier la stabilité L? de ce schéma.

2. Prouver un résultat de convergence du schéma vers la solution de
I’équation d’advection.



