Mini-Projet d’analyse numérique du cours MAP
431 : homogénéisation de I’équation de la chaleur

Sujet proposé par Antoine Hocquet : antoine.hocquet@cmap.polytechnique. fr

L’équation de la chaleur dans un carré D = [0,1]? de conductivité ther-
mique inhomogene A(z), avec conditions nulles au bord, s’écrit

{—div (A(z)Vu) = f, dans D (1)

Ulpp = 07

ou u est 'inconnue , f est la source. Si 'on suppose de plus que A est D-
périodique i.e. A(z £ (1,0)) = A(x) et A(x £ (0,1)) = A(x), alors on peut
“dézoomer (1) en prenant un paramétre e > 0 petit et en considérant le
nouveau probléme

{—div (A(%)Vus) = f, dans D 2)

U|3D =0.
Si u€ converge vers une fonction u, il semble que u* soit solution d’une

équation du type (1), mais la question intéressante est de savoir quelle sera
la conductivité A* de I’équation limite.

Notation. FEtant donnée une fonction v, on notera < v > la valeur moyenne
de v i.e.

1
<w >—/ v(x)de.
0

On notera, pour € > 0, a. = a(3).

1 Préliminaires

1. Montrer que pour toute fonction périodique a € L*°([0, 1]), on a conver-
gence faible de a. vers sa moyenne, dans le sens suivant : pour toute
ve LY([0,1]) :

1 1
/ a(f)v(aj)dx — <a>v(x)dr.
0 € e—0 0

On pourra commencer par prouver ce résulat sur des fonctions v constantes
par morceaux.



2. Trouver un contre-exemple montrant que la limite faible d’un produit
de fonctions n’est en général pas le produit des limites faibles. On
définit la convergence faible d’une suite de fonctions (f,) dans LP,
1 <p< oo, par:

fostevgel [ fg [ 1

ou p est tel que - +

faible*...).

S

1% = 1 (il s’agit en réalité de la convergence

2 Etude numérique de la dimension 1

Soit une application a € L?([0,1]) périodique telle qu’il existe deux
constantes 0 < m < M < oo vérifiant pour presque tout x :

m<alx) <M.

Soit également f dans L?([0,1]). Le probléme en dimension 1 s’écrit pour
e>0:
Cdx dz

1. Donner une formulation variationnelle du probléme. Prouver l'exis-
tence et 'unicité de la solution u€.

d <a€due> ~ Fewr [0,1], u(0) = us(1) = 0. (3)

2. Montrer que la solution u€ est I'unique minimiseur dans Hg([0,1]) de
la fonctionnelle :

1/t du|? 1
Pt =g || )] = [ 0
. : 1 . o
3. Soit N € N, et soit Az = N1 Considérons ’approximation aux

différences finies :

—a((J + DAz)uj + [ac(( +1)A2) + ac((j — DAZ)Juf — ac((j — 1Az)uf_,

(Az)?
= f(GAz) (4)

pour 7 =1,..., N, avec les conditions au bord
ug =ujy, 1 =0.
Montrer que I'on obtient un systéme matriciel du type
AU =F.

Comment les conditions au bord sont-elles prises en compte ?



4.

Sous Scilab, écrire un programme
u = chaleur(eps,N)

résolvant le systéme précédent en fonction de NV et de la variable €. On
utilisera comme données :

f=1
et

: 1
a(x):{ZO si0<z<}

1 sig<a<l.
Tracer sur un graphe les solutions obtenues pour € = 1/10,1/100. Que
se passe-t-il si € > Ax?

On pose désormais Az = €. En utilisant les mémes données que pré-
cédemment, notons % et u* les solutions respectives de

et

Déterminer numériquement les valeurs approchées de ||a — u€||z2 et
|u* — uf|| 2. On pourra tracer les erreurs sur un graphe quand € — 0.
Que constate-t-on ?

3 Analyse asymptotique en dimension 1

Comme le suggére la section précédente, la conductivité de 1’équation
limite n’est pas la limite faible de la conductivité, soit la valeur moyenne de
a, mais plutét la moyenne harmonique de a. Nous allons le démontrer dans
cette section.

1.

Montrer que la famille (u€)cgjo,1] est bornée dans H{([0,1]), uniformé-
ment par rapport a e.

Montrer en utilisant un résulat de compacité qu'il existe u* € Hg ([0, 1]),
€

telle qu’a extraction prés, u¢ — u fortement dans L? et — u* fai-

blement dans L2.

T

3. Montrer que a.u¢ —< a > u* dans L%(]0,1]) faible.

4. Montrer qu’il existe une suite de réels c. bornée telle que 'on ait :

—as(az)%uE = /Ox f(z)dz +c. .



5. Montrer que la limite u* est solution de I’équation

a1 )
dz <é>dx S

6. Montrer que la moyenne harmonique é est égale & la moyenne < a >

si et seulement si a est constante presque partout.

4 (Cas de la dimension 2

On étudie ici le cas d’'un matériau laminé, c’est a dire un matériau dont
la conductivité ne présente une hétérogénéité que dans une certaine direction
x1. Cela signifie que A(x1,x2) ne dépend en réalité que de la variable z1. On
étudie alors le probléme suivant :

—div <<“6(§1) 0 )> v@f(xl,:m)) = f dans D, (5)

ae(z1
avec conditions au bord de type Dirichlet homogéne, ou a, a. sont définies
comme précédemment. La fonction f est toujours dans L?(D).

1. Ecrire le probléme variationnel correspondant & (5). Montrer 'existence
et 'unicité de la solution u®.

2. En prenant les données :

f=1

20 si0<mz <1
a(l'l)_{ MUSTL=5

et

1 sig<a <1,

Sous Freefem++, écrire un script pour résoudre le probléme (5) avec
des éléments finis de type P;. Tester ce script avec différentes valeurs
de e.

3. Comparer u‘ avec u* 'unique solution du probléme (avec conditions
de Dirichlet homogeénes) :

1
—div <<<¢1z> 0 )Vu*(xl,xg)) =f dans D. (6)

0 <a>

4. Justifier, en reprenant les arguments utilisés pour la dimension 1, que
u® converge a sous-suite prés vers une fonction @ dans L?(D) fort. On
peut montrer, comme dans le cas de la dimension 1, que

ouf 1 Ou
a€ —\ 1 —_
Ory < 2>0m

dans L?(D) faible.

out  Ov°
Trouver des fonctions v¢ et v telles que ae— =
9 0xo

conclure que @ est égal a u*, la solution de (6).

et v¢ — v. En




5. Comparer uf et u* dans le cas ou € = 1/100, avec les valeurs Az =
1/100 et Az = 1/500. Qu’observe-t-on ?



