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sujet proposé par Alexandre Ern et Olivier Pantz

Le sujet se compose de deux problémes indépendants. Il comporte huit pages en tout. Chaque
probléme est a rédiger sur des copies de couleurs distinctes, rose pour le probléme 1 et verte pour
le probléme 2. II n’est pas nécessaire de tout faire pour obtenir la note maximale.

Probléme 1 (copies roses, 10 points)
Vibrations d’un tambour non homogene

Partie A : Formulation du modele

On considére un tambour dont la membrane occupe un ouvert borné régulier connexe 2 de R2.
Afin d’accorder le tambour, on propose d’appliquer un ”patch” sur un ouvert régulier 2, de €.
On note Q, = Q\ Q, la partie non modifiée du tambour.

Q=Q, Uy

FIGURE 1 — Domaine 2 occupé par le tambour et patch §2,

L’application du patch a pour conséquence de modifier la densité de la membrane du tambour
ainsi que sa rigidité. On note p,, pp € R} les densités respectives de Q, et Q et kq, ky € RY leur
rigidité. Par ailleurs, la membrane du tambour est supposée encastrée sur son bord. On désigne
par u le déplacement vertical de la membrane, solution de I’équation des ondes suivante :

Pa 62&'3“ — ksAujg, =0 dans Q, x R}

pbag% — kbAU,‘Qb =0 dans Qb X R:‘

U0, = U|Q, sur I' x Rt

g Oues _ g OUe, + (1)
a "o = ko 5n" sur ' x R

u=0 sur 90 x Rf

u(z,0) = Up(x) dans Q

%u(z,0) = Uy () dans Q.

oll u|q, et ujq, désignent respectivement la restriction de u a Qg et Qp, I' = 9Q, MO, est I'interface
entre les deux zones du tambour et n est la normale unité extérieure a €2;. De plus, on suppose
que le déplacement initial Uy appartient & HE () et que la vitesse initiale U; appartient & L?(€).



Pour toutes les questions (& 'exception de la premiere), on supposera que 2, et €, sont de mesure
non nulle.

1. On considére pour cette question le cas ou €2, est vide (autrement dit, les densité et rigidité
du tambour sont constantes égales a p, et k,). Déterminer la formulation variationnelle
associée au probléme (1) et montrer en appliquant un résultat du cours qu’elle admet une
solution unique dans des espaces a préciser.

2. On considere dorénavant le cas ou §2; est non vide et on définit les fonctions constantes par
morceaux sur ) suivantes

| ke sixzeQ,, | pa sixz €,
k(x)_{kb siz €y, p(w)—{pb siz € Q. (2)

Déterminer la formulation variationnelle associée dans ce cas au probleme (1) et montrer
qu’elle admet une solution unique dans des espaces & préciser.

3. Les valeurs propres et modes propres (A;, u;);>1 du tambour sont les solutions du probleme

—kaAuijg, = Nipatijg, dans Q,
—kbAui‘Qb = )‘ipbui\ﬂb dans Qb

Uj|Q, = Ui|Q, 5 sur I' (3)
Ou; u;
Q4 _ 192,
ko—5* = kv—sp, sur I
u=0 sur 012,

oll uj|q, et ujg, sont respectivement les restrictions de u; a €2, et 2. En appliquant un
résultat du cours, montrer qu’il existe une famille modes et valeurs propres (u;, A;);>1 telle
que (u;);>1 forme une base hilbertienne de L?(Q) pour le produit scalaire

(u,u)p:/puvd;v,
Q

tandis que (\;);>1 est une suite croissante de réels positifs qui tend vers l'infini.

4. Exprimer la solution u de 1’équation (1) en fonction de la décomposition des conditions
initiales Uy et Uy sur la base de modes propres obtenue.

5. On souhaite déterminer I'influence de 'application du patch sur la note associée a la plus
petite valeur propre du tambour, appelée note fondamentale. Dans la suite, on considere que
les valeurs de k, et p, sont fixés et que kj et pp dépendent de parametres de contraste r et
s de sorte que

ky = rky et pp = spg.

On notera wu;(r, s) et A;(r, s) les solutions de (3) associées & un contraste donné et on notera
par ailleurs k(r) et p(s) la rigidité et la densité de la membrane, constantes par morceaux,
données par (2).

a) Quelle est I'influence du patch sur la note fondamentale si s =1et r > 17

b) Quelle est I'influence du patch sur la note fondamentale si s > 1 et r =17

Partie B : Patch de tres forte rigidité

Dans les questions qui suivent, on va étudier 'influence d’'un patch augmentant tres fortement la
rigidité de la membrane sans en modifier la densité.

6. Montrer que Ai(r, 1) est convergent lorsque » — oo. On notera A* sa limite.



10.
11.

Montrer qu'’il existe une suite (ry,),>0 de réels strictement positifs tendant vers U'infini telle
que uy(ry, 1) soit convergente dans L?(€2). On notera u* sa limite. Déterminer [, po|u*|? da.

Montrer que pour tout r,, et r, dans R}, tels que r,, <rp,, on a

2
/ k(rm) ‘Vul(rm, 1) 2— Vui(rp, 1) ‘ i
Q

MDY
Q

On pourra a cet effet utiliser 1’égalité de la médiane

O (At 1 U
2 | 2

Uy (’I"m, 1) + up (rpv 1)

2
5 dx.

a+b
2

Va, b € R

Montrer que la suite uq(ry,, 1) est convergente dans H} ().

Montrer que Vu* = 0 presque partout sur 2.

En passant & la limite sur la formulation variationnelle vérifiée par (ui(rn,1), A\1(rn, 1)),
montrer que (u*, A*) est solution d’un probléme spectral & déterminer (Indication : on con-
sidérera des fonctions tests de gradient nul sur €2).

Partie C : Patch de tres grande densité

Dans les questions qui suivent, on va étudier 'influence d’un patch augmentant tres fortement la
densité de la membrane sans en modifier la rigidité.

12.

13.
14.

15.

16.

Montrer que s — sA1(1, s) est une fonction croissante de s. Montrer par ailleurs que sA1(1, s)
est majorée indépendamment de s pour tout s > 1. En déduire que s\;(1, s) est convergente
vers un réel strictement positif S lorsque s — +o0.

Montrer que s'/?u;(1,s) est borné dans H} () indépendamment de s > 1.
Montrer que

/ pals'?ui(1,8)|> dz — 1 lorsque s — +oc.
Q

Montrer qu'il existe une suite de réels positifs (s, ),>0 croissante et tendant vers I'infini tels
que s,*/?u; (1, s,) converge dans L?(€). On notera w sa limite. Montrer de plus que

/ paw|? dz = 1.
Qp

Montrer que pour tous réels strictement positifs s, et s,, on a

/k: v sml/Qul(l,sm)—spl/gul(Lsp)
a 2

2
dzr

m)\ 17 m )\ 1’
< smAL(L, sm) + spAi(1, sp) —¥(8m, 8p)smAi(1, 5m),

- 2
ou
_ Sm2ur(1, $m) + s % (1, s 2
’Y(smvsp):“gm 1/Qapa( 1( )2 - 1( p)> dx
2
+ o Sml/zul(lvsm)+5p1/2ul(1v5p) dx.
P 2
Q



En déduire que la suite s,,'/%u1(1, s,) converge vers w dans H' ().

17. Montrer que w est non nul et que (w, 8) est solution du probleme spectral

—k,Aw = Bxppow  dans ()
w =0 sur 0f)

ol xp est la fonction caractéristique de €, (i.e. égale & I'unité sur €, et nulle sur son
complémentaire).



Probléme 2 (copies vertes, 10 points)
Un modele (simplifié) de forces cohésives

Partie A : Etude du modéle continu

On consideére un ouvert connexe, borné, régulier 2 de R2. La frontiere 9 de ) est partitionnée
en deux sous-ensembles connexes 9Qp et I, tous deux de mesure (superficielle) non-nulle. On
considere I'espace

V= {ve H (Q); v|pa, = 0}.

Muni de la norme ||v||y := {HUH%z(Q) + ||VUH%2(Q)}1/2, V est un espace de Hilbert. De plus, on
dispose d’une inégalité de Poincaré sur V si bien qu’il existe une constante Cq > 0 telle que

Yv eV, CQH’UHV < ||V’U||L2(Q)

Soit f € L*(€). On considere la fonctionnelle € : V — R telle que

1
Yo eV, E(w) = 5/ w|Vo|? da 7/ fvdz,
Q Q

ou p > 0 est un parametre réel strictement positif.

1. Montrer (en détaillant les éléments de la preuve) que la fonctionnelle € est différentiable au
sens de Fréchet en tout v € V et calculer sa dérivée en v dans la direction w € V' (on utilisera
la notation (&'(v),w)y v ).

2. En utilisant la caractérisation (10.11) du polycopié, montrer que la fonctionnelle £ est forte-
ment convexe sur V. En déduire que la fonctionnelle £ admet un unique minimiseur global
sur V.

Soit ¢ : R — R une fonction de classe C* telle que 1’ est globalement Lipschitzienne sur R (ce

qui signifie qu’il existe une constante L telle que, pour tout s,t € R, [¢'(s) — ¢/ ()] < L|s — t]).
On définit la fonctionnelle ¥ : V — R telle que

Yv eV, U(v) = Y(y.v) ds,
00

olt 4 : V — L%(052,) est I'application trace sur 92, :
Yv eV, Y = V|aq, -
Cette application est continue : il existe une constante C,, telle que
VeV, ol < Collvlv.

On admet que, pour tout v € V, ¥(7,v) est bien intégrable sur 9Q,, que 1’(y.v) € L?(9) et
que la fonctionnelle ¥ est différentiable en tout v € V avec

Vw €V, (U'(v), w)yr v = / W (10)yw ds.
a0,

On définit enfin la fonctionnelle J : V' — R telle que
Yo eV, J(v) = E(w) + ¥(v).

Le lecteur curieux trouvera une motivation des bases physiques du modele a la fin de 1’énoncé.



3. Montrer que sous la condition
uCq > LC2 (5)

la fonctionnelle J est fortement convexe sur V' et qu’elle admet un unique minimiseur global
sur V (on le notera u). Ecrire I’équation satisfaite par ce minimiseur pour toute fonction
test v € V.

4. Sous I'hypotheése u € H?(Q), montrer que —puAu = f dans L?(f2), puis, en admettant que
leb traces des fonctions de V sur 92, engendrent un sous-espace dense dans L2(9f.), que
p2% 4+ 4 (y.u) = 0 dans L2(09,).

Partie B : Discrétisation

L’objectif est maintenant de formuler un probléme de minimisation discret sur un sous-espace de
dimension finie
Vi, CV.

La construction de V}, repose sur la méthode des éléments finis. On suppose que {2 est un polygone
de R? et on considére un maillage triangulaire 7;, de €. On suppose que les arétes de Ty, situées
sur la frontiere 92 se trouvent soit sur 9Qp soit sur 99, et on note A; ’ensemble des arétes
qui se trouvent sur 0€2,. L’espace discret V}, est engendré par des fonctions continues, affines par
morceaux sur 7Ty et nulles sur 9Qp. Pour toute aréte a € Ay, h, désigne la longueur de a. De plus,
pour tout v, € V4, la fonction 7,vp|, est affine sur a; sa valeur moyenne sur a est donnée par

<’Y*’Uh 7/7*Uh ds.

La fonctionnelle ¥ étant non-linéaire, on introduit en pratique une fonctionnelle approchée afin
d’évaluer l'intégrale sur 0f),. Partant de la formule des rectangles, on considere la fonctionnelle
approchée VU, définie par

Yoy, € Vi, Uy, (vp) = Z hatb({V«Vh)a),

a€Ap

et on pose
Yo, € Vi, Jh(vh) = 8(11;1) + \I!h(vh).

On admet que

Vun € Vi, (U (0n), widvyv, = Y hat ((7a0n)a) (Ywh)a-
a€A

5. Montrer que
a) pour tout vy € Vi, 3 ,ea, Pal(vsvn)al® < [175vnl1Z2 00,y ;
b) sous la condition (5), la fonctionnelle J;, est fortement convexe sur Vj, ;

¢) sous cette méme condition, la fonctionnelle J; admet un unique minimiseur global sur
V}, (on le notera up). Ecrire I’équation satisfaite par ce minimiseur pour toute fonction
q p p
test vy, € Vp,.

6. L’objectif de cette question est d’estimer I’erreur d’approximation ||u — up||v. On suppose
la condition (5) et on pose a := uC§ — LC2, > 0.

a) Montrer que, pour tout vy, € V3, en posant dy, := up — vp, on a

allon ¥ < (J'(w) = J'(vn), n)vy i, + (I (vn) = T (vn), n) vy v, -



b)

c)

En déduire que, pour tout vy, € Vj,
1/2
2 2
allun = vnllv < (p+ LC3 )|[u = vnllv + LC, { > /W*Uh — (Yxvn)al dS} :
(lEAh @

On considere une suite (75,)n>0 de maillages réguliers de Q. On suppose que u € H?(Q)
et on désigne par rpu Uinterpolé de v dans V3. On rappelle le résultat d’interpolation

[u—rrullv < Cihflull g2,
et on admet par ailleurs le résultat suivant :
1/2
{ > | elrnu) = (ra(rnu))al® dS} < Cohlull a2 (q),
a€Ap a
avec des constantes C et Cy indépendantes de h et de wu. Etablir estimation d’erreur
u—unllv < Cshllul|g2(q),

en précisant la constante Cs.

Partie C : Résolution numérique

Les équations obtenues a la question 5c¢ sont non-linéaires en uy. Afin de contourner cette difficulté,
on utilise une méthode de décomposition-coordination dont le principe est d’introduire une
inconnue auxiliaire pour la trace de uy sur 0€),. On choisit pour cette inconnue auxiliaire ’espace

discret

My, = {nn € L*(0Q4); Nula est constante sur toute aréte a € Ay}

On notera M la dimension de My, ; celle-ci est égale au nombre d’arétes dans Aj,. On supposera
que la condition (5) est satisfaite.

7. On considere le probleme de minimisation avec contraintes d’égalité

inf  Tu(onm)s  Tnonsmn) = Ewr) + Y hath(na),

, eEK
(0r1n) a€Ay

ou K := {(vn,nn) € Vi X Mp; (7:vn)a = 1e pour tout a € Ay} et avec la notation abrégée
N := Npla- Pour tout a € Ay, on introduit application Fy : V;, x My, — R telle que

V(vn,mn) € Vi, x My, Fo(vn,mn) == (74Vn)a — Na-

Montrer que la fonctionnelle J;, admet un unique minimiseur global dans K, celui-ci étant
égal & (up,&pn) avec un &, € M), que on précisera.

Montrer que la famille {F (un, &) faca,, est libre. (On pourra considérer une combinaison
linéaire ZaEAh wa Fl (up, &) et faire agir cette combinaison sur des vecteurs (vp,nn) €
Vi x M}, bien choisis.)

Montrer qu'’il existe une unique fonction py € My, telle que, en notant p, := ppla,

/ uNVuy, - Vo, do + Z ha(Y«Vh)aPa = / fondz, Vv, € Vi, (6a)
Q A, Q

Z ha('@[/(ga) = Pa)Na =0, YV € My, (6b)
ac€Ap



8. On pose X, := Vj, x M}, et on introduit le Lagrangien L, : X}, x M, — R tel que, pour
tout ((va,nn), qn) € Xn X Mp,

Lo ((Vn11): 1) = Tn(nsmn) + Y hala((Yevn)a Z hal(vs0h)a = 10l
a€Ap aEAh

ol r > 0 est un parametre réel (avec les notations ¢, := gqpla €t 7a := Nnla). Lorsque r = 0,
on retrouve le Lagrangien usuel associé & la minimisation de la fonctionnelle 7, dans K ;
lorsque r > 0, on appelle £, , un Lagrangien augmenté. L’approche par décomposition-
coordination conduit & l’algorithme itératif suivant (inspiré de Palgorithme d’Uzawa) : étant
donnés &) € My, et pY € My, résoudre pour tout n > 0,

Lo, €80, 9) = inf, Lon((on, )21 7
Lo 670.28) = 1nf, Lon(C™ ) o) ()
Pt =1+ p((nup e = 61, Ya € Ay, (7e)

ou p > 0 est un parametre fixé. Noter que la minimisation de £, j, se fait d’abord en v, a
n, = & fixé (étape (7a)) puis en 1y, & vy, = u) ™! fixé (étape (7b)).

(a) Ecrire I'équation satisfaite par uy ! pour toute fonction test vy, € Vj, (on posera £ :=
&l la et ply := pila). Montrer que la détermination de u} ™' revient & la résolution d’un
systeme linéaire. On précisera le terme générique de la matrice et du second membre
en utilisant les fonctions de base de 1’espace discret V;, que 'on notera (¢1,...,¢N).
Vérifier que la matrice obtenue est symétrique définie positive.

(b) Ecrire 1'équation satisfaite par §"+1 pour toute fonction test 7, € M) (on posera
= Y, et Mg := nala). Montrer que la détermination de &' revient i la
résolution de M (la dimension de M},) probléemes de minimisation unidimensionnels
découplés. Montrer que sous la condition r» > L, chacun de ces problemes fait intervenir
une fonctionnelle fortement convexe sur R que l'on précisera.

Remarque sur la modélisation physique. Le minimiseur v :  — R décrit le déplacement
vertical d’'une membrane tendue, occupant initialement le domaine {2, soumise a une densité sur-
facique d’efforts verticaux f et fixée sur le sous-ensemble JQ2p de sa frontiere. Enfin, un modele
(simplifié) de forces cohésives est appliqué sur le sous-ensemble Jf2,. Ces forces cohésives sont
égales & —1)/(7,u). La figure ci-dessous illustre la forme typique des graphes des fonctions v et
. Lorsque le déplacement de la membrane est petit sur 9€,, les forces cohésives exercent une
force de rappel sur le bord de la membrane et cette force de rappel augmente avec le déplacement.
Lorsque le déplacement devient plus grand, les forces cohésives décroissent (perte de cohésion) et
typiquement s’annulent pour de grands déplacements (ol toute cohésion est perdue).

WY Y

perte de cohésion

Yl

FIGURE 2 — Exemple de fonction 1) (& gauche) et de fonction ¢’ (& droite)



Probleme 1 : corrigé
Vibrations d’un tambour non homogeéne

Partie A : Formulation du modéle

1.

Dans le cas ©, = 0, la formulation variationnelle associée consiste a déterminer u € C°([0,T]; HL(22))N
CL([0,T]; L?(Q)) tel que pour tout v € Hg(£2), on ait pour tout 0 < ¢t < T,

d2

— puvdz+/kVu-Vvdx=O,
dtz o a

avec u(t = 0) = Uy et du/dt(t = 0) = U;. Comme p, et k, sont strictement positifs,
(u,v) — / pauv dx
Q
défini un produit scalaire sur L2(€2) et
(u,v) — / koVu - Vudz
Q
est une forme bilinéaire continue et coercive (d’aprés I'inégalité de Poincaré) sur H}(Q).

D’apres le théoreme 8.3.1 d’existence du cours sur les équations d’évolution hyperboliques,
il existe une solution unique.

. La formulation variationnelle dans ce cas est identique, quitte a remplacer p, par p et k, par

k. D’apres le théoreme 8.3.1 du cours, il existe & nouveau une solution unique appartenant
au € C°([0,T]; Hy(2)) N C'([0,T]; L2 ().

La formulation variationnelle associée au probléme spectral consiste a déterminer les solu-
tions (u, \) € H}(Q) x R telles que pour toute fonction test v € HZ (2), on ait

/kVu-Vvdx:)\/puvdx.
Q Q

D’apres le théoreme 7.3.2 du cours, il existe une base orthonormale de vecteurs propres de
L?(2) muni du produit scalaire

(u,v)r—>/puvd;v.
Q

. On note U¢ et U} les coefficients de Uy et de U; dans la base spectrale. On note de plus o (t)

les coefficients de u dans la base spectrale, c’est & dire
o0

u(t) = ai(t)u;.
i=1

En injectant I'expression de v dans la formulation variationnelle, il vient pour tout i > 0,
ol (t) + N (t) = 0,
avec ;(0) = U et o(0) = U{. On en déduit que
ai(t) = Us cos(w;t) + Ut sin(w;t) /w;,

avec w; = V.
On a

Jo kalVo?da + [, 7ke|Vv|? d
Ai1(r,s) = in . L
veH () o, palv|?dz + [ spalv|* dz

Le terme de droite étant croissant par rapport a r, une augmentation de la rigidité entraine
une augmentation de la plus petite valeur propre et produit un son plus aigiie. L’augmenta-
tion de la densité a un effet inverse et conduit donc a une note fondamentale plus grave.



Partie B : Patch de tres forte rigidité

6. La fonction 7 +— A1(r, 1) est croissante. Par ailleurs,

Jo kalVo?dz + [, 7ke|Vo|?* dx Jo, kalVo]? da
Ai(r,1) = inf z b < inf e
vEH(Q) fQ Pa|”|2 du vew fQ pa|’U|2d$

olt W est I'ensemble des éléments de H(Q) tels que Vv = 0 sur €. Cet ensemble est non
vide. On en déduit que Ai(r,1) est majoré et croissant en r et donc convergent lorsque r
tend vers l'infini vers une limite \*.

7. On a pour tout r > 1,
/ koVug(r,1)]2 dz < \*.
Q
D’apres l'inégalite de Poincaré, I'ensemble des éléments ui(r, 1) avec r > 1 est bornée dans
H(Q). L'ouvert Q étant borné et régulier, il existe, d’apres le Théoreme de Rellich une suite
u1(ry, 1) (avec (ry)n>o croissante, tendant vers I'infini) convergente vers un élément u* dans
L?(Q).

8. D’apres I'égalité de la médiane, on a

2
/ k(o) ‘Vul(rm, 1) 2— Vg (rp, 1) ‘ i
Q

;(/Q k(rm)|VU1(7”m,1)|2d93+/9k(rm)vul(rp’l)zdx>

1 1)|?
—/k(?‘m)‘VM(TW );Wl(”” )’ da.
Q

/ k(TnL)‘Vul(T?na 1)|2 dr = A1 (Tma 1)
Q

Comme 7y, < 1y,

/ k(rm)|Vus (ry, 1)\2 dr < / k(rp)|Vu (rp, 1)|2 dx = A (rp, 1),
Q Q

et

/Qk(rm) ‘Wl(rma 1) + Vg (r, 1) |

o 1 )2
5 ‘ de)\l(Tm,l)/Pa U1(r )+U1(7"p >‘ .
Q

2

On en déduit que

2
/ k(o) ‘Vul(rm, 1) 2— Vg (rp, 1) ‘ i
Q

< Al(rmal);Al(rpal) _Al(rmyl)/ Pa
Q

9. D’apres la convergence de ui(rm,1) et ui(rp, 1) dans L?(f2) ainsi que la convergence de
M (Tm, 1) et A1(rp, 1), on constate que le terme de droite de 'inégalité précédente converge
vers zéro lorsque m et p tendent vers Uinfini. Ainsi, la suite ui(r,,1) est de Cauchy dans
H}(Q) donc convergente.

10. On a

Uy (T’ma 1) + up (TZN 1)
2

2
’ dx.

/ ko Vi (1, 1)]? dx—i—/ koTn|Vuy (1, 1)]? dz < A*.
Qp

a

10



11.

On en déduit que

/ |Vup (1, 1)|* do
Q

tend vers zéro lorsque n tend vers infini. Par ailleurs, comme wu4(r,,1) converge vers u*
dans H}(Q), on a Vu* = 0 presque partout sur Q.

Tout d’abord, on a
u* € W= {v € Hj(Q) tel que Vo =0 sur Q}.

En passant a la limite dans la formulation variationnelle, on obtient que pour tout v € W,

/ koVu* - Vuder = X / pat’ v de. (8)
Q Q

Partie C : Patch de tres grande densité

12.

13.

14.

15.

On a, pour tout v € H}() prolongé par 0 sur Q,,

Jo kal V0|2
l,8) < ——7——.
A(lL,s) < Sfﬂb palv|? dz

Ainsi, sA1(1,s) est borné indépendamment de s.

On rappelle que

. fQ ko|Vv|? da
A(l,s)= inf .
shi(1,s) ve (@) Jo. 5 LpalvlP da 1 o, palof? dz

Le terme de droite étant croissant en fonction de s, on en déduit que l'application s —
sA1(1, s) est croissante. Etant par ailleurs majorée et strictement positive, elle admet une
limite 8 > 0 lorsque s tend vers l'infini.

On a
/ ko|Vuy (1, s)|2 dr < X\ (1,s).
Q

Comme s)\;(1,s) est borné, on en déduit que s'/2u;(1,s) est borné dans H}(S2), d’apres
I'inégalité de Poincaré. Cela implique en particulier que u;(1,s) tend vers zéro dans H!.

On a
/ palus (1, 8)|? da + / pals"u (1, ) da = 1.

a Qp
Comme u;(1, s) converge vers zéro dans L2(f2), on en déduit que
/ pals'?ui(1,8) > de — 1
Qp

lorsque s tend vers 'infini.

Comme s'/2u; (1, 5) est borné dans H} (2) indépendamment de s, il existe une suite (s,,)n>0
croissante, tendant vers I'infini telle que s,,'/%u; (1, s,,) soit convergente dans L?() (d’aprés
le Théoreme de Rellich). On note w sa limite, et on a

/pa|w\2dz: hm/ palsn?ui(1, s,)|? do = 1.
Q n—oo o
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16. 1l suffit d’utiliser 1’égalité de la médiane. En effet, on obtient ainsi

ik
Q

2
dr =

v (sml/Zul(l, Sm) — sp1/2u1(17sp))
2

1
= (sm/ ka|Vu1(1,sm)|2dx+sp/ kaVul(l,sp)|2d:c)
2 Q Q
2
_/k‘a V(Sm1/2u1(1a5m)+5p1/2U1(175p)> dx.
o 2
On a
/ka|Vu1(1,sm)|2dac=Al(l,sm),
Q
/ka|Vu1(1,sp)|2 dz = M (1,sp),
Q
et

2

dz > s;mAi (L, 8m)Y(Sm, Sp)-

\ (Smlmul(l’ Sm) + Spl/Qul(la Sp))
2

i
Q

On en déduit 'inégalité demandée. De plus, on a (S, sp) qui converge vers be palw|?dr =1

lorsque m et p tendent vers I'infini. Ainsi, s,,'/?u;(1, s,,) est une suite de Cauchy dans H{ ()
et est donc convergente dans H}(Q2) et par unicité de la limite dans L?(Q), celle-ci est la
fonction w.

17. Pour tout v € H}(Q2), on a

/ koVui(l,sy,) - Vodr = A\ (1, sp) (/
Q Q

Soit encore

pat (1, sp)vde + sn/

paur (1, sp)v dm) )
Qp

a

/ kaVsnl/Qm(l, sn) - Vodr =
Q

snA1(1, 8p) (snl/z /
Q

En utilisant la convergence de s,,'/?u; (1, s,,) vers w dans Ha(Q), de s,A1(1, s,) vers 3 et de
u1(1, s,) vers zéro dans L?(£2), on en déduit que

paul(l,sn)vdx—i—/ pasnl/zul(l,sn)vdx>.

a Qp

/ koVw - Vodr = Pawv dx.
Q Qp

Par ailleurs,

/ paw|?dz = 1.
93
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Probleme 2 : corrigé
Un modele (simplifié) de forces cohésives

Partie A : Etude du modele continu
1. On utilise la définition 10.1.1. Soit v € V. Pour tout w € V', un calcul direct donne
E(v +w) = E(v) + Lw) + R(w),

avec

1
L(w)z/quwdem— fwdz, R(w) = f/u\Vdem.
Q Q 2 Ja

L :V — R est une application linéaire continue car
IL(w)| < (el VvllLz) + [ fllzz@)llwllv,

et R(w) = o(w) car |R(w)| < ful|wl||}. Par suite, € est différentiable en v € V et on a
(&), w)yyr v = / ,qu-dex—/ fwdz.
Q Q
2. On utilise la proposition 10.1.15, formule (10.11). Pour tout (v,w) € V x Vil vient
(€' (v) = &' (w),v —whyrv = / IV (v = w)? dz > pCd|lv — wlf3.
Q

La fonctionnelle € est donc fortement convexe sur V' de parametre o = pC%. Enfin, comme
la différentiabilité implique la continuité, 1’existence et unicité du minimiseur global de &
sur V est fournie par le théoréme 9.2.6 (appliqué avec K = V qui est un espace de Hilbert
d’apres Iénoncé).

3. Pour tout (v,w) € V x V, il vient comme 1)’ est globalement Lipschitzienne et ~, linéaire
continue,

@) = T@ho =y = [ aV@=w)det+ [ @000 =0 G- w)ds

O

zm%m—w&—gé (v — ) ? ds

2 2 2
= pCallv = wl[yy = Ljv«(v = w)[[2(90.)
> (nCq — LCT )llv = wlly,
d’ott la forte convexité de .J sous la condition (5) avec parameétre a = uC3 —LCg*. L’existence
et unicité du minimiseur global de J sur V est a nouveau fournie par le théoreme 9.2.6. Enfin,

en appliquant la remarque 10.2.2 au minimiseur global de J sur V', la condition d’Euler s’écrit
J'(u) = 0 dans V', c’est-a-dire

/ uVu - Vodr + W (yeu)ysv ds = / fudx, Yo e V.
Q Q

O

4. En prenant v arbitraire dans CS°(€2) dans la condition d’Euler, on déduit que —puAu = f
dans L2(2). Puis, en appliquant la formule de Green, il vient (puisque v est nulle sur 92p)

/ { g—z + wl(v*u)}'y*v ds =0, Yv e V.
0N

La fonction % étant dans L?(9€.) car u € H?(Q) et comme v’ (v,u) € L%(09,), le résultat
de densité qu’'on a admis permet de conclure que ,ug—z + ' (ysu) = 0 dans L2(99).
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Remarque. Pour tout ¢ € R, on a ¢ (t) = ¥(0) + 4/ (0) + [ (¢ (0))ds et ¢'(t) = ¢'(0) +
(¢'(t) = ¢'(0)), si bien que
O] < [0O)] + ' (0)] + 382, [¢'()] < [ (0)] +¢L.

En appliquant ces inégalités avec t = v,v(x) pour presque tout z € 9., en intégrant sur 92, et
en utilisant 'inégalité de Cauchy—Schwarz, on déduit que

(o)1 00y < [(O)10] + [/ O)]1094] 2 ool 20 + SEI0lE2(00.):
1/2
1 ()20 < {210/ O)P109u] + 222 v lagon,y )

ott |09, | désigne la mesure (superficielle) de 9., ce qui montre que 1 (v,v) € L (9€) et ¥/ (v.v) €
L2(09,). Comme 9’ (y,v) € L?(0€), Papplication linéaire w — f(‘)Q* Y (7:0)vw ds est continue
sur V. Enfin, comme

. (/Ol(w’(v*u +tyaw) — w/(%v))dt> S ds,

082

V(o +w) — V)~ [ ev)rwds = /

00,

on conclut quant a la différentiabilité de la fonctionnelle ¥ en majorant le membre de droite par

Partie B : Discrétisation

5. Etude de la fonctionnelle discrete Jj,.
a) De par 'inégalité de Cauchy—Schwarz, il vient, pour tout a € Ap,

2
[yeon)al® = h3? ( [ ds) < ( / ds) ( / |wh2ds) — b eonl B

d’oti la majoration demandée en sommant sur a € Ay,.

b) Pour tout (vp,wp) € Vi x V4, il vient

(T (on) = Th(wn), o — wn)vrvi = / WV (o — wn)? de

+ 3 R ((aon)a) — ¥ ((rewn)a) (e (vn — wn))a

a€Ap
> uCallvn —wally = LD hal (v (vn — wh))al?
a€Ap
> pCgllon — wally = Lllve(vn — wi)l72(00.)
> (uCq — LC3))|lon — wally,
en utilisant le fait que ¢’ est Lipschitzienne, ~, linéaire continue et la question précédente

appliquée a la fonction (v, — wp,). D’ou la forte convexité de J;, sur V.

¢) L’existence et unicité du minimiseur global de J, sur V}, résulte toujours du théoreme
9.2.6 (on peut aussi appliquer le théoreme 9.1.3 en dimension finie avec K = V},, Jj, est
continue car différentiable et tend vers l'infini a 'infini car fortement convexe de par la
proposition 9.2.5). Le minimiseur u;, € V}, satisfait I’équation d’Euler dans V}/, c’est-a-dire

/uVuh Vop dx + Z hatt ({(Vaun)a) (Vevn)a /fvh dx, Yo, € Vj,.

acAp

6. Estimation d’erreur.
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a)

En utilisant la forte convexité de Jj, sur Vj, avec le parametre «, le fait que J} (up) = 0
dans V/, que J'(u) = 0 dans V' et que V};, C V, il vient

all6nlly < (5 (un) = Jh(vn), 0n) vy v
= —(Jp(vn), 0n)vy v
—(J'(vn), On)vy v + (I (vn) = Jh(vn), On)vy v
= (J'(w) = J'(vn), Sn)vy i, + (' (vn) = T4 (vn), On)vy v

d’ou le résultat.

On désigne par T; et T5 les deux termes du membre de droite de la majoration ci-dessus.
On a

I = /Q ¥ (u—vy) - Vo, dz + /6, (" () = %" (3vn)) (et = 7vn) ds

Q.
< (u+LC2)

[u — v v [|on v

Par ailleurs,

L= 3 [ @ 0en) =/ (ron) ) ds,

acAp a

car [ ¢ ((7.0n)a)Ve0n ds = hat) ((7xvn)a) (V40n)q. Dol

1/2
T, < LC,, { Z |Vevn — <’Y*Uh>a|2d5} [0n[v-
a€AL " ?

En simplifiant par |||y, on obtient I'inégalité demandée.

On choisit vy, := rpu et on utilise les propriétés d’interpolation de r; pour obtenir
allup — rpully < {(p+ LC,%*)Cl + LC,.Cs} h||ul m2(a)-

En utilisant I'inégalité triangulaire et & nouveau 'estimation sur ||u — rpu||y, on obtient
Pestimation d’erreur avec C3 = Cy + o~ ((u+ LC2 )Cy + LC,, Cy).

Remarque. Pour montrer le résultat d’interpolation qui a été admis, on procéde comme
suit. En notant II, la projection L?-orthogonale sur M) (qui revient & prendre les
moyennes sur chaque aréte de Ap), il s’agit d’estimer ||rpu — IL.(rpu)| £2(90.). De par
I’inégalité triangulaire,

[rnu =1L (rnu)l 2200,y < lIrau —ullL200.) + v = (W) L2 a0,) + [T (v = 7r1) | L2902, ) -

Le troisiétme terme du membre de droite est inférieur au premier, et celui-ci est ma-
p »

joré par C5h*/2||u| fr2(q). Le deuxitme terme est majoré par C§hllul| 1 (s0.) et la norme

llull 71 (002, est controlée par ||ul|g2(q)-

Partie C : Résolution numérique

7. Méthode de décomposition-coordination.

a)

Soit up, le minimiseur global de Jp, sur V},. On définit £, € M}, en posant, pour tout a € Ay,
o = Ehla = (Yxun)a. On constate que (up, &) € K. De plus, pour tout (vy,nn) € K,

Tn(un,&n) = Jn(un) < Jn(vn) = Tn(vn,mn),

ce qui montre que (up,&,) est minimiseur global de J; dans K. Réciproquement, si
(v, mp) est minimiseur global de Jj, dans K, il vient

Jn(vp) = Tn(vn,mn) < Tn(un, &) = Jnlup),

si bien que v, = uy, car uy est le minimiseur global de Jp, dans V.
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b) Pour tout (vp,nn) € Vi X My, il vient

<F,;(Uh7§h)» (Uhﬂ?h))(vh,xMh)/,vthh = <’Y*Uh>a — TNa-

Par conséquent, si la combinaison linéaire . 4 waFy(un, &) est nulle (dans (Vi x Mp,)'),
en la faisant agir sur (v, nn) = (0, xa) OU X, est la fonction indicatrice de aréte a € Ay,
il vient w, = 0. L’aréte a € A;, étant arbitraire, on en déduit la liberté de la famille

(F,;(Uha gh))CLEAh'

¢) Comme la famille (F!(upn,&n))aca, est libre, on peut appliquer le théoréeme 10.2.8 au
couple (up,&,) qui est minimiseur (global) de Jp, sur K : il existe M réels (Ag)aca,s
appelés multiplicateurs de Lagrange, tels que

Ti(un,&n) + Y XaFy(un, &) =0 (€ (Vi x My)').

acAp

En testant successivement avec (vp,0) pour tout vy € V3 puis avec (0,7) pour tout
Ny € My, il vient

/,uVuh Vo, dx + Z Aa(V«VR)a /fvhda: Yo € Vi,

acAp

Z haw/(ga)na — Aafla = 0, Vnn € My,
a€A,

D’ot les équations (6a)-(6b) en définissant p;, € My, par pg := pnla = h; *Ae. La liberté
de la famille (F!(upn,&n))aca, implique l'unicité des multiplicateurs de Lagrange; il en
est donc de méme de la fonction p, € Mj,.

8. Algorithme itératif.

a) En différentiant le Lagrangien par rapport a son premier argument, on obtient, pour tout
Vp € Vh,

/,uVu Yoy, dx + Z haPi{VsVn)a+1 Z ha({yu ”H) — &MY {(YVn)a /fvhdx

a€Ap a€Ap

. N . .
On décompose uj ! sous la forme ut' = 370, U y,. On introduit le vecteur U™+ €
RY de composantes UZ”H, ainsi que la matrice A € RV et le vecteur B” € RV avec,

pour tout 1 < 4,5 < N,

Aij :/W% Vo de+r Y ha(3epi)a(¥es)as

acAp
By = [ fodet X halrel =)0
a€Ap
On obtient le systeme linéaire
AU = B".

La matrice A est symétrique. Elle est définie positive car, pour tout X € RY, en posant
Th = Yiry Xips, il vient

S AXX, - | uvarPde+r 3 halan)al® = uChlonl-

1,7=1 acAy,
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b) En différentiant le Lagrangien par rapport & son deuxiéme argument, on obtient, pour
tout np, € My,

Z haw/(ﬁgﬂ)ﬁa - Z hapgna -r Z ha(<7*uz+1>a - €g+1)77a =0.

a€Ay, acAp a€Ap

Pour tout a € Ay, en choisissant 1, = x4, la fonction indicatrice de I'aréte a, il vient
WIE) + et = ply ol
On introduit la fonction g, : R — R telle que, pour tout ¢t € R,
T
9a(t) = ¥(t) + 512 = (pa” + 7 (v )0t

On constate d'une part que £7*1 est cherché comme annulant la dérivée g/, et d’autre
part, que pour tout (s,t) € R x R,

(9a(5) = ga()(s =) = ('(s) =¥/ () (s =) +7(s = 1)* > (r = L) (s — 1)?,

d’ot1 la forte convexité de g, sur R sous la condition r > L. On en déduit que 7! existe
et est unique.
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