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Durée : J heures

Sujet proposé par Stéphane Gaubert et Yvon Maday

Avertissement. Les deux problémes sont indépendants et doivent étre rédigés sur des copies de couleur
différente. A Uintérieur de chacun des problémes, les sections (et souvent les questions) peuvent étre abordées
de maniére indépendante.

Probléme I: Méthode de synthése modale avec recouvrement. (12 points)

Le but de ce probléme est de proposer et d’analyser une méthode (qui se révéle trés précise) pour le calcul de
solutions de problémes aux valeurs propres basée sur une décomposition de domaine et un calcul préalable
de solutions de tels problémes sur chacuns des sous domaines.

PARTIE A : UNE APPROXIMATION ABSTRAITE
On s’intéresse au probléme aux valeurs propres : trouver u € H} () et X € R tels que
—Au = Au,
oit  est un ouvert borné assez régulier de R?, d = 1,2, 3.

Question 1. Mettre ce probléme sous forme variationnelle équivalente : trouver u € H}(Q) et X\ € R tels
que
Yo € Hy(Q), a(u,v) = Am(u,v).

On précisera les formes a et m.

Question 2. On rappelle qu’il existe une suite croissante de valeurs propres positives X; auzquelles est
associé un systéme total de vecteur propres orthonormés dans L?(Q2), on a donc

—Au; = \ju; dans €, uw =0 sur 09, / UU; = Oz et lim \; = 4o0.
Q 11— 00
On suppose le domaine 2 régulier. Justifier que les solutions propres sont aussi réguliéres, préciser cette
régularité. Noter bien (on ne demande pas de le justifier) que si le domaine posséde des coins, les solutions
propres peuvent, comme pour le probléme de Laplace avec un second membre, présenter des singularités aux
coins du domaine. En dehors de ces coins, la solution est par contre de classe C°°.

Question 3. Ezhiber les valeurs propres et les fonctions propres correspondantes, notées ¢;, en dimension
1 sur Uintervalle ]0,1[. Ezhiber les valeurs propres en dimension 2 sur le carré ]0,1[2. On montrera pour
cela que les fonctions ¢;(x)¢p;(y) sont vecteurs propres, et l'on admettra que ces fonctions forment une base
Hilbertienne de L?(]0,1[?).

a(v,v)
m(v,v)°

Question 4. Rappeler la relation entre la premiére valeur propre et le quotient de Rayleigh :

Question 5. Soit X5 un sous espace de dimension finie de Hg (). On propose l’approzimation variationnelle
sutvante : trouver us € X5 et \s € R tels que

Yvs € X5, a(w,m) = Agm(ug,vg).

Montrer qu’il existe un ensemble fini de valeurs propres \; s associées a ce probleme, et qu’elles sont stric-
tement positives. On les range par ordre croissant, et on leur associe des vecteurs propres u;s que l'on
montrera pouvoir étre choisis orthonormés dans L*(2). Donner le nombre de valeurs propres, comptées avec
leur multiplicité.



Question 6. En utilisant ¢ nouveau le quotient de Rayleigh, déduire que A1 < Aj .
Question 7. Soit vs un élément de Xs, de norme 1 dans L?(Q2). Montrer que
a(vs, vs) — a(ur,ur) = a(vs —ur,vs — ur) + 2a(u1, v — uy)
puUis que
a(vs,vs) — alug,ur) = alvs — ug,vs —ur) — Aym(vs — ug, v5 — uq)
En choisissant bien vs, en déduire que

— <c¢ inf — ws|%1 0
A1 — A1) < ¢ mnf ur — wsll (o)

Noter que ici, et dans la suite, ¢ dénote une constante quelconque et > 0 qui pourra varier d’une inégalité a
l’autre mais est toujours indépendante de 0 et des fonctions auzquelles elle s’applique.

Dans la suite, on supposera que

lur —wr sl < e inf lur—wslm o

PARTIE B : UNE BASE SPECTRALE

Question 8. Soit v une fonction de Hg(Q). Montrer que v =3 -, d;u; avec

ﬁi:/vuidm.
Q

Exprimez les normes L? et H& de v en terme des U; et des \;.

Question 9. Notons Y, = {w, = Z?:o a;u;}. En utilisant la décomposition dans le systéme total des w;,
montrer que

inf o — wnllzz(e) < A1 1AV L2

n

et

. —-1/2
b o= wallm o) < A l180] 22y

dés que Av € L?(Q). Que peut on dire si Av € Hg ().

Question 10. On suppose maintenant que pour tout q < p, (A)%w € HE(Q), ici (A)9v désigne la fonction
sur laquelle on a appliqué p fois l'opérateur de Laplace, c’est a dire par ezemple (A)%v = A(Av). Montrer
que

Lot [0 = wallir @) < eAFA (A V] (0
Question 11. Une application annexe peut étre donnée par 'approximation de la solution du probléme (avec
second membre) : trouwver u € Hg(Q) telle que —Awu = f. Ecrire la formulation variationnelle de ce probléme
puis sa discrétisation sur lespace discret Y,. Donner une estimation de l’erreur entre la solution (exacte) u
et la solution issue de cette discrétisation variationnelle lorsque f € L?(Q) ou f € H3(Q). Quelle régularité
suffit il de supposer sur f pour que la convergence soit plus rapide ?

PARTIE C : UNE DISCRETISATION DE TYPE BASE REDUITE

On suppose maintenant que le domaine peut étre décomposé en une union recouvrante de sous-domaines
)
par exemple pour le domaine §2 en “L” sur lequel on va désormais focaliser notre attention :

On propose la décomposition en trois sous domaines Q = Q! U Q2 U Q3 suivante :



O

Qs

Sur chacun des domaines QF, on considére les problémes aux valeurs propres : trouver u* € H} (%) et \¥ € R
tels que

—AuF = Nk,
On note )\f les valeurs propres de ce systéme et on les suppose rangées par ordre croissant, on note uf les
vecteurs propres associés que I’on choisit orthonormés dans L2(QF).

Question 12. Montrer que si I’on prolonge par 0 les fonctions u¥ sur Q\ Q¥ on obtient encore des fonctions

de H} (). On notera de la méme facon ces fonctions vues sur Q¥ ou sur Q.

Question 13. On suppose qu’il existe une partition de 'unité 1 = 22:1 X" avec des fonctions positives,
régulicres, telles que X* est a support dans Uadhérence de QF et que de plus on peut choisir ces fonctions avec

m.k
aan’ﬁz nulle sur 00 pour tout entier m. On choisit de plus x1 égale a 1 sur un voisinage du coin rentrant.
Montrer que si l’on avait décomposé Q en seulement deuz rectangles Q2 et Q3, un tel choiz de partition de

l'unité par des fonctions réguliéres était impossible.

Question 14. Montrer que si ® := u, est la premiére fonction propre sur ), les fonctions ®F = dyF
vérifient, pour tout entier p : (AP®* € HL(QF) (on se contentera de bien montrer avec p = 1 et on
n’oubliera pas que Hi requiert la régularité et annulation au bord).

Question 15. En déduire que

p
. 1
inf k”(I)k_wﬁHI_p(Q) Sc(}\k )

whk=3"71_, aju; n+1
la constante ¢ dépendant de p mais pas de n.

Question 16. On introduit l'espace X, = Vect{uF, i = 1,...,n;1 < k < 3} que l’on utilise pour une
approximation variationnelle de uy. Donner une magjoration de l’erreur entre uy et son approrimation.

Question 17. On suppose que, pour la méme discrétisation, Uerreur entre la fonction propre exacte wuy
associée d la J-iéme valeur propre, et son approzimation variationnelle wj,,, vérifie aussi

_ < ; _
luy —ugnllm@) < Cwnlrelg(n luy — wn | 510

Donnez le tauz de convergence de ’approzimation de w; par uj,. Comment choisir n pour que, pour tout
7 < J la méthode de discrétisation variationnelle converge.

Question 18. Quelle est la structure des matrices de masse et de rigidité du probléme auz valeurs propres
discret précédent ?

PARTIE D : UNE DISCRETISATION DE TYPE ELEMENT FINI

Question 19. On suppose encore que ) est le polygone en “L” précédent, décrivez une méthode simple de
type éléments finis pour approcher ce probléeme. On présentera le type d’éléments finis utilisés, on donnera
le type d’erreur auquel on peut s’attendre, on donnera aussi éléments comparatifs quant & la mise en oeuvre
de cette méthode par rapport d la méthode en bases réduites de la Partie C (taille des matrices, structure des
matrices, complexité des calculs).

Question 20. On suppose qu’une méthode du type précédent est utilisée pour approcher les fonctions propres
uf k=1,..,3 de la partie B et que, faute de les connaitre exactement, l’espace X,, est basé sur ces approwi-
mations ufh. On note par X,;, cet espace. Quelle est lerreur entre uy et 'approrimation variationnelle dans
cet espace X, ? La réponse attendue doit étre justifiée heuristiquement, on ne demande pas d’entrer dans
tous les détails.



Probléme II: Optimisation de grands systémes. (8 points)

Certains problémes d’optimisation mettent en jeu de nombreux sous-systémes. Ainsi, un parc de produc-
tion électrique comprend en général un grand nombre d’unités de productions (centrales), couplées par la
contrainte d’égaler a chaque instant la quantité totale produite et la demande. De tels problémes de grande
taille peuvent étre résolus efficacement au moyen des méthodes dites de décomposition, dont nous abordons
ici quelques aspects.

PARTIE A : COUPLAGE PAR LES CONTRAINTES ET DECOMPOSITION PAR LES PRIX

On considére n unités de production. Pour chaque unité, on doit choisir un niveau de production w; dans
un ensemble donné U; (le niveau de production modélise les paramétres d’exploitation, on peut avoir par
exemple deux états, “marche” et “arrét”, ou bien un continuum d’états). On note J; la fonction qui associe
au niveau de production w; un réel J;(u;) représentant le cott d’exploitation de 'unité i. On note H; la
fonction qui associe au niveau de production u; un vecteur H;(u;) € R™ représentant les diverses quantités
produites par 'unité i. On note d € R™ le vecteur de demande. On cherche & minimiser la somme des cotts
d’exploitation des unités pour satisfaire la demande, ce qui revient & résoudre le probléme d’optimisation :

inf Ji(ur) + o+ Tn(ug) - (I1.1)
Hl(ul) +---+ Hn(un) =d
u € Uy, ...,uy, € Uy,
On notera u = (uy,...,uUp), U=Uy X --- x Uy, J(u) = Ji(u1) + -+ Jn(un), et F(u) =d— Hy(u1) —---—

On fera dans tout ce sous-probléme les hypothéses suivantes :

- chaque ensemble U; est un fermé d’un espace vectoriel réel de dimension finie, V; = R muni de son

produit scalaire canonique;

- chaque application J; est continue et infinie & I'infini sur U;;

- chaque application H; est continue;

- il existe au moins un vecteur u € U vérifiant la contrainte de demande F'(u) = 0.

On notera V =V X --- x V,,. On notera toujours (u,v) — u - v les produits scalaires des espaces considérés.

Question 1. Montrer que le probléme d’optimisation (I11.1) admet un point de minimum. Quelles hypothéses
pourrait-on rajouter pour conclure & l'unicité du point de minimum ?

On imagine que le réseau est géré par un coordonnateur qui annonce un prix p € R™ : il paiera & ’exploitant
de I'unité 7 le montant p- h pour la quantité h € R™. L’exploitant ¢ résout alors le probléme local consistant
4 maximiser son bénéfice net, ce qui peut s’exprimer sous forme de minimisation :

inf J;(u;) —p- Hi(u;) . I1.2
u}relUl Ji(wi) —p - Hi(u;) (I1.2)
1l s’agit de voir si cette procédure, dite de décomposition par les prix, peut conduire & ’optimum du probléme
global (IL.1). - B B
On note U;(p) ’ensemble des solutions optimales de (11.2), et 'on pose U(p) = Ui(p) X - -+ x U,(p). On
forme le Lagrangien
L(u,p) =J(u) +p-F(u) ,

pour u € U et p € R™.
Question 2. Soient p € R™ et u € U. Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) (@,p) est point selle du Lagrangien, i.e.

YueU, VpeR™, L(u,p) < L(w,p) < L(u,D) ;

(ii) we U(p) et F(a) =0.

Conclure que lorsque ces assertions sont satisfaites, u est solution du probléme global (I1.1).

Question 3. Dans cette question seulement, on suppose que pour tout i, on a U; = V;, et que les fonctions
J; et H; sont de la forme

1
Ji(u;) = ke Az H;(u;) = Bju; ,



ol A; est une matrice réelle symétrique définie positive de taille s; X s;, B; une matrice réelle de taille m x s;.
Donner une formule explicite pour la solution @ = (4y,...,u,) et la valeur J(@) du probléme (I1.1), lorsque
la matrice C = ByAT'Bf 4 -+ -+ B, A;;' B est inversible. Que se passe-t-il si C n’est pas inversible ?

Question 4. On suppose maintenant que J; est convexe différentiable, que H; est affine, et que U; est un
intervalle borné de R. On pourra noter U; = [{;, L;]. Montrer que L admet alors un point selle (u,p) € UxR™.

On appelle fonction duale associée au probléme (II.1) la fonction G qui & un prix p € R™ associe :

G(p) = inf J(w)+p- F(u) .

Question 5. Montrer que si G est différentiable et si u € U(p), on a G'(p) = F(u).
On propose 1’algorithme suivant. On fixe un pas € > 0. On choisit p°® € R™. Pour k > 0, on choisit
uF e UK , (11.3)
et ’on pose
PP =pF +eF(uF) | (11.4)

Question 6. De quel algorithme du cours cet algorithme est-t-il une variante ¢ Dire briévement, par analogie
avec le cours, sous quelles hypothéses on aura une convergence de u* ou de p* ?

Question 7. On considére le probléme particulier :
inf Uy + 2ug
U, Ug € [0, 1]
up +ug =1.5
Calculer la solution optimale w de ce probléme, ainsi que le point de mazimum p de la fonction duale G.
L’algorithme (11.3),(11.4) fournit-il une suite p* convergent vers p ? Remplag¢ons plus généralement (11.4) par

pk+1 — pk + ekF(uk) ,

avec €, > 0. FExpliquer de maniére heuristique quel type de suite € il convient de prendre pour espérer que
la suite p* converge vers p. Peut-on espérer que la suite u* converge vers @ ?

PARTIE B : PRINCIPE DU PROBLEME AUXILIAIRE DANS LE CAS D’UN COUPLAGE PAR LE CRITERE

Considérons le nouveau probléme d’optimisation :

inf S1(ur) + -+ Splun) + T(ugy ... un) - (IL.5)

u1 €U,...;un €U,

Ici, on suppose que U; est un convexe fermé non-vide d’un espace de Hilbert V; dont la norme est notée || - ||.
On note toujours U = Uy X -+ x Uy, V=V X -+ X Vo, u = (uy, ..., u,). On munit V de la norme || - || telle
que ||ul|? = ||u1]|®> +- - + |Jun||?. On note S(u) = S1(u1)+ -+ Sp(un). Les fonctions S; et T sont supposées
continues, convexes, et différentiables.

L’algorithme utilise une fonction auziliaire K, de V dans R, qui est continue, différentiable et a-convexe,
pour un certain « > 0. On fixe un pas € > 0. On définit une suite u* € U comme suit. On choisit arbitraire-
ment u° € U. On définit v**! comme étant le point de minimum du probléme :

irelfU K(u) + (eT"(uF) — K'(u")) - u+ eS(u) . (IL.6)

Question 8. Pourquoi a t-on existence et unicité du point de minimum de (11.6) ¢ Lorsque l’on choisit une
fonction auziliaire qui se décompose sous la forme K(u) = Ki(u1)+---+K,(uy), en quoi le probléme (11.6)
est-t-il plus facile que le probléme initial (11.5) ¢

Question 9. Ecrire Uinéquation d’Euler caractérisant le point de minimum de (I1.6). En déduire que si
uFtl =¥ alors u* est solution de (I1.5).

On note uf une solution quelconque de (I1.5). La preuve de convergence de 1’algorithme utilise la fonction

$(u) = K (uf) — K(u) = K'(u) - (v —u) .
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Question 10. Rappeler brievement pourquos

o) > Zllu—uf[* . (IL7)
Question 11. Montrer que
(R () = K (9)) - (uf = ) (T () = T/ () - (0 = b H1) > 0. (1L.8)
On suppose que pour tous u,v € U,
17" (u) = T' ()l < v|ju—oll , (11.9)
(T'(w) = T'(v)) - (u = v) > alju—v]* , (IL.10)

ol v et a sont des constantes strictement positive.

Question 12. Montrer que si 0 < € < 2aa/v?, on peut trouver des constantes (3> 0 et v > 0 telles que
P(u*) — () = Bllut — a4 lfuf -t (IL.11)

k

Conclure que u* converge alors vers u®.



CORRIGE DU CONTROLE CLASSANT DE MATHEMATIQUES APPLIQUEES
«Analyse numérique et optimisation»
Mardi 29 Juin 2004

Durée : J heures

Sujet proposé par Stéphane Gaubert et Yvon Maday

Corrigé du Probléme I: Méthode de synthése modale avec recouvrement

PARTIE A : UNE APPROXIMATION ABSTRAITE
Réponse a la Question 1. Par intégration par partie et les équivalences classiques on obtient le systéme
Yo e HY(Q), a(u,v) = Am(u,v) ,
avec a(u,v) = [, VuVv et m(u,v) = [, uv.

Réponse a la Question 2. La question de l'existence étant supposée acquise, on voit donc que ’on doit
résoudre, sur un domaine régulier le probléme —Au = f avec f = Au, et comme u € H} (), on en déduit que
f € HL(Q). De la régularité du domaine et de la régularité elliptique, on tire que la solution u de —Au = f
est dans H3(2), de quoi on déduit qu’en fait f € H3(Q), ce qui nous améne par récurrence a une régularité
de u € H*"*1(Q) pour tout r € IN.

Réponse a la Question 3. En dimension 1 il est évident que u vérifie ’équation —u” = Au au sens fort
si et seulement si u(z) = Aexp(v/—\z) + Bexp(—v/—Mz) (la racine pouvant étre complexe). Les seules
fonctions non identiquement nulles de ce type s’annulant en +1 et —1 font intervenir des exponentielles
complexes, d’ott I’on déduit que les fonctions propres sont Ay = k272 pour k € IN et les vecteurs propres
uy(z) = sin(knz). En dimension 2 sur le carré ]0,1[2, les valeurs propres sont les (k2 + ¢?)7? avec pour
fonction propre correspondante w(z,y) = sin(kmx) sin(¢ry). 11 suffit maintenant de normaliser ces vecteurs
dans L2

Réponse a la Question 4. C’est une question de cours :

A1 = inf a(v, )
' o m(v,v)

Réponse a la Question 5. Choisissant une base de X, que 'on suppose de dimension N, le probléme
variationnel revient & un systéme matriciel du type : trouver U € RY et \ € R tel que

ANU = AMyU (I'A.1)

ot Ajps (resp. My ) est la matrice de rigidité (resp. de masse) représentant a (resp. m) dans la base de X5. La
matrice My étant définie positive, elle est diagonalisable dans une base orthonormée et les valeurs propres

1; correspondantes sont > 0. On appelle /My la matrice qui dans cette base est diagonale avec sur la
diagonale la valeur \/u, & la place de p;. Il est clair que cette matrice est encore symétrique définie positive,

donc inversible. Le probléme (I-A.1) qui se pose est donc de trouver U € RN et A € R tel que

[V My An [V My MU = M/ My U

soit encore de trouver W € RY et A € R tel que

[\/ MN]ilAN[\/ MN]71W =\W

Le caractére symétrique défini positif de la matrice de ce systéme n’ayant échappé & personne, ceci permet

d’affirmer qu’il existe exactement N valeurs propres, qui sont strictement positives. Les vecteurs propres
associés sont orthogonaux entre eux si ils correspondent & des valeurs propres différentes, et ils peuvent étre

choisis orthogonaux si les valeurs propres sont les mémes (multiples). Il ne reste plus qu’a multiplier ces

vecteurs propres par [v/My]~! : on obtient ainsi des vecteurs propres solution de (I-A.1), qui sont deux a
deux orthogonaux pour le produit scalaire (U,V) — UMyV sur RY, correspondant au produit scalaire L2
pour les fonctions représentées par les vecteurs U et V. Il ne reste plus qu’a normaliser les vecteurs ainsi
obtenus vis & vis de la matrice de masse My (i.e. en norme L?).



Réponse a la Question 6. C’est encore une question de cours

. a(v,v
A5 = a(urs, wis) = 1€n£( m((v U))
v $ )
v #0

On en déduit, I'espace des fonctions ou ’on prend I'infimum étant plus petit, que cette valeur propre discréte
est plus grande que la valeur propre exacte.

Réponse a la Question 7. On a donc m(vs,vs) = 1 et ainsi
a(vs,vs) — a(uy,ur) = alvs — ur,vs — uy) + 2a(uy, vs — uy)
puis en utilisant que u; est valeur propre que
a(vs,vs) — aluy,ur) = alvs — uy,vs —ur) + 2A1m(ug, vs — uq)
on développe alors
2m(uy,vs — uy) = 2m(uy, vs) — 2 = 2m(uy, vs) — m(uy, uy) — m(vs, vs)
soit effectivement

a(vs,vs) — a(ur, ur) = a(vs — u1,v5 — u1) — Aym(vs — ur, vs — u1)

vs

M55 Ol s est la projection H' de u; :
L

Bien choisir vg, signifie que on prend vs =
vs = arg min ||[u; — ws||g1iq) -
g min || ()

Estimons maintenant ||0||2 (et montrons en particulier que ||0]/52 # 0, de sorte que vs est bien défini) en
supposant que

limes =0

6—0
ot €5 = infysex; ||ur — ws| g1 (o) (sinon, inégalité demandée est triviale).

Par inégalité triangulaire, on obtient tout d’abord que

11— 95|z, | = l[uallz = (|9l 2. | < [Jur = sllp2 < [lur — Bsl[mr = €5 - (I-A.2)
On a
Vs
lur —vs|lgr = |lur — =1l
05| 22

- - Us
< lua = Ol + 195 — m”Hl

- . 1
< ua = sl + 19521 = =
119s[ 22
< cles+ 11— ——1)
= ClEs — =
05| >
On remarque que si e5 est assez petit, d’aprés (I-A.2), la contribution |1 — W| < ceg et donc
L

: 2
a(vs,vs) — alus, u) < ¢t s — sl
et il suffit maintenant d’appliquer le quotient de Rayleigh discret pour conclure.
PARTIE B : UNE BASE SPECTRALE
Réponse a la Question 8. Siv =377, 0;u; alors [|v]|7q) = 2272097 et [[v]13: ) = 22720 it

Réponse a la Question 9. Il faut évaluer ici la décroissance des ¥;, on part de leur définition

U; = / vu;de
Q

et on utilise le fait que les u; sont des vecteurs propres
1 1 1 —~
0; = —(—Au)dr = — —Av)udr = ——Av;
) /Qv)\i( u; )dx /\l/ﬂ( v)u;dx N v



ol &)z représente la composante de Av dans le développement
o0
Av = Z Av;u;
i=0

on remarque & ce stade que
o0

[Av[72 = (Aitn)?
i=0
On n’a plus qu’a écrire
n

inf — w220y < —Zf 112
wn:Z%I?l’:O By v wn”L?(Q) < £ UzUzHLZ(Q)

oo

1> diwillfz

i=n+1

Rt
N[
—~
>
Ny
~—
[ V)

IA
Ry
5|2
[7e
s

—~

&

§>

e

/\”+1 i=n+1

cette derniére inégalité découlant de la croissance des valeurs propres, et ’on conclut en notant que

oo

1 1
inf o= wallfag) < 7 D (Nidi)? = 5|1 Av]|72
Wn=) 7o Wiu; T )‘31+1 ; o )‘31—5—1 L
En procédant de méme pour la norme H! on obtient
1
inf v —wy||? < ——||Av|?
ot =l ) € 5 A0l
Réponse a la Question 10. En réitérant 'utilisation de ’égalité u; = A}\W on obtient
. 1) —
V; = ( /\p) APy,

?

et 'estimation demandée en découle immédiatement.

Réponse a la Question 11. La formulation variationnelle demandée est : Trouver u € HE(Q) telle que

Vv € Hi(Q), /Vquz/fv
Q Q

La discrétisation sur Y, est : Trouver u™ € Y, telle que

Yo € Y,, /Vu"Vv = / fv
Q Q

On sait qu’il existe une solution unique & ce probléme et qu’elle vérifie I’estimation
n .
uU—u 1 <cinf ||u—v|m
| 1) < =5 [ 1)

et d’aprés la question précédente
1

\/Xn—'rl

[Av||rz = ¢

£z

||u — unHHl(Q) <c

1
\/Xn+1
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Pour avoir une convergence plus rapide, on souhaite utiliser les résultats de la question 10). La régularité est
donc & demander sur (A)?f et qui donne

1
AP 1A o]l = C)\PH [(A)P fl
n+1 n+1

||u — unHHl(Q) <c

PARTIE C : UNE DISCRETISATION DE TYPE BASE REDUITE

Réponse a la Question 12. Soit v une fonction quelconque de HE (Q2F) et © la fonction prolongée par 0 sur
Q\ QF. 1 est tout d’abord évident que © € L2. Ensuite, par intégration par partie, et pour tout w € H* ()

on a
[ [ B [P
93x B Qkal' - Qk 813_ Q 813

on note qu’aucun terme de bord n’est apparu dans cette intégration par partie puisque v est nul sur 9QF.
On déduit de cette égalité que % € L2, on procéde de méme pour g—; ce qui montre que v est bien dans

H(Q). Qu’il soit dans H{ () découle du fait qu’il est nul sur 9.

Réponse a la Question 13. Avec seulement 2 rectangles, il y a clairement un probléme au coin concave
co- En effet, si une telle partition de l'unité existait, sa trace sur le bord de chacun des sous domaine serait

aussi réguliére. Or, au voisinage du coin rentrant, ! doit valoir 1 sur 'intersection de la frontiére de € avec
la frontiére de Q' et 0 sur la frontiére de Q' dans €.

Réponse a la Question 14. La fonction ®* est de classe C> en dehors des coins, comme produit de
fonctions C*°. Par ailleurs, on note que

AD* = A[(X*)®] = [AD]X" + 2V VD + B[Ax"]

puis, au voisinnage de chaque coin, Vx* (et donc Ax*) est identiquement nulle. Il reste & remarquer que
A® = )\ ®, pour conclure 4 la régularité, au moins H' de ®*. Regardons maintenant la valeur au bord de ®*.
On reprend la méme décomposition et on remarque que [A®]x* = [A\;®]x* est nulle au bord car ® € HZ(Q)
et x* est nulle sur 9QF \ 9Q. 1l en découle aussi que ®[Ax*] est nulle au bord de QF. La nullité au bord
de VX*V® est un peu plus subtile. Il faut en effet remarquer que, sur un coté (éventuellement courbe) de
OF, soit x* est identiquement nulle, auquel cas Vx* est nulle, soit ® est nulle, donc la trace de sa dérivée
tangentielle est nulle et le gradient V® est normal & ce morceau de frontiére. L’hypothése faite sur x* d’avoir
une dérivée normale nulle permet ainsi de conclure & la nullité de cette derniére contribution sur le bord de
QF. La démonstration générale (p > 1) suit le méme schéma. En effet AP®F est la somme de [AP®]x* et
d’autres termes qui font apparaitre des dérivées de x*. Ces derniers s’annulent aux voisnnages des sonmmets
et donc les seules irrégularités de AP®F | aux sommets, pourraient venir de [AP®]x* = [A\]P®x* qui est H'.

Réponse a la Question 15. La majoration demandée découle de la question 10) et de la régularté de
(A)P®* que I’on vient d’établir.

Réponse a la Question 16. Soit v* la meilleure approximation de ®* évoqué dans la question précédente.
De I’égaliteé
u =& =o'+ 0 + 9?

on en déduit qu'une bonne approximation de u; est donnée par v} + v2 + v3 et qu’ainsi

inf | el LY
mn ulr — w 1 C| —
Wn, eX'n ! nllHY = )\,];:LJFI

On utilise maintenant la majoration abstraite de la question 7) pour déduire que la solution propre discréte
(notée uj ,) sur espace X, vérifie également

p
1
Jur — ul,n”Hl(Q) < C<)\k—>
n+1
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Réponse a la Question 17. Ce que l'on a fait pour la premiére fonction propre peut également étre fait
pour la seconde et toutes les suivantes. La seule distinction est que

1A [usx N < e(As)P

avec une constante ¢ ne dépendant que de p est de la partition de I'unité (mais pas de J).Ceci conduit & la

majoration
\ P
J
lus —ugnlla@) < C</\k )

n+1

A

k
)‘n+1

la convergence de la méthode équivaut a <1

Réponse a la Question 18. Les matrices de masse et de rigidité sont pleines, elles ont une structure bloc
3 x 3 correspondant aux 3 sous domaines. Les bases locales (& chaque sous domaine) étant orthonormées, on
en déduit que les blocs diagonaux sont eux méme diagonaux (égaux d’ailleurs & I'identité pour la matrice de
masse et faisant apparaitre les valeurs propres \¥ dans la matrice de rigiditeé.)

PARTIE D : UNE DISCRETISATION DE TYPE ELEMENT FINI

Réponse a la Question 19. Une méthode de type éléments finis simple va reposer sur des éléments de
type Lagrange (le cadre étant H') de degré 1 ( & cause de la singularité des solutions propres). Par contre
on peut se permettre d’utiliser un maillage raffiné dans les coins pour mieux s’adapter aux singularités
éventuelle de la solution. L’erreur est alors au moins en O(h%/3) ot h est la taille du maillagepuisque ’on
peut s’attendre & voir la premiére singularité en 1+ 7 ou w est le plus grand angle du domaine (ici 37”) En
fait, & cause de la forme spéciale, cette premiére singularité n’est pas apparente et la convergnec est en fait
en O(h). Néanmoins, on est loin de la convergence exponentielle de la méthode en base réduite précédente
qui utilise des fonctions ad’hoc, qui approchent bien mieux les singularités. Le nombre de degrés de libertés
pour une approximation en éléments finis est donc bien supérieur pour obtenir une approximation de la
méme précision. Par contre la structure des matrices en présence dans 'approximation en éléments finis est

beaucoup plus agréable puisque, comme d’habitude, elles sont creuses.

Réponse a la Question 20. Si les vecteurs propres locaux sont évalués par un calcul en éléments finis on
remplace ainsi les u¥ par des (u¥), qui vérifient

ek — (bl < b

au moins. Cette erreur est a ajouter a ’approximation en base réduite et I’on obtient, & la place de la solution
u1 n, de la question 16) une solution uy pp qui vérifie

p
1
H1(9)§C<<)\k ) +h2/3>
n+1

L’interet qui subsiste de cette approche est que la valeur de h que I'on utilise alors sur chacuns des sous
domaines peut étre plus petit que celui qui est utilisé dans la question 19) se rapportant au domaine entier.

Jur — u1,n,n

Corrigé du Probléme II: Optimisation de grands systémes

PARTIE A : COUPLAGE PAR LES CONTRAINTES ET DECOMPOSITION PAR LES PRIX

Réponse a la Question 1. Notons U,q = U N F~1(0) 'ensemble des solutions admissibles. Comme les U;
sont fermés, U = U; x - - - x Uy, est fermé. Comme F est continue, F~1(0) est fermé. L’ensemble U,q est donc
un fermé d’un espace vectoriel de dimension finie. Par hypothése, U,q est non-vide. L’application J qui est
continue et infinie & 'infinie sur U,q, atteint donc son minimum. Enfin, si les applications J; sont strictement
convexes, ’application J est strictement convexe, si les applications H; sont affines et si les U; sont convexe,
I’ensemble admissible est convexe : le point de minimum est alors unique.
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Réponse a la Question 2. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

J@) +p-Fla)<J@) +p-F(a) VpeR™
(p—p)-F(u) <0 VYpeR™
q-F(u) <0 VYgqeR™
g-F(a)<0et —q-F(u) <0 VqgeR™
q-F(a)=0 VYgqeR™
F(a)=0

donc la premiére inégalité de point selle est équivalente & F(z) = 0. La seconde inégalité de point selle
exprime le fait que la fonction u +— L(u,p) est minimale en v = 4. Or L(u,p) =p-d+ f(u), o f(u) est de
la forme fi(u1)+-- -+ fu(uyn), avec fi(u;) = Ji(u;) — p- H;(u;). L’équivalence demandée résulte du fait que
(U1,...,0p) est point de minimum de fi(uy) + -+ + fu(u;) sur Uy x --- x Uy, si et seulement si chaque ;
est point de minimum de f; sur U; (le “si” est immédiat ; pour prouver le “seulement si”, considérer w tel que
uj = U; pour j # i).

Enfin, en utilisant la seconde inégalité de point selle et F'(u) = 0, on a inf,cy, p(y)=o J(u) > infyep J(u) +
p-F(u)=J(a)+p- F(a) = J(u), ce qui montre que @ est point de minimum du probléme initial.

Réponse a la Question 3. Les applications J; sont fortement convexes, car les matrices A; sont symétriques
définies positives. D’aprés la Question 1, le point de minimum u existe et est unique. Pour le calculer,
profitons de la question précédente : il suffit de trouver (u,p) tel que u € U(p) et F(u) = 0. Or u € U(p) si
et seulement si pour tout i, @; est point de minimum de la fonction f;(u;) = %ul - Aju; — p - Bju;. Comme
Ji, et donc f;, est convexe, 4; est point de minimum de f; sur V; si et seulement f/(u;) = A;u; — Bfp =0,
soit u; = A;'Byp. Il reste a satisfaire F(@) = 0. En substituant dans F(@) = 0, on trouve C'p = d, avec
C = BlAl_le + -+ B, A IB:. Si C est inversible, on peut prendre p = C~'d, ce qui montre que la
solution du probleme est %; = Ai_lB;"C”ld. Un simple calcul donne enfin la valeur J(a) = %d -C~1d.

Si C n’est pas inversible, on sait cependant a priori que ’équation Cp = d a une solution. En effet, le
probléme (I1.1) ayant une solution, on peut déduire du théoréme de Kuhn et Tucker (voir le corrigé de la
Question 4 pour plus de détails & ce sujet) qu’il existe un multiplicateur p € R™ tel que J' (@) +p- F'(u) = 0,
ce qui est équivalent & A;u; — Bfp = 0, pour tout ¢. Il suffit donc de refaire le calcul qui précéde en prenant
pour p une solution quelconque de Cp = d.

Notons enfin (cela n’était pas demandé) que ’on peut interpréter géométriquement I’hypothése d’inver-
sibilité de C, car imC' = im By + - -- 4+ im B,, (nous écrivons im pour “image”, en identifiant une matrice
et I'application linéaire qu’elle représente.) Pour voir cela, notons que C = BA~!B*, ot A est la matrice
diagonale par blocs formée & partir des blocs A;, et B = (By,...,B,). Comme B est un diviseur a gauche de
C,on aimC C im B. Par ailleurs B =1im By + - -- + im B,,. Pour avoir I'autre inclusion, il suffit de montrer
que imC*+ C imB+. Orsi ¢ € imC+, ¢-Cq = 0, et comme ¢-Cq = q- BA™'B* = B*q- A" 'B*q et A7}
est définie positive, B*q = 0, soit ¢ € im B+. Comme C' est un endomorphisme de R™, C est inversible si et
seulement si sont image, im By + - - - + im B,,, coincide avec R™, c’est-a-dire, si et seulement si tout vecteur
de demande de R™ est atteignable.

Réponse a la Question 4. Notre probléme revient & minimiser J sous les contraintes F'(u) = 0 et £;—u; < 0,
u; — L; < 0. Introduisons des multiplicateurs de Lagrange ¢; > 0 et Q; > 0 afin de dualiser ces derniéres
contraintes, et formons le nouveau Lagrangien :

1<i<n

Oun sait (Question 1) que ’optimum du probléme (II.1) est atteint en un point @. On va appliquer le théoréme
de Kuhn et Tucker pour conclure qu’il existe p € R™, q,Q € R", tels que (4, (p, ¢, Q)) soit point selle du
Lagrangien L*sur V x (R™ x R x R’). (On applique en fait la remarque qui suit le théoréme de Kuhn
et Tucker, concernant le cas de contraintes d’égalités affine). Vérifions les hypothéses de Kuhn et Tucker :

le critére est convexe, continu, dérivable; les applications définissant les contraintes inégalités sont affines

(a fortiori convexes, continues, dérivables); et application F' définissant les contraintes égalités est affine.
Enfin, comme toutes les contraintes sont affines, les contraintes sont automatiquement qualifiées en 4 (cela
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résulte de la Remarque 10.2.22). Ces hypothéses étant vérifiées, on a bien
L (a,p,q,Q) < LM(4,p,4,Q) < L (u,p,3,Q), YueV, peR™, geRY, Q €RY . (IFA.1)
Comme % est un point admissible, ¢; — u; <0, u; — L; < 0, donc

sup L (u,p,q,Q) = L(4,p)
q,Q€eRY

(le sup est atteint en ¢ = @ = 0). Par ailleurs, pour v € U, on a ¢;({; — u;) < 0 et Q;(u; — L;) < 0, donc

LT (u,p,q,Q) < L(u,p). Enfin, la condition des écarts complémentaires contenue dans le théoréme de Kuhn

et Tucker montre que @;(¢; — ;) = 0 et Q;(u; — L;) = 0, et donc LT (u,p,q, Q) = L(,p). On déduit ainsi
de (II-A.1) que (@, p) est un point selle de £ sur U.

Réponse a la Question 5. Si u € U(p), on a pour tout ¢ € R™, G(p+q) < J(p+q)+ (p+q) - Flu) =
G(p) + q - F(u). Donc la fonction g — G(p+ ¢) — ¢ - F'(u) est maximale en ¢ = 0. En dérivant, on trouve
g'(p) = F(u).

Réponse a la Question 6. On reconnait un algorithme de type Uzawa. La preuve du Théoréme 10.5.9
du cours, relatif & l'algorithme d’Uzawa, dans le cas de contraintes inégalités, s’adapte sans difficulté au

cadre présent, le seul point étant de remarquer que dans le cas d’une contrainte égalité F(u) = 0, F doit
étre affine et non pas convexe. La convergence de u* vers @ sera donc garantie s’il existe un point selle, si
J est fortement convexe, si F' est affine (F' est alors automatiquement Lipschitzienne), et si les U; sont des
convexes (fermés). Notons également que d’aprés la question précédente, ’algorithme d’Uzawa coincide avec

I’algorithme de gradient pour maximiser la fonction duale G, lorsque celle ci est différentiable. Le Théoréme
10.5.4 relatif a l'algorithme de gradient montre donc que p”* convergera vers p si la fonction duale G est
fortement convexe, différentiable, et de dérivée Lipschitzienne.

Réponse a la Question 7. La solution optimale est évidemment @; = 1 et @2 = 0.5 (des deux fournisseurs,
le moins cher ne peut livrer que 1, on achéte la demande de 0.5 restante & ’autre fournisseur). La fonction
duale vaut
G(p)= inf w; —pus+ inf 2us —pus+ 1.5p ,
u1€[0,1] u2€[0,1]
=min(0,1 — p) + min(0,2 — p) + 1.5p ,

soit

G(p)

| p=2 p

L’optimum est p = 2. La dérivée G'(p) prend les valeurs +1 & gauche de p et —1 & droite de p : en utilisant
le fait que G'(p*) = F(u*) en tout point de différentiabilité de G (Question 5), on voit aussitot que ’on aura
un comportement oscillant pF+1 = p* +¢, pFt2 = pF+1 — ¢, par exemple pour p° < p et p¥ proche de p. Cette
difficulté est liée & la non-différentiabilité de G. Il faudrait prendre un pas ¢, tendant vers 0, de maniére &
supprimer oscillation, tout en faisant en sorte que Y., €, = +oc. Cependant, on a U(p) = (1,0) pour p < p
et p proche de p, et U(p) = (1,1) pour p > p : méme méme avec une telle suite e, pour laquelle p* convergera
vers p, u¥ ne convergera pas vers u (sauf peut étre dans le cas exceptionnel ot p* = p pour un certain k).

PARTIE B : PRINCIPE DU PROBLEME AUXILIAIRE DANS LE CAS D’UN COUPLAGE PAR LE CRITERE

Réponse a la Question 8. La fonction & minimiser est somme d’une fonction fortement convexe, K, et
d’une fonction convexe, u — (eI”(uF) — K'(u*)) - u 4 €S(u). Elle est donc fortement convexe, et elle est
évidemment continue. L’ensemble admissible est un convexe, fermé, non-vide, d’'un Hilbert. Le minimum est
donc atteint en un unique point.
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Le probléme (II.6) se décompose en n sous-problémes indépendants. En effet, la solution du probléme
de minimisation (I1.6) est de la forme u = (uy,...,u,), ou chaque u" est obtenu comme solution du sous-
probléme :

inf K (u;) + m(el (ub) = K'(u")) - u; + €Si(us)
Uq i
ou m; désigne la projection de V dans V; qui & (uq,...,u,) associe u;.
Réponse a la Question 9. L’application que ’on minimise étant convexe et différentiable, et I’ensemble

admissible étant convexe, une condition nécessaire et suffisante pour que wu soit un point minimum du
probléme (IL.6) est que I'inéquation d’Euler soit vérifiée, soit en l’occurrence :

(K'(u) + €T’ (u*) — K'(uF) + €S (u)) - (v—u) >0, Vo €U (II-B.2)
Si optimum est atteint en u = u**1, il vient aprés simplification et division par e :
(T’ (u¥) + S'(u¥)) - (v —u¥) >0, VweU . (I1-B.3)

On reconnait ici I'inéquation d’Euler au point u* pour le probléme consistant 4 minimiser la fonction convexe
différentiable T + S sur le convexe U. Le point u* est donc point de minimum pour ce probléme.

Réponse a la Question 10. La Proposition 10.1.5 du cours montre que I’ a-convexité de K est équivalente
a la propriété
K(w)>K(u)+ K'(u) -v—u+ %Hv—uﬂz , Yu,veU .
En posant v = uf, on obtient aussitot
o) = Jllu— | .

Réponse a la Question 11. En prenant v = u dans I'inéquation d’Euler (II-B.2) évaluée en u = u*+1, il
vient

(K (") + €T’ (uF) — K'(u*) + €S (uF)) - (v — ") >0, we V. (II-B.4)
Comme u* est point de minimum de 7'+ S sur U, on a aussi :

(T’ (u*) + S'(u?)) - (v —u?) >0 , VeV . (II-B.5)
En prenant v = u* dans (II-B.4) et v = u**! dans (II-B.5), en multipliant (II-B.5) par ¢, et en sommant, il
vient
(K (") + €T’ (uF) — K’ (u) + €S'(uF 1)) - (uf — ") + e(T' (uf) + S (W) - (P —uf) > 0

soit

(K’(uk+1) - K’(uk)) (uf — k) 4 e(T’(uk) — T’(uﬁ)) - (uf — bt

> E(S/(uk+1) — S'(uﬁ)) (Wt —ufy >0,
car S est convexe.
Réponse a la Question 12. On a
$u’) — p(uMt!) = K@) — K(u?) + K' () - (0f =) = K'(uh) - (uf — o)
> K@) (@ =)+ S = P @) (0 ) - K ) - (- )
@

_ 5 Huk“ _ ukHQ =+ (K/(uk+1) _ K/(uk)) A (uti _ uk+1)

ou l'on a d’abord utilisé I’ a-convexité de K, et simplifié ensuite. En utilisant maintenant 'inégalité (I1.8),
on déduit que
2

¢(u") — p(uF) >

= S M (T ) = T () - (0 — ) + (T () = T () - (= )

2 |

U — R 4 (T (wF) = T (")) - (uf — )

Y

W — )P+ ealluf — o - el — | flut — W]



en utilisant (I1.9), (I1.10) et 'inégalité de Cauchy-Schwarz. Nous pouvons minorer le dernier terme par

QO k41 k2
—||lu —u
=] [
pour un choix quelconque de § > 0. On a donc

)
+ ealjut — b | = S5 lu = ub? = Sl

o — evd ev
p(u”) — p(uth) > Tlluk+1 —u"|]* + e(a — %)Huﬁ — |

On a bien la propriété demandée, & condition que les constantes

0=

a — evd o 1/)
2 1T T
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soient toutes deux strictement positives, i.e., & condition que ¢ soit choisi tel que 6 < a/(ev) et 6 > v/(2a).

Dés que v/(2a) < a/(ev), i.e., dés que € < 2aa/v?, un tel choix est possible.

Montrons finalement la convergence de u”* vers uf. Il résulte de (I1.11) que ¢(u**!) < ¢(u”). En outre,
#(u*) > 0, en vertu de (I1.7). Ainsi, la suite ¢(u*) qui est décroissante et minorée converge vers une limite

#. Comme d’aprés (IL.11), ¢(u¥) — p(uF 1) > 7||uf — uF||? > 0, et limy,_ 00 ¢(uF) — p(uF*!) = — =0, on

a limy,_ o [Juf — u¥|| = 0, ce qui achéve la preuve.



