Chapitre 10

CONDITIONS D’OPTIMALITE
ET ALGORITHMES

Exercice 10.1.1 Montrer que la dérivabilité de J en u implique la continuité de J en
u. Montrer aussi que, si L1, Lo Vérifient

{ J(u+w) > J(u) + Li(w) + o(w) ,

J(u+w) < J(u) + La(w) + o(w) , (10.1)

alors .J est dérivable et Ly = Ly = J'(u).

Correction. Si J est dérivable au sens de Fréchet en wu, il existe une forme linéaire

continue L telle que
J(u+w) = J(u) + L(w) + o(w).
Alinsi,
|J(u+w) = J(w)| < |[L{[[w]l + |o(w)].

Le terme de droite convergeant vers zéro lorsque w tend vers zéro, J est continue
en u.
Considérons une fonction J vérifiant (10.1). De

J(u+w) > J(u)+ L (w) + o(w)

et
—J(u+w) > ~J(w) — Lo(w) + o(w),

on déduit que
0> (L1 — L) (w) + o(w).

Ainsi, pour tout réel a > 0,

o(aw)

02 (L = La)(w) + 25

(on applique I'inégalité précédente a cw et on divise par «). En faisant tendre «
vers zéro, on obtient que pour tout w,

0> (L1 — L) (w).
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Cette inégalité appliquée —w, nous donne l'inégalité inverse et finalement 1’égalité
Li(w) = La(w). 11 en découle que J est dérivable au sens de Fréchet et que J' =
Ll == LQ.

Exercice 10.1.2 (essentiel!) Soit a une forme bilinéaire symétrique continue sur

V x V. Soit L une forme linéaire continue sur V. On pose J(u) = 1a(u,u) — L(u).

Montrer que J est dérivable sur V' et que (J'(u),w) = a(u,w) — L(w) pour tout
u,w € V.

Correction. Il suffit de développer 'expression J(u + w). On obtient
J(u+w) = J(u) + alu,w) — L(w) + a(w, w)/2.

La forme bilinéaire a étant continue, a(w,w) est un petit o de ||w||. La fonction J
est donc dérivable et
<J/(u)7 ’lU> = CL(U, w) - L(w)

Exercice 10.1.3 Soit A une matrice symétrique N x N et b € R™. Pour z € R, on

pose J(z) = Az - x — b - x. Montrer que .J est dérivable et que J'(z) = Az — b pour

tout z € R,
Correction. C’est un cas particulier de I’Exercice précédent. On a
J(x+y)=Jx)+ (Ax —b) -y + Ay - y/2.

Ainsi, J est dérivable et si on identifie RY et son dual & 1’aide du produit scalaire
euclidien, on obtient
J'(z) = Az —b.

Exercice 10.1.4 On reprend I'Exercice 10.1.2 avec V' = L*(Q) (£ étant un ouvert
de RY), a(u,v) = [juvdz, et L(u) = [, fudz avec f € L*(Q). En identifiant V et
V', montrer que J'(u) = u — f.

Correction. D’apres I’Exercice 10.1.2,

<‘],(u)7 w> = a(u7 w) - L(w>7

(J'(u),w) = /Quw — fwdr = (u — f,w)r2q).

En identifiant L?(Q2) et son dual & Paide du produit scalaire L?(£2), on obtient
J(u) =u—f.

Exercice 10.1.5 On reprend I'Exercice 10.1.2 avec V = H}(Q) (Q étant un ouvert
de RY) que I'on munit du produit scalaire

(u,v) = /Q (Vu - Vv + uwv) dz.
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On pose a(u,v) = [, Vu-Vuvdz, et L(u) = [, fudz avec f € L*(Q). Montrer (au
moins formellement) que J'(u) = —Au - f dans V' = H~1(Q). Montrer que, si on
identifie V et V, alors J'(u) = ug ol g est I'unique solution dans H} () de

—Aug +ug=—Au—f dans
ug =0 sur 052

Correction. D’apres le résultat établi a I’Exercice 10.1.2, la fonction J est dérivable
et pour tout w € H}(Q) on a

(J'(u) /Vu Vw — fwdz.

Si u appartient & H?(Q) alors J'(u) appartient au dual de L?(f2). Suite & une
intégration par partie, on obtient

(J'(u),w) = —/Q(Au—i- fwdz.

Aussi, si on identifie L?(Q) et son dual & I'aide du produit scalaire L2(£2), on obtient
J'(u) = —Au — f. Si on utilise le produit scalaire H*({) pour associer une fonction
a J'(u), on obtient évidemment un autre résultat. Soit v 'élément de H}(Q) associé
a J'(u) par identification de H} () et son dual a I'aide du produit scalaire H'(€2).
En d’autres termes, v est I'unique élément de H}(Q2) tel que pour tout w € Hg(S2),

/Vv Vw + vwdz = (J'(u) /Vu Vw + fwdz.

Par intégration par partie, on en déduit que v est solution du probleme aux limites
vérifié par ug. Ainsi v = ug et, si on identifie H}(Q) et son dual & I'aide du produit
scalaire H', J'(u) = u.

Exercice 10.1.6 Soit € un ouvert borné de R™ (on pourra se restreindre au cas ou
N =1 avec Q2 =|0,1]). Soit L = L(p,t,z) une fonction continue sur ]RN >< R x €,
dérivable par rapport a p et t sur cet ensemble, de dérivées partlelles & et LIpSChIt—

ziennes sur cet ensemble. On pose V = H}(Q) et J(v) = / L(Vv(x),v(x),x)dx.
1. Montrer que J est dérivable sur H} () et que ’
(J' (), w) =
[ (5o Tueh o)) Vute) + G (Tuto) ). ool ) da

2. Si N =1 et Q =]0, 1], montrer que, si u € H}(0,1) satisfait J'(u) = 0, alors u
vérifie

i (Z_ﬁw’m,u(mm) - W) ule) ) =0, (102

presque partout dans I'intervalle |0, 1].
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3. Si L ne dépend pas de = (i.e. L = L(p,t)) et si u est une solution de classe
C?(]0, 1[) de I'équation différentielle (10.2), montrer que la quantité

L(u’(az‘), u(z)) — u’(:v)g—][; (u'(a:), u(x))

est constante sur l'intervalle [0, 1].

Correction.

1. Tout d’abord, comme L est dérivable par rapport a p et t, de dérivées Lip-
schitziennes, on a

oL oL K
L(p+q,t — L(p,t,x) — —(p,t,2) - ¢ — —(p, t,2)s| < —(|q]* +s]*).
P+ t+s2) = Lp,t) — 5 (0:12) - q = 5o (0 1 2)s) < (g + s
(10.3)
En particulier,
L(p,t.z) < C(1+|p|* +t°),
et J est correctement défini. On vérifie également que
oL oL
M(u)-w = /Q (a—p(Vu,u,m) -Vw + E(Vu,u,x)w) dx

est une forme linéaire continue sur H'(RY x R x Q). Enfin, d’apres l'inégalité
(10.3)

T+ w) () ~ M(u) -] <l

La fonction J est donc dérivable en u de dérivée M (u).
2. Si J'(u) =0, on a pour tout w € H}(0,1),

YroL, , , OL
/0<a—p(u,u,$)-w +E(u,u,$)w>d:v—0.

On en déduit que OL/dp(v’,u, x) appartient & H'(0,1) et que

d (0L, oL, ,
%(%(U,U,ZL‘))—E(U,U,Z’)—O

presque partout.

3. Comme u est de classe C?, les calculs suivants sont licites :

oL, ) _dLw) 0L d :
o <L(u,u)—u8p(u,u)) = o u o U ap(u,u)

= (aa_f(u', u) — d% (g—i(u’,u))) = 0.

et L(u',u) —u'0L/Op(u',u) est constant sur U'intervalle [0, 1].
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Exercice 10.1.7 Montrer qu'une fonction J dérivable sur V' est strictement convexe
si et seulement si

J() > J(u)+ (J'(u),v —u) Vu,v€V avec u#v,

ou encore
(J'(u)—J'(v),u—v) >0 Vu,veV avec u#v.

Correction. Notons tout d’abord, que ces équivalences ont été établies dans le
cours dans le cas convexe avec des inégalités larges.

Soit J une fonction dérivable. Prouvons tout d’abord que J est strictement
convexe si et seulement si

J() > J(u) + (J'(u),v —u) Yu,v€V avec u#uv.

Soit J une fonction strictement convexe, u et v € V' tels que u # v. On a

J(u;“) > J(u) + ('), S0,

De plus

J<u+v> _ J(u) +J(’u).
2 2
Ainsi,

J(v) > J(u) + (J' (u),v — u).
Réciproquement, si J vérifie cette derniere inégalité, pour tout couple (u,v), J est
convexe. Ainsi, pour tout u et v, non seulement 'inégalité précédente est vérifiée,
mais on a

27 (* ; %) > 27(0) + (J'(w), u — v).

En sommant ces deux inégalités, on obtient

e ; %) > J(w) + ().

Reste a prouver 1'équivalence entre la stricte convexité et la deuxieme inégalité.
Si J est une fonction strictement convexe, on vient de prouver que

J(v) > J(u) + (J'(u),v — u).
En commutant u et v dans cette inégalité, on obtient
J(u) > J(v) 4+ (J'(v),u —v).
Par sommation, on en déduit que
0> (J'(v) = J(u),u —v).

Réciproquement, si une fonction J vérifie cette inégalité pour tout couple (u,v), elle

est convexe. Ainsi,
(L) 20+ (50 25)
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et
5 20 (0 5,
d’ou
J<u~2H)) > M"_i(J/(U)_J,(U),U_U)
- J(u) + J(v)
2

et J est strictement convexe.

Exercice 10.1.8 Soit a une forme bilinéaire symétrique continue sur V' x V. Soit L

une forme linéaire continue sur V. On pose J(u) = 1a(u,u) — L(u). Montrer que .J est

deux fois dérivable sur V' et que J"(u)(v, w) = a(v, w) pour tout u,v,w € V. Appliquer
ce résultat aux exemples des Exercices 10.1.3, 10.1.4, 10.1.5.

Correction. Tout d’abord, on montre que J est dérivable. En effet,

J(u+v) = J(u) + a(u,v) + L(v) + %a(v, v)

et comme a est continue, a(v,v) = o(v). On a donc J'(u) = a(u,.) + L. Montrons
que J' est lui méme dérivable au sens de Fréchet :

J(u+w)=alu,.)+L+a(w,.)=Jw)+a(w,.).
Ainsi, J"(u)w = a(w,.) ou encore J"(u)(v,w) = a(v,w).

La fonctionnelle J(z) = %Ax -x — b-z de I'Exercice 10.1.3 est deux fois dérivable
dans RY et J”(z)(X,Y) = AX - Y.

La fonctionnelle J(u) = 1 [,uvdx — [, fudz de I'Exercice 10.1.4 est deux fois
dérivable dans L?({2 ) et J"(u)(v,w) = [, vwdz.

La fonctionnelle J(u) = %fg (Vu - Vo +w)de — [, fudz de PExercice 10.1.5 est

deux fois derlvable dans 0 (Q) et J"(u)(v,w) = [,(Vv- Vw4 vw) de.

Exercice 10.1.9 Montrer que si J est deux fois dérivable sur V' les conditions des
Propositions 10.1.4 et 10.1.5 sont respectivement équivalentes a

J"(w)(w,w) >0 et J'(u)(w,w)>alw|?* Vu,weV. (10.4)

Correction. Montrons que pour tout a > 0, les conditions de la proposition 10.1.5

sont équivalentes a
J"(w)(w,w) > aljw||?, Yu,w eV

(I’équivalence avec les conditions de la Proposition 10.1.4 est obtenue en choisissant
a = 0). Supposons que pour tout u et v,

J(w) > J(u) + (J'(u),v —u) + %Hu — .
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Comme J est deux fois différentiable,

Jw) = J(u+ w) 1
= J(w) + (J'(w), w) + 5" (w,w) + of||w]]),

ol w = v — u. Ainsi, pour tout w,
T (u)(w, w) + o([[w]|*) = alfw]]*.

Soit A un réel non nul. Quitte a remplacer w par Aw dans ’équation précédente, il
vient
N (w) (w, w) + o(A|w]*) > aX?[wl|*

et
J"(u)(w,w) + o(N*[lw]|*)/A* > alwl]?

En faisant tendre A\ vers zéro, on obtient J”(w,w) > aljw||?. Réciproquement, si
J"(w,w) > allw||?, On pose f(t) = J(u + t(u — v)). La fonction f est deux fois
dérivable,

f1(#) = (' (u+t(v —u),v—u)

et
@) =J" (u+tlv—u)(v—uv—u)>alv—ul*

Ainsi,
1
(1) - £(0) = / (0t > ol — ol
0

c’est a dire

(J'(u) = J'(v),u — v) > alu—blJ*.

Exercice 10.2.1 Soit K un convexe fermé non vide d'un espace de Hilbert V. Pour
x € V, on cherche la projection xx € K de x sur K (voir le Théoréme 12.1.10)

lz = zx]l* = min {J(y) = o —y[*} -
Montrer que la condition nécessaire et suffisante
(J'(zk)y—2K) >0 Vye K (10.5)
du Théoréeme 10.2.1 se ramene exactement a
(xg —x,x —y) <0, Yy € K. (10.6)

Correction. Soit
J(y) = llz —yl*.
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La fonction J est dérivable de plus, pour tous éléments zx et y de V, (J'(zk),y —
ri) = 2(x — vk, xx — y). La condition d’optimalité de xx (10.5) est

(J'(xk),y — xx) > 0 pour tout y € K,
c’est a dire
(x —xg,rx —y) > 0 pour tout y € K,

qui n’est rien d’autre que (10.6).

Exercice 10.2.2 Soit A une matrice réelle d'ordre p x n et b € RP. On considére le
probleme “aux moindres carrés”

inf || Az — b|>.

zeR"
Montrer que ce probleme admet toujours une solution et écrire |'équation d'Euler cor-
respondante.

Correction. On pose
J(x) = ||Ax — b|)*.

Soit K l'orthogonal du noyau de A. On introduit le réel o définit par

a= inf | Aul?
ueK ||ul|=1

Comme la sphere unité de K est un fermé compact, 'infimum est atteint en un
élément u de cette derniere. De plus, u ne peut appartenir a la fois au noyau de A et
a son orthogonal, car dans ce cas u-u = 0 d’une part et ||u|*> = 1 d’autre part. On
en déduit que a est strictement positif. On en déduit aisément que J est a-convexe
sur K convexe. Elle admet donc un unique minimum sur K qui est un minimum sur
R™, car J(z +y) = J(x) pour tout élément y du noyau de A. Comme

(J'(z),y) = 2(Az — 1) - Ay,
I'équation d’Euler correspondante J'(x) = 0 est
A*Ax = A*D.

Exercice 10.2.3 On reprend |I'Exemple 9.1.6

zeKerB

inf {J(w):%Ax-x—bx}

avec A matrice symétrique carrée d'ordre n, et B de taille m x n (m < n). Montrer
qu'il existe une solution si A est positive et qu’elle est unique si A est définie positive.
Montrer que tout point de minimum = € R"™ vérifie

AT — b= B*p avec p € R™.
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Correction. La fonctionnelle J est dérivable et J'(z) = Az —b. Ainsi, un élément T
de Ker B est un minimiseur de J sur Ker B si et seulement si, pour tout y € Ker B,
(AT —b) -y =0, c’est a dire AT — b € (Ker B)*. Enfin,

(Ker BYY = {r€R":Bx-y=0,Vy ¢ R™}+
= {ze€R":2-B*y =0y cR"}*
= ((ImB*)*)*
= ImB".

Il existe donc p € R™ tel que AT — b = B*p.

Exercice 10.2.4 On reprend I'Exemple 9.1.10. Montrer que I'équation d'Euler vérifiée
par le point de minimum u € H}(Q) de

1
inf {J(v):—/ |VU|2da:—/fvdx}
veH;(Q) 2 Ja Q

est précisément la solution du probléme variationnelle consistant a déterminer u € H} ()
tel que

/Vu -Voudr = / fvdr Vv e HRQ).
Q Q
(On retrouve ainsi un résultat de la Proposition 5.2.7.)

Correction.

J(u+v) = J(u)+/

Q

(Vu - Vv — fo)ds + % /Q IVv|? da.
Ainsi, J est dérivable en tout point u de H}(f2) et
(J'(u),v) = /Q(Vu -Vou — fo)dez,
Au point de minimum de J, J'(u) = 0, c’est a dire
/QVU -Voudr = /va dz pour tout v € Hy ()

Exercice 10.2.5 Soit K un convexe fermé non vide de V, soit a une forme bilinéaire
symétrique continue coercive sur V, et soit L une forme linéaire continue sur V. Montrer
que J(v) = 3a(v,v)—L(v) admet un unique point de minimum dans K, noté u. Montrer
que u est aussi I'unique solution du probléme (appelé inéquation variationnelle)

ve K et alu,v—u)>Lv—u) YveK.

Correction. La forme bilinéaire a étant coercive, la fonction J est fortement
convexe. Elle admet donc un unique minimum u sur le convexe fermé non vide
K. De plus, J étant symétrique,

(J'(u),w) = a(u,w) — L(w).
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Un élément v de K est un minimiseur de J sur K si et seulement si
(J'(u),v —u) >0, pour tout v € K,

c’est a dire
a(u,v —u) > Lv—u), YveK.
Exercice 10.2.6 Soit .J; et .J, deux fonctions convexes continues sur une partie con-

vexe fermée non vide K' C V. On suppose que J; seulement est dérivable. Montrer que
u € K est un minimum de J; + Js si et seulement si

(Ji(u),v —u) + Jo(v) — Jo(u) >0 VveK.

Correction. Soit v minimum de J; + J; sur K, alors pour tout v € K et h €]0, 1],
u+h(v—u)e K et

Ji(u+ h(v—u)) — Ji(u) N Jo(u+ h(v —u)) — Jo(u)

>0
h h -

De plus,
Ja(u+h(v—u)) = Jo((1 = h)u+ hv) < (1= h)Ja(u) + hJa(v)

d’olt
Ji(u+h(v—u)) — Ji(u)
h

En passant a la limite en A — 0, on obtient

+ Jo(v) — Jo(u) > 0.

(Ji(u),v —u) + Jo(v) — Jo(u) > 0 pour tout v € K

La réciproque découle de (10.7). Si J; et Jy vérifient I'équation précédente, J; étant
convexe, on a
S(v) = Ji(u) + (Jy(u), v — u).
Ainsi,
Ji(v) = Ji(u) + J2(v) — Jo(u) > 0 pour tout v € K

et u est un minimiseur de J; + J; sur K.

Exercice 10.2.7 Soit K un sous-ensemble d’'un espace de Hilbert V. Montrer que
pour tout v € K,

K(U>:{wev,a(vn)eKN,a(an)e(R:)N, :w}

—y

3 n __ 3 n __ ] v
lim, 00" =0, limy, 10" =0, lim, o

est un cone fermé et que K (v) = V si v est intérieur a K. Donner un exemple ou K (v)
est réduit a {0}.
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Correction. Montrons que K (v) est un cone. Tout d’abord, 0 appartient toujours a
K (v) (il suffit de choisir v,, = v). Soit w un élément de K (v) et  un réel strictement
positif. D’apres la définition de K(v), il existe une suite v,, d’éléments de K, une
suite g, de réels positifs tels que v, converge vers v, €, converge vers zéro et

Up — U

— w.
En

On pose &, = a~te,. On a
Up — U
— = aw,
€n

d’ott aw € K(v) et K(v) est un cone.
Montrons que K (v) est fermé. Soit w un élément de V' et w,, une suite d’éléments
de K(v) tels que w,, — w. On note v™™ et £™™ les suites telles que

lim ——— = w,,.

Pour tout § > 0, il existe m tel que
[wn — w]| < 0/2

Comme (v™™ — v)/e™™ converge vers w,, lorsque n tend vers l'infini et , il existe n
tel que

n,m

v — v

—mega/z ot "™ — o] <6

en,m

On a montré que, pour tout ¢ > 0, il existe vs = V™™ € K et g5 = ™™ € R tels
que

55§5a

H’l)g—v
J

—wH <4é et |lvs — v]| < 6.
€

Ainsi, w appartient a K(v).
Si K(v) est a 'intérieur de K, il existe un réel r strictement positif tel que la
boule de rayon r centrée en v soit incluse dans K. Pour tout élément w € V/,

Ut —w
w = lim
n—0 gn

€ K(v),

ou v" = v+ % et " = ——. En d’autres termes, V C K(v), d'ou K(v) = V.

n|w]| nflwll*

Enfin, pour K =0, K(0) = {0}.
Exercice 10.2.8 Soit A une matrice symétrique définie positive d'ordre n, et B une

matrice de taille m x n avec m < n. A I'aide des conditions d'optimalité du Théoreme
10.2.8, déterminer une expression explicite de la solution T du probléeme d'optimisation

Bx=c

1
min {J(:c)zﬁAx-x—b-x},

ou ¢ € R™ est un vecteur donné.
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Correction. Les conditions d’optimalité s’écrivent a nouveau
Az — b= B™p.

Ainsi, T = A7Y(b + B*p) et comme BT = c. Si B est de rang m, BA™!B* est
inversible et

p=(BA'B )" Y¢c—BA ) et s = A0+ AT'B*(BAT'B*) ' (c — BA™'b).

Si B n’est pas de rang maximal, les contraintes sont soit redondantes, soit contra-
dictoires. Si elles sont contradictoires, il n’y a pas d’optimum (I’ensemble de mini-
misation est vide). Si les contraintes sont redondantes, il existe p € R™ tel que

BA™'B*p=c¢— BA™ ',

et p est défini a 'addition d’un élément de Ker B* pres. Par contre, T est défini de
maniére unique par la relation 7 = A~*(b + B*p).

Exercice 10.2.9 On reprend I'Exemple 9.1.7. Soit A une matrice symétrique d’ordre
n et J(x) = Az - x. A I'aide du Théoreme 10.2.8, montrer que les points de minimum
de J sur la sphere unité sont des vecteurs propres de A associés a la plus petite valeur
propre.

Correction. On note K la sphere unité, définie par
K={xeR" : F(z) =0},

ot F((x) =1—|z|?. Les fonctions J et F sont toutes deux dérivables et en identifiant
R et son dual & I'aide du produit scalaire euclidien, on a

J(z) =24z F'(z) = —2x.

Ainsi, d’apres le Théoreme 10.2.8, si T est un point de minimum de J sur la sphére
unité, il existe \ tel que

J(T) + \F'(z) = 0,
c’est a dire

Az — AT = 0.

Toute solution optimale T est un vecteur propre de A de valeur propre A. Notons
que l'existence d’un minimiseur est évidente, K étant compact et J continue. Le
probleme de minimisation de J sur K est donc équivalent au probleme de minimi-
sation de J sur I’ensemble des vecteurs propres de A de norme un. Or pour tout
vecteur propre = de A (tel que ||z|| = 1) de valeur propre p, on a

J(x) = p.

Le minimum de J est donc atteint pour les vecteurs propres de plus petite valeur
propre.



189

Exercice 10.2.10 Rappelons que le probleme de Didon (Exemple 9.1.11) consiste de
déterminer £ et y : [0,£] — R tel que y(0) = y(§) = 0, maximisant

3
J(y) = / y(x)de,

sous la contrainte ¢
L(y) / VI E |y Pz — 1= 0.
0

En utilisant les résultats précédents et ceux de I'Exercice 10.1.6, montrer que la solution
du probleme de Didon est nécessairement un arc de cercle.

Correction. Soit y et ¢ solution du probleme de Didon. En particulier, y est
solution du méme probleme pour £ fixé. On souhaite prouver que toute solution y a
ce dernier probleme est un arc de cercle.

D’apres l'exercice 10.1.6, la fonctionnelle L est dérivable et pour toute fonction
v e H}(0,£]), on a

/ 5 1 /!
(L'(y),v) /o \/Twy v'dx.
La fonctionnelle J est également dérivable car linéaire. Ainsi, les conditions d’opti-
malité d’ordre un (Théoreme 10.2.8) impliquent que si y est une solution, il existe
A tel que
J'(y) +AL'(y) =0

pourvu que L'(y) # 0. Le cas L'(y) = 0 se traite de maniere trivial et conduit a la
solution y = 0. On a donc

0

/ ¢ A i

V+ ———=yv'dxr =
0 V1itly?

pour tout v € H}(]0,£[). En intégrant par partie le second membre de cette équation,
on en déduit que

, /
A ) =
VIt ly'?
et qu’il existe une constante C' telle que

/

—y pu—

V3i+lyP
Dans un premier temps, on éléve cette équation au carré afin de déterminer || en
fonction de z. On obtient

ANl 4+ C (10.7)

1
— —=1-(\"lz4+ 0~

L+ [y ( )
En substituant cette expression dans 1’équation (10.7), on en déduit que

. Nl +C
V1-z+C)?2)

Y
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Par intégration, il existe une constante D telle que

y=-\/1—-\lz+C)2+D.
Pour conclure, il suffit de constater que
(y — D)? + (x + \O)* = N2

Ainsi, (z,y(z)) est bien un arc de cercle. Remarquons que le multiplicateur de La-
grange A\ associé a la contrainte sur la longueur n’est autre que le rayon du cercle
obtenu.

Exercice 10.2.11 On étudie la premiere valeur propre du Laplacien dans un domaine
borné 2 (voir la Section 7.3). Pour cela on introduit le probleme de minimisation sur
K ={veHjQ), [,v’dx=1}

min {J(v) - /Q |Vv|2dx} |

Montrer que ce probleme admet un minimum (on montrera que K est compact pour les
suites minimisantes a I'aide du Théoreme de Rellich 4.3.21). Ecrire I'équation d’Euler de
ce probléeme et en déduire que la valeur du minimum est bien la premiére valeur propre
et que les points de minimum sont des vecteurs propres associés.

Correction. Pour tout v € Hj(£2), on note

1/2
el = ( [ 90d)
Q

D’apres I'inégalité de Poincaré, |- | Hi(e) est une norme équivalente a la norme usuelle
de H}(Q). Soit u, une suite minimisante de J sur K. D’apres le Théoreme de
Rellich, il existe une sous suite de u, (que nous noterons également u,,) et un élément
u € H}(Q) tel que u,, converge vers u dans L?(£2). Montrons que (u,,) est une suite
convergente dans Hy(€2). Tout d’abord,

2 2

2 2
n —uy | Nnliyo)  slye)  Jun + (10.8)
On note
h= ek I0)
et
an’p _ Unp, + up .
2 LQ(Q)

Comme u, converge vers u dans L*(Q), ||u||12¢) = 1 et u € K. De plus, oy, , converge
vers 1 lorsque n et p tendent vers l'infini. D’apres ’équation (10.8),

2 2
2 B |un|H01(Q) + ’up|H3(Q) Y 2

Up — Up

2

Up, + Up
200, p

Hg

(0] .
2 n,p
Hg
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Un, +Up

Comme 5
Qn,p

€ K, on a donc

2 2
2 |Un|H5(Q) + |up|Hé(Q) 9

Up — Uy
— 2 - an7p’LL‘

2

1
HO

Ainsi, |u, — u,| mp — 0 lorsque n et p tendent vers l'infini et u, est une suite de
Cauchy dans H{ (). Ainsi, u,, converge dans H}(Q) vers u et J(u) = p.
Soit F(v) =1 — [, |v|*dz. L’ensemble de minimisation K est donné par

K={ve H)Q) : F(v)=0}.

De plus, F est dérivable et pour tout v, w € H} (), on a

(F'(v),w) = — /vwdm.
0
de méme, J est dérivable et
(J'(v),w) = 2/ Vv - Vwdz.
0

D’apres le Théoreme 10.2.8, comme F” est non nul pour tout élément de K (et donc
en particulier pour u), il existe A tel que

J' (u) + A\F'(u) = 0,

c’est a dire tel que pour tout v € H}(Q),

/ Vu - Vodr = )\/ uvdx.
Q Q

Ainsi, u est un vecteur propre de valeur propre A. En choisissant v = u dans 1'ex-
pression précédente, on en déduit de plus que A = p. Enfin, on vérifie sans peine
que A est nécessairement la plus petite valeur propre du Laplacien avec conditions
aux bords de Dirichlet.

Exercice 10.2.12 Soit A une matrice n x n symétrique définie positive et b € R™ non
nul.

1. Montrer que les problemes

sup b-x et sup b-x
Az-xz<1 Az-z=1

sont équivalents et qu'ils ont une solution. Utiliser le Théoreme 10.2.8 pour cal-
culer cette solution et montrer qu'elle est unique.

2. On introduit un ordre partiel dans I'ensemble des matrices symétriques définies
positives d'ordre n en disant que A > B si et seulement si Az - x > Bx - x pour
tout z € R™. Déduire de la question précédente que, si A > B, alors B~1 > A1,
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Correction. 1. Tout d’abord, les deux problemes admettent tous deux une solution
en tant que probleme de maximisation d’une fonction continue sur un compact non
vide. On a pose J(x) = b - z. Soit T la solution du probleme de maximisation de .J

sur
K ={z € R" tel que Az -z < 1}.

Comme la dérivée de J est égale a b supposé non nul, le maximum de J sur K ne
peut étre atteint dans I'intérieur de K. Il est donc atteint sur le bord, d’ou

sup Ax-x = sup Azx-zx.
Ax-xz<l Azx-z=1

Les deux problemes sont équivalents. Reste a déterminer la solution de ces problemes.
D’apres les conditions d’optimalité du premier ordre, il existe A tel que

Az — b= 0.
Alinsi,
T=MA"'b.
Il ne reste plus qu’a déterminer le multiplicateur de Lagrange A pour définir = de
maniere unique. Comme AZ - T = 1, on en déduit que
M= (A-b)
On en déduit (A est nécessairement positif) que

A= (A" b)"YV2,

ce qui détermine T de maniere unique.
2. Soit A et B deux matrices symétriques définies positives telles que A > B. Pour
tout b non nul, on a

(A% 0)Y2 = sup b-z < sup b-z= (B 'b-b)Y2

Axz-z<1 Bz-x<1
) AN -1 -1
dou Bt > A",

Exercice 10.2.13 En théorie cinétique des gaz les molécules de gaz sont représentées
en tout point de I'espace par une fonction de répartition f(v) dépendant de la vitesse
microscopique v € RY. Les quantités macroscopiques, comme la densité du gaz p, sa
vitesse u, et sa température 7', se retrouvent grace aux moments de la fonction f(v)

p= f(v)dv, pu-/ v f(v)dv, 1pu2—i-ﬂpT—1/ [v2f(v) dv .
RN RN RN

2 2 2
(10.9)
Boltzmann a introduit I'entropie cinétique H(f) définie par

H(f) = [ f0)log (fw) av.
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Montrer que H est strictement convexe sur |'espace des fonctions f(v) > 0 mesurables
telles que H(f) < +o00. On minimise H sur cet espace sous les contraintes de moment
(10.9), et on admettra qu'il existe un unique point de minimum M (v). Montrer que ce
point de minimum est une Maxwellienne définie par

L o=l
(2rT)N2 °T )

Correction. La fonction p(t) = tlog(t) est strictement convexe sur R* \ {0}, en
effet, ¢"(t) = 1/t > 0. On en déduit que

M(v) =

HOP+0=00) = [ pl0f+(1 =0

< [ oot + (1= 0)elg)io
R
— OH(f)+(1—0)H(g).
Ainsi, H est convexe. De plus, I'inégalité est une égalité si et seulement si
pOf + (1 —0)g) = 0o(f) + (1 = 0)p(g)

presque partout. En particulier, si 6 est différent de 0 et 1, on en déduit que f =g
presque partout. La fonction H est donc strictement convexe (quitte a identifier les
fonctions égales presque partout). On a

(H().0) = [ (o8 ) + Vig(e) v

Les contraintes sont linéaires et les conditions d’optimalité du premier ordre im-
pliquent qu’il existe A\ et A3 réels, Ay € RV tels que

/RN<<logf(v)) F 14 A+ X v+ |vPA3)g(v) dv =0

pour tout g. En d’autres termes,

(log f(V) + 1+ X + A v+ [v]*A3 =0
presque partout ou encore

f(v) =exp(—=1— X1 — Xo - v — A3|v]?).

Reste a déterminer les multiplicateurs de Lagrange A, Ay et A\3. Un calcul un peu
fastidieux permet de montrer que
(1+)\1)€|)\2|2/4)\3
N
VA3

e~ (14X1) glA2[? /423

2\/)\—3N+2

Y

/ exp(—1 — A — Ao - v — As|v[H)dv = \/ENei
RN

/ vexp(—1 — A — Ay - v — A3|v]?)dv = VT A
RN
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et

/N v exp(—1 — A1 — Ay - v — A3|v]?)dv =
R

e () ool g\ ﬂﬁN ( | Aol )3 n ﬁN (|/\2| )5
PHRVArA VA NG

Les contraintes vérifiées par v nous permettent de déterminer les multiplicateurs de

-N
Lagrange. On obtient Ay = —u/T, A3 = (21)"" et e~ (T = \/ogT ~ e lul*/2T ),
d’ou on conclut que f = M.

Exercice 10.2.14 Calculer la condition nécessaire d’optimalité du second ordre pour
chacun des problemes d'optimisation suivants
1. Optimisation quadratique a contraintes linéaires (Exemple 9.1.6)

xe KerB

1
inf {J(w)zéAx-x—b-x},

ou A est une matrice carrée d'ordre n, symétrique définie positive, B une matrice rec-
tangulaire de taille m x n et b un vecteur de R".
2. Premiére valeur propre (Exemple 9.1.7)

inf {J(z)= Az =z},

z€R™ ||z||=1

ou A est une matrice carrée d'ordre n, symétrique définie.

Correction.

1. On note F' la fonction contrainte F'(z) = Bx. On a
J"(u)(v,v) = Av - v
De plus, F” = 0. La condition d’optimalité d’ordre deux est donc
Av-v >0

pour tout v € Ker B. Comme A est définie positive, cette condition est toujours
vérifiée.
2. On note F la fonction de contrainte F'(z) = x-x—1. D’apres la condition d’op-
timalité du premier ordre, si u est une solution du probleme de minimisation,
il existe A € R tel que
2Au + \u = 0.

Comme

J"(u)(v,v) = 2Av - v

et F"(u)(v,v) = v - v, la condition d’optimalité d’ordre deux est donc
24v-v+Xv-v >0

pour tout v tel que v -u = 0.
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Exercice 10.2.15 Soit A une matrice symétrique définie positive d’ordre n, et B une
matrice de taille m x n avec m < n et de rang m. On considere le probleme de
minimisation

zeR™, Bx<c

min {J(a:)—%Ax-x—bx},

Appliquer le Théoreme 10.2.15 pour obtenir I'existence d’'un multiplicateur de Lagrange
p € R™ tel qu'un point de minimum ¥ vérifie

AT —-b+B'p=0, p>0, p-(Brt—c¢)=0.
Correction. L’ensemble des solutions admissibles est défini par
K={zeR" : Fj(x) <0pourtouti=1,...,m},
ou Fj(x) = Byx — ¢;. Les fonctions F; sont dérivables et (F'(z),y) = By = (B;)* - y.
De méme, la fonction objectif

1
J(:L’):§Ax-:c—b~1:

est dérivable et
J'(z) = Az —b.

Comme les contraintes sont affines, elles sont automatiquement qualifiées. On peut
appliquer le Théoreme 10.2.15. Si T est la solution du probleme de minimisation
de J sur K, il existe donc p € R™ tel que

"(x)+ > piFl(x) =0, p; >0, pF =0,
c’est a dire

AT — b+ Z]%‘(Bz‘)* =0, pi>0, pi(BT—c;)=0.

ou, sous une forme plus compacte,
AT —-b+B'p=0, p>0, p-(Bx—c)=0.

Notons que K étant convexe et J fortement convexe, il existe un unique minimiseur
au probleme considéré.

Exercice 10.2.16 Soit f € L*(Q) une fonction définie sur un ouvert borné Q. Pour
e > 0 on consideére le probleme de régularisation suivant

min /|Vu| dx.
ueHl( , JJlu— f”LQ(Q)SE

Montrer que ce probleme admet une unique solution u.. Montrer que, soit u. = 0, soit
il existe A > 0 tel que u, est solution de

—Auc + AMue— f) =0 dans Q,
u. =0 sur 0f).
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Correction. On note J la fonction objectif

J(u) = / |Vul*dz
Q
et K I'ensemble des solutions admissibles, c’est a dire
K={veHyQ) : F(v) <0},

ou F(v) = |jv — f||%2(9) — €%, L’ensemble K est un convexe fermé tandis que la
fonctionnelle J est fortement convexe. Il existe donc une unique solution u. au
probleme de minimisation de J sur K. Les fonctionnelles J et F' sont toutes deux
dérivables et, pour tout v € H}(f2), on a

(J'(ue),v) = 2/ Vu..Vudz
Q

(F'(ue),v) = 2/(u6 — fudzx.

Q

Si la contrainte est active, c’est a dire si F'(u.) =0, on a F'(uc) # 0. Les contraintes
sont donc nécessairement qualifiées et d’apres le Théoreme 10.2.15, il existe un réel
A >0 tel que

J (ue) + AF' (ue) =0,  AF(ue) =0,

c’est a dire tel que pour tout v € H(Q),
/ Vue. Vo + Mue — flvde =0, AJjue — fl|72 —€) = 0.
Q

On déduit de la premiere équation que u, est solution du probleme aux limites

—Auc + Mue — f) =0 dans ,
ue =0 sur 0f).

Si la contrainte n’est pas active, A =0 et u =0 (cas € > || f]|z2)-
Exercice 10.3.1 On considere le probleme d’optimisation, dit perturbé

inf J(v), (10.10)

Fi(v)<uj, 1<i<m

avec Uy, ..., Uy, € R,
On se place sous les hypothéses du Théoreme 10.3.4 de Kuhn et Tucker. On note m*(u)
la valeur minimale du probléme perturbé (10.10).

1. Montrer que si p est le multiplicateur de Lagrange pour le probleme non perturbé
(c'est-a-dire (10.10) avec u = 0), alors

m*(u) > m*(0) — pu . (10.11)
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2. Déduire de (10.11) que si u — m*(u) est dérivable, alors

om*
Di = — o, (0).

Interpréter ce résultat (cf. I'Exemple 9.1.8 en économie).

Correction.

1. D’apres le Théoreme du 10.2.15, la solution ¥ du probleme (10.10) non per-
turbé est telle qu’il existe p; > 0 tel que

J @)+ piF!(v) =0, pF;(0)=0. (10.12)
Comme les fonctions J et F; sont supposées convexes, pour tout v, on a
Jw)+p-Flv)—J@) —p-F@©) > {(J'(v)+p- F'(v),v—1).
D’apres 1'équation (10.12), on a donc
J)+p-F(v)—J(@) > 0.

Enfin, si v est la solution du probléme perturbé, on en déduit comme F(v) < u
que
m*(u) +p-u—m*(0) > 0.

2. Supposons que 'application u — m*(u) soit dérivable. Dans ce cas,

om*
ou

m*(u) =m"(0) + —=—(0) - u + o(u).

Ainsi, d’apres la question précédente,

(ag;*(())+p) u+o(u) >0

pour tout u. En divisant cette équation par la norme de u, on obtient que pour
tout élément u de norme unité,

<8£*(0) +p> u >0,

En appliquant cette inégalité a —u au lieu de u, on en déduit que

om*

ou

Lorsque u augmente, I’ensemble des solutions admissibles croit. Ainsi, la valeur
de m*(u), solution du probleme de minimisation, ne peut que décroitre. Grace
au multiplicateur de Lagrange p, on a une information supplémentaire : il
nous permet de déterminer le taux de décroissance de m*(u) en fonction de
u. Plus p est important, plus une petite variation de uw par rapport a zéro

(0)+p=0.
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entrainera une forte variation de m*. L’exemple 9.1.8 modélise les choix d’un
ménage en matiere de consommation entre différents produits pour un bud-
get donné. Le ménage cherche a maximiser sa ”fonction d’utilité” sous sa
contrainte budgétaire. Le multiplicateur associé a la contrainte budgétaire
n’est autre que l'utilité marginale, c’est a dire correspond a l'augmentation
de la fonction d’utilité du ménage par rapport a l'augmentation de leur bud-
get.

Exercice 10.3.2 Donner un exemple de Lagrangien pour lequel I'inégalité
inf (sup L’(U,q)) > sup (inf L’(U,q)) . (10.13)
velU \ geP gepP \veU

est stricte avec ses deux membres finis.

Correction. On pose U =R, P =R et
L(v,q) = F(v+q),

ou F' est une fonction bornée non constante. On a alors

inf | sup L(v =sup F' > inf F' =sup | inf L(v .
(p ( ,q>) up I > inf 7 = sup ( ( 7Q>)
Exercice 10.3.3 Soit U (respectivement P) un convexe compact non vide de V' (res-
pectivement (). On suppose que le Lagrangien est tel que v — L(v, q) est strictement
convexe continue sur U pour tout ¢ € P, et ¢ — L(v,q) est concave continue sur P
pour tout v € U. Montrer alors I'existence d'un point selle de £ sur U x P.

Correction. Pour tout ¢ € P, on note ¢(¢q) "'unique minimiseur sur U de Iappli-
cation v — L(v, q) (I'existence est assurée par la compacité de U et la continuité de
L, Punicité par la stricte convexité de v — L(v, q)). De plus, on pose

F(q) = L(v(q),q) = min L(v, q).

velU

L’application F' est 'infimum d’une famille de fonctions concaves, semi-continues
supérieurement. Elle est donc elle méme concave et semi-continue supérieurement.
Comme P est compact et que F' est semi-continue supérieurement, F' admet au
moins un maximum sur P noté ¢*. On pose de plus v* = ¢(¢*). On va montrer que
(v*,q*) est un point selle de £ sur U x P, c’est a dire que

L(v* q) < LW, q") < L(v,q")

pour tout couple (v,q) € U x P. La deuxiéme inégalité est évidente et découle
simplement de la définition de v* = ¢(g*). Il reste a prouver que pour tout g € V,

L(v*,q) < £(o", ") (10.14)
Pour tout ¢t € [0, 1] et tout ¢ € V', on pose

vy = ((1 —t)q" +tq)
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D’apres la concavité de L(v,-), on a pour tout v € U
L(v,(1—t)g" +tq) > (1 =t)L(v,q") +tL(v,q),
d’ott on déduit (puisque ¢* maximise F' sur P et L(v;, q*) > F(q*)), que

F((1=t)q" +1tq) = L(v, (1 —t)q" + tq)
(1 —t)L(ve,q") +tL(ve, q)
(1 =t)F(q") + tL(v, q),

F(q")

AVARAVARLYS

ce qui donne en fin de compte que pour tout ¢ € V et tout t # 0,
F(q") > L(vi, q)-

Comme U est compact, il existe une suite ¢,, convergent vers zéro tel que v, soit
convergente. Soit ¥ la limite de vy, . D’apres I'inégalité précédente, on a

F(q*) = L(v",¢") > lim L(v,,, q) = L(0,q).

Pour conclure, il suffit donc de prouver que o = v* et ainsi obtenir I'inégalité (10.14).
Or, pour tout n on a

£<Utn’ (1 - tn)q* + tng)
L(v, (1 —1t,)q" + tnq).

(1 =t)L(vr,, q") + taL(vr,, q)

IA A

En passant a la limite, on en déduit que pour tout v € U,
L(0,q") < L(v,q").

Ainsi, 0 est un minimiseur de v — L(v,¢*). Comme cette derniére application est
strictement convexe, elle admet au plus un minimiseur et 0 = ¢(q*) = v*.

Exercice 10.3.4 Soit une matrice rectangulaire

10 42 35

-3 2 -1 2 -5 2

A= -4 2 -2 0 -1 2
-2 4 -1 6 -2 2

-1 2 -6 3 -1 1

On suppose que deux joueurs choisissent I'un une ligne ¢, I'autre une colonne 7, sans qu'ils
ne connaissent le choix de I'autre. Une fois révélé leurs choix, le gain (ou la perte, selon
le signe) du premier joueur est déterminé par le coefficient a;; de la matrice A (I'autre
joueur recevant ou payant —a;;). Montrer que la stratégie optimale de minimisation du
risque conduit a un probleme de min-max que I'on résoudra. Le jeu est-il équitable avec
cette matrice A7?



200 CHAPITRE 10. CONDITIONS D’OPTIMALITE ET ALGORITHMES

Correction. Le premier joueur cherche a maximiser son gain quelque soit le choix
du deuxiéme joueur, il choisit donc la ligne ¢ tel que min;a;; soit maximal. En
adoptant cette stratégie, son gain minimal est alors

(1 = maxmin a;;.
i

Le deuxieme joueur tient un raisonnement identique. Son gain minimal est donc

Gy = — mjin Max a;;.
On résout aisément ces deux problemes. La solution au premier probléeme pour le
premier joueur consiste a jouer la premiere ligne ce qui lui assure un gain au moins
nul (il ne peut pas perdre). La stratégie minimisant les risques pour le deuxiéme
joueur consiste a jouer la premiere colonne ce qui lui assure au moins un gain de —1,
c’est a dire au pire une perte de 1. Le jeu n’est pas équitable. Si les deux joueurs
adoptent cette stratégie, le premier joueur gagne 1 tandis que le deuxieme perd 1.

Exercice 10.4.1 On considere le probleme de commande optimal (10.72) avec K =
RM, f =0, 2=0, et zr = 0. Montrer que, pour tout ¢t € [0, 7],

T T
p(6)5(6) = Dy(T) - y(T) + [ Quls)-(s)ds+ [ RBD(s) - Bp(s)ds.
t t
En déduire que s'il existe ¢ty € [0, 7] tel que y(ty) = 0, alors y(t) = p(t) = 0 pour tout
t € [0,T]. Interpréter ce résultat.

Correction. Soit u la solution optimale au probleme (10.72), y I’état du systeme
et p I’état adjoint correspondants. On rappelle que la commande optimale est u =
—R™7!B*p. Ainsi, d’apres I'équation différentielle ordinaire (10.71) vérifiée par y,

De plus, on rappelle que

dt
On en déduit que
d * * —1 px*
Py = —Qyoy—Ap-y+p-Ay—Bp- R Bp

= —Qy-y— R 'B*p-B'p.

Par intégration, il vient
T
pyt) = p-y(T) +/ Qu-y-+ R 'B*p- B*pdt
¢

T
= Dy(T)'y(T)+/ Qy-y+ R 'B*p- B*pdt.
t
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S’il existe tg € [0, 7] tel que y(ty) = 0, on a p - y(ty) = 0. Comme tous les termes
du second membre de la formule précédente sont positifs ou nuls et de somme nulle,
ils sont tous nuls. En particulier, si ¢ € [to,T], R"'B*p- B*p(t) = 0. Comme R est
symétrique, définie positive, on en déduit que u(t) = R~*B*p(t) = 0. La commande
est donc nulle pour tout ¢ € [to, T, et y(t) = exp(A(t —to))y(to) = 0 pour t € [ty, T.
De méme, on obtient la nullité de p sur [ty,T]. Ce résultat n’est pas étonnant. Il
signifie que si on cherche a annulé y alors que y est déja nul, la commande optimale
consiste simplement a ne rien faire. Reste a prouver la nullité de y, u et p sur
I'intervalle [0, to]. 11 suffit de constater que le coupe (y, p) est solution d’un systeme
différentielle linéaire de condition initiale (y,p)(to) = (0,0) (la fleche du temps est
inversée). Ce systeme admet une solution unique : la solution nulle.

Ce résultat stipule que, si 1’état initial n’est pas 1’état cible, il n’est jamais
rentable d’atteindre exactement ce dernier. Le colit nécessaire pour s’approcher de
I’état cible devient plus important que le gain réalisé.

Exercice 10.4.2 Obtenir I'équivalent de la Proposition 10.4.4 et du Théoreme 10.4.6
pour le systeme parabolique

((99?; Ay =v + f dans |0, T[x

y = 0 sur |0, T[x0S
y(0) = yo dans Q

ol yp € L*(Q), f € L*(]0,T[xNQ), v € L*(J0,T[x) est la commande, et on minimise

T T
inf J(v :/ /Uthdx—l—/ / _Zthd[L'—f—/ T) — » le',
veL2(0,7[x2) (v) o Jo ; Q|y | Q|y( ) — 1

ol z € L*(]0, T[xQ) et 2r € L*(Q).

Correction. L’application qui & v associe y est linéaire continue de L%(]0, T[x)
dans C°([0,T); L*(Q2)). On en déduit que J est continue. De plus, J est forte-
ment convexe et admet donc un unique minimiseur. Combinaison de fonctions
différentiables, J est elle méme différentiable (I’application qui & v associe y est
dérivable car affine continue!) et

(J'(v)

</ /vwdwdt—i—/ / — 2 ywdwdt—l—/( (T)—zT)yw(T)dx> (10.15)

ol ¥, est solution du probleme parabolique
ay” — Ay, =w dans |0, T[xQ
yw =0 sur |0, T[x 0%
Yw(0) =0

La condition d’optimalité nécessaire et suffisante est J'(y) = 0. Comme dans le cas
présenté dans le cours, la formule précédente permettant de calculer la dérivée de
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J est inexploitable : elle nécessite pour chaque fonction test w la résolution dun
systeme parabolique. On peut obtenir une expression explicite de J' en fonction
d’un état adjoint p solution du systeme

—% — Ap=y—2z dans |0,T[xQ

p= sur |0, T[x 00
p(T) = y(T') — 2r.

On vérifie sans mal que

) = | ' [+ s

Exercice 10.4.3 Généraliser |'exercice précédent a |'équation des ondes.

Correction. Il s’agit d’étudier le probleme hyperbolique

( aZy
%—Ay:v—l—f dans 0, T[x$)
y=20 sur |0, T[x 02
y(0) = yo dans Q
dy

\ E(O) = Yo dans Q

ot yo € HJ(Q), y1 € LA(Q), f € L*(]0,T[xQ) et v € L*(]0, T[x) est la commande.
On minimise

T T
inf J(v :/ /v2dtdx+/ / —sztdx—i—/ Ty - de’
P Nl A A A () =zl

olt z € L*(]0,T[xN) et 27 € L*(2). A nouveau, J est dérivable, fortement convexe
et admet donc un unique minimiseur. De plus, la dérivée de J possede la méme
expression (10.15) que précédemment. Cependant, v, est dans ce cas solution du
probleme hyperbolique

% — Ay, = w dans |0, T[x{2
Y =0 sur |0, T'[x 0N

%w(()):o
=0

A nouveau, on peut introduire un état adjoint afin de déterminer explicitement J’.
L’équation vérifiée par I'état adjoint est

% —Ap=w dans |0,T[xQ

p=0 sur |0, T'[x 0%

];1(30) =0

9 — AT — y(T)
et

o)) = | ' [+ pwdzae

Notons que pour trouver I’état adjoint, on peut introduire un Lagrangien comme
dans le cas de la dimension finie.
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Exercice 10.5.1 Pour V = R? et J(z,y) = az? + by* avec a,b > 0, montrer que
I'algorithme de gradient a pas optimal converge en une seule itération si a = b ou si
2%9y° = 0, et que la convergence est géométrique dans les autres cas. Etudier aussi la
convergence de l'algorithme de gradient a pas fixe : pour quelles valeurs du parametre
1 la convergence se produit-elle, pour quelle valeur est-elle la plus rapide ?

Correction. L’algorithme de gradient a pas optimal converge en une unique itéra-
tion si et seulement si le minimiseur de J (en 'occurrence 0) appartient a la droite
paramétrée par la fonction ¢t — tJ'(z,y) + (z,y), c’est a dire si et seulement si (z, y)
et J'(z,y) sont colinéaires. Comme J'(x,y) = 2(az, by), 'algorithme converge en une
itération si et seulement le produit vectoriel entre (xo,yo) et (azo, byo) est nul, c’est
a dire si @ = b ou xoyy = 0. Dans le cas contraire, considérons (z,,y,) la solution
obtenue au bout de n itérations du gradient a pas optimal. Comme le pas est choisi
de maniere optimal, le gradient de J en (2,41, yns1) est orthogonal au gradient de
J en (x,,y,). Ainsi, le gradient de J en (2,42, Ynio) est colinéaire au gradient de J
en (Z,,y,). On en déduit que (x,,y,) et (Tp12, Yni2) sont colinéaires. Il existe donc
a(z,y) : R? — R tel que

(xn+2a yn+2) - 04(37717 yn)(l'na yn)

Enfin, pour tout réel r, on a a(rx, ry) = a(z,y). On a donc a(zp42, Ynt2) = a(Tn, Yn)
et a(zap, y2p) = a0, yo). Alnsi,

<x2p7 y2p) = a(xOJ yO)p(‘rm Z/O)
La convergence est donc géométrique.
Considérons l'algorithme de gradient a pas fixe. D’apres 'expression de la
dérivée de J,
Tpi1 = (1 —2ua)x, et yop1 = (1 — 2ub)y,.
Par récurrence évidente, on en déduit une formule explicite de (z,,,y,) :
Ty = (1 = 2pa)"xg et y, = (1 — 2ub)" yo.
La convergence a lieu lorsque max(|1 — 2ual, |1 — 2ub|) < 1, c’est a dire

p < min(at,b7h).

Le pas optimal est obtenu en minimisant 5 = max(|1 — 2ual, |1 — 2ub|) par rapport
a u. Par une étude graphique rapide, on obtient que le pas optimal est

fopt = (a+b)7t
La raison de la suite géométrique est alors
g =la—"0bl/(a+D).

Pour terminer, notons qu’on peut également calculer explicitement la raison §’ de
la suite dans le cas de I'algorithme a pas optimal. A titre indicatif, on obtient

—1/2
B = |a— bl|zo|lyo| Vab ((az? + byd)(a®x? + b)) 2.
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L’algorithme du gradient a pas optimal converge au moins aussi rapidement que
I’algorithme a pas fixe optimal. La convergence des deux algorithmes est identique
si a = b ou a|zg| = blyo|.

Exercice 10.5.2 Soit V = RY et K = {z € R tel que SV, x; = 1}. Expliciter
I'opérateur de projection orthogonale Py et interpréter dans ce cas la formule

Uns1 = Pr(u, — pd' (uy)) (10.16)

définissant |'algorithme de gradient projeté a pas fixe en terme de multiplicateur de
Lagrange.

Correction. L’opérateur de projection sur K est défini par
Px(u)=u—(1—wu-n)n/N,
oun = Zf\il e;. L’algortihme de gradient projecté peut donc s’écrire sous la forme

Unpr = Pr(up — pJ (un)) = wn — p(J (un) — N_l(‘],<un) -n)n)
= uy, — p(J (un) — Aun)

avec

Ao = N"HJ (uy,) - n).
Si un point fixe est atteint, on obtient qu’il existe un réel \ tel que
J' (u) — An =0,

et on retrouve les conditions d’optimalité du premier ordre assoicé au porbleme de
minimisation de J sur K.

Exercice 10.5.3 Appliquer |'algorithme d'Uzawa au probleme

min {J(v) _ %Av w—b- v} | (10.17)

veRN, F(v)=Bv—c<0

ol A est une matrice N x N symétrique définie positive, b € R, B une matrice M x N
et ¢ € R™. Si la matrice B est de rang M, ce qui assure 'unicité de p d’aprés la
Remarque 10.3.12, montrer que la suite p” converge vers p.

Correction. Le Lagrangien associé a ce probleme est
1
L(v,q) = §Av-v—b-v—|—q‘(Bv—c)

avec q € Rf . Soit p™ la suite de multiplicateurs obtenus par l'algorithme d’Uzawa
et u" la suite d’éléments de R définie par

L(u",p") = min L(v, p"). (10.18)
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On rappelle que p"™! est déterminé a 1'aide de p" par
P = Poys (" + pF(u"), (10.19)

ou pu est le pas de l'algorithme, choisit suffisamment petit. La matrice A étant
symétrique définie positive, le probleme (10.18) admet comme unique solution

u" =AYb — B*p).
En explicitant la définition (10.19) de p"*! en fonction de p™, on obtient
p"t = Pau ((Id =uBA™'BY)p" + p(BA™'b — ¢)) .

Afin de prouver la convergence de la suite p”, il suffit de montrer que I'application
qui & p"*! associe p" est strictement contractante. Comme la projection PMI est
contractante, il suffit de prouver que I'application

g+ (Id—puBA™'B*)q + n(BA™'b — ¢)

est strictement contractante. Comme B est de rang M, la matrice BA™'B* est
définie positive. Pour p suffisamment petit, la matrice Id —uBA~!1B* est symétrique,
définie positive de valeurs propres strictement plus petites que 'identité. L’appli-
cation précédente est donc strictement contractante et ’algorithme convergent. On
note p sa limite. La suite u™ est également convergente et sa limite u est telle que

Au—b+ B*p=0. (10.20)
Enfin, comme p = Pga (p+ pF(u)), pour tout ¢ € RY, on a

(p = (p+ pF(u))) - (¢ —p) 20,
c’est a dire F(u) - p > F(u) - g. On en déduit que
F(u) <0 (10.21)

et que F(u) -p > 0. Or comme F(u) < 0 et p > 0, on a également F(u)-p < 0.
Ainsi,

F(u)-p=0. (10.22)
De (10.20), (10.21) et (10.22), on conclut que u est solution du probleme de mini-
misation étudié.

Exercice 10.5.4 En plus des hypothéses de la Proposition 10.5.10, on suppose que
les fonctions J et F, ..., F)s sont contindiment différentiables. On note de nouveau /()
I'’ensemble des contraintes actives en u, et on suppose que les contraintes sont qualifiées
en u au sens de la Définition 10.2.13. Enfin, on suppose que les vecteurs (Fi’(u))iel(u)
sont linéairement indépendants, ce qui assure |'unicité des multiplicateurs de Lagrange
Ay oo A tels que J'(u) + 30N N FY(u) = 0, avec \; = 0'si i ¢ I(u). Montrer alors
que, pour tout indice i € {1,..., M}

lim F max (Fi (1), 0)} ~

e—0 | g
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Correction. Pour tout i ¢ I(u), on a F;(u) < 0. Ainsi, pour € assez petit, on a
Fi(ue) < 0 et max(F;(ue),0) = 0. En particulier, pour tout i ¢ I(u), on a bien

lim F max (Fi(u.), 0)} 0=\

On pose
J.(v) = J(v) + € Z [max(Fj(v),0)].

Les fonction F; étant supposées continiiment dérivables, J. est dérivable et
M
J(v) = J(v) + 2 Z max(F;(v),0)F; (v).
i=1
Comme u, minimise J¢, on a J/(u.) =0 et
M
J'(ue) = =2 " max(F(uc), 0)F (u). (10.23)
i=1

De plus u,. converge vers u pour lequel
T(u) == NF(u). (10.24)
i€l (u)

Comme les applications linéaires (F}(u));cr() sont indépendantes, il existe une fa-

mille (a;)ieru) d’éléments de RY telle que

(F(u),a5) = ]

]

pour tout ¢ et j € I(u). Comme F(u.) converge vers F/(u), pour € assez pe-
tit, la famille (Fj(uc))icrwy est indépendante et il existe une famille (af)icrw) €
Vect((a;)icr(u)) telle que

(F{(uc),a5) = 8]
pour tout i et j € I(u). De plus, pour tout i € I(u), a converge vers a;. Enfin, pour
tout ¢ € I(u),

—2¢ ' max(Fi(u),0) = < — 2t Z maX(Fj(ue),O)F;(ue),af>.

JEI(u)

Comme ¢! max(F;(u),0)) converge vers zéro pour tout i ¢ I(u),

M
lim —2¢ ! max(Fj(u),0) = lim—2¢* Z max(F}(ue), 0) (F}(ue), a)
j=1

= lim{J'(u.),as)

(3
€

= (J'(u),a;) = \;.



