Chapitre 2

METHODE DES DIFFERENCES
FINIES

Exercice 2.2.1 Montrer que le schéma a six points

u;irll — Ui " Buj ™ —ul) " wit —
12At 6At 12At 51
n+1+2un+l_un+l g +2 no__ ,n (>
j+1 Ujq T 2l — Uiy
v +v =0
2(Azx)? 2(Ax)? N
n'est rien d'autre que le f-schéma
witt — w42t — —ul_y 4 2ul — u?
Y L Gy— (A) 2L (1-0w J‘l(A )92 _0 (22)
x x
avec 0 = 1/2 — (Ax)?/12vAt
Correction. Il suffit de constater que
witl =l N Sluftt —uf) N wit =l
12At 6At 12At
= (uj ™" — ) + W U _ 2(uj ™ = uj) + u —
At 12At 12At 12At
_ (ul ™t —ul) B w20 =l 4 2u) —
At 12At 12At

En remplacant cette expression dans le schéma a six points, on en déduit que ce
dernier est équivalent a

ultt— (v (B —uit 4 20—
At 2 124t (Az)?
(v B\ 2
2 " 12A¢ (Az)?

qui n’est rien d’autre que le § schéma avec § = 1/2 — (Ax)?/12vAt.
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Exercice 2.2.2 Pour chacun des schémas de la Sous-section 2.2.1, vérifier que |'erreur
de troncature est bien du type annoncé dans le Tableau 2.1. (On remarquera que tous
ces schémas sont consistants sauf celui de DuFort-Frankel.)

Correction. Le calcul de I'erreur de troncature d’un schéma est souvent délicat a
mener. Si on ne procede pas de maniere soignée et méthodique, on peut aisément
se retrouver englué dans un calcul inextricable, dont le cout croit exponentielle-
ment en fonction de l'ordre a déterminer. Quelques regles simples permettent en
général d’éviter ce travers. L’erreur de troncature se calcule en développant tous les
termes du schéma au méme point a l'aide des formules de Taylor. Le point choisi n’a
évidemment aucune influence sur le résultat obtenu (I’ordre du schéma ne dépend pas
du point considéré). Par contre, ce choix influe sur la taille du calcul qui en résulte.
Il est recommandé de diviser le calcul en plusieurs étapes. Les développements cal-
culés lors d’une étape pouvant étre réutilisé a une autre. Il faut absolument utiliser
I'équation vérifiée par la solution (par exemple remplacer les dérivées en temps par
des dérivées en espace). Cela simplifie considérablement les calculs, et nous permet
de déterminer I'ordre optimal du schéma. Enfin, il faut éviter a tout prix d’effectuer
des calculs inutiles et ne pas manipuler des termes d’ordre non significatifs. Enfin,
un petit truc classique consiste a utiliser les symétries du schéma, qui peuvent im-
pliquer que les termes non nuls du développement sont nécessairement soit pairs,
soit impairs.

Les schémas explicite, implicite et de Crank-Nicholson ne sont que des cas par-
ticuliers du #-schéma. Ce dernier possede des termes communs avec le schéma a 6
points dont nous donnons le développement ci-dessous. Le schéma d’ordre le plus
¢élevé étant le schéma a 6 points, d’ordre 2 en temps et 4 en espace, on peut donc
négliger les termes en o((Az)?) et o((At)?). On effectue nos développement au point
(tn, ;) (un autre choix raisonnable consisterait a effectuer les développements au
point (t, + At/2,x;)).

Remarque 2.2.1 Une fonction f(h) est un “petit o” de g(h) (f = o(g)) si pour
tout réel & positif aussi petit soit-il, on a |f(h)| < Cd|g(h)| dés que |h| est assez
petit.

Par développement de Taylor, puis en utilisant le fait que u est solution de I’équation
de la chaleur, on a

u(tnar, 75) — ultn, ;) _
At

ou  Atd*u  (At)? 03u N
(G5 + 350 + 05 ) +ol(ar7)
0%u o At 0*u 5 (At)? O%u 9
(y@—i-y 5 +v 5 8:66) (tn, ;) + o((AL)7).
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De méme,

U(tn, ij_l) — 2U(tn, .’L’j) + u(tn, ajj—i—l) _
(Ax)?

Pu  (Ax)?2 ' _(Ax)* OSu A
<ag;2 LTI P 8m6> (tns 25) + o(A)7).

En remplacant n par n + 1 dans l'expression précédente, on obtient suite a un
développement en (%, z;) que

Wtnar, Zj-1) = 2u(tnir, 25) + wltnar, Ti1)
(Az)?
Pu  (Az)?0*u  _(Ax)* OOu
(8:132 T e T e ax6> (tn: 23)

Pu  (Ax)? Ou
+At(8t8x2+ 12 8t8x4>(t"’xj)

+ <A2t> ( ag a“ﬁ) (tas25) + 0 (D) + (AL)?).

De léquation du/0t = vd*u/dz?, il vient

U(tngr, 1) = 2u(tngr, 25) + ultni, v41) [ OPu (Ax)® @
(Az)? oz T2 A g
(Az)*  v(AH)(Az)?  VA(AL)?
+<2 o T 12 T2

) giﬁé) (tn, ;) + o((Az)* + (At)?).

1. Consistance des schémas explicite, implicite, 6-schéma et Crank-Nicholson.
Par combinaison linéaire des développements calculés précédemment,

Ultnir, 75) = ultn, %) o =Ultnirs 8jm1) + 20t 75) = ultnrr, 1)

At (Ao
+(1— Q)V_u(t"’ Tj1) + QELA(ZL)’;C» — U(tn, Tj11)
-0t

L (At g ((Al?Q n At) —(1-0) <A1*’;)2) y%
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Apres simplification,

u(tni1, T5) — ultn, ;) s —u(lps1, Tj—1) + 2u(tntr, 7)) — ullps1, Tj41)
At (Az)?

oy, —ultns 1) + 2u(te, ;) — u(tn, Tj41)
+(1—-0)v (D)2

(-0 vae— BEY 2 (10 (a2
+ o((At)? + (Ax)?).

Ainsi pour 6 # 1/2 (en particulier pour les schémas explicite et implicite), le 6-
schéma est d’ordre un en temps et deux en espace, tandis que le schéma de Crank-
Nicholson est d’ordre deux en temps et en espace.

2. Consistance du schéma a 6 points. Il nous reste a considérer le terme

Ultnis, Tjar) = Ultn, T1) | Ultnsr, Zjm1) = Ultn, 1)

At At

D’apres le développement effectué au début de l'exercice, puis en développant le
résultat obtenu en (¢,,x;), on a

U(tng1, i) — ultn, Tj1) N U(tni1,2j-1) — ultn, xj-1)
At At
_, 0?u N vAt 9*u N V2 (At)? 9%u (b 1)
-~ \ 0x2 2 Ozt 6 920 ) Tt
Pu  vAtO'w  vE(AL)? 0%
. At)?
+V<6x2 T e T 6 a:c6) (s Z31) + oL AE))

_ (s 0%u N vAt 0*u N v2(At)? 95u (A O'u N vAt 0%
— "\ aa2 2 Ox* 6 O0x A\ et 2 015

v(Az)* 95y

- 8—) (tnr2)) + 0((A0) + (Aa)").

Soit,

(b1, Tjs1) — ultn, Tjt1) n U(tnt1, Tj—1) — ultn, Tj-1)

At At
0%u ) o Ot (A2 VPAH(Ax)E v(Ax)*t OSu
= 2o+ (VAL + v(Az)?) ot ( T 5 + =7 ) 525

+o((At)? 4 (Ax)Y).

Par combinaison linéaire avec les autres développements effectués, on obtient (apres



simplification)

Wtns1, Tj1) = wtn, Tj11) | S(Utnrs, @) — ultn, 7))

12At 6At
" U(tnir, Tj—1) —ultn, xjo1) V“(tnﬂa zj-1) = 2ultni1, T5) + ultngr, Tjp)
124t 2(Az)?
Cu(les mio1) = 2ultn, ;) 4 ultn, Tj41)
2(Ar)
3 6
_ (%V(Axyl _ E(At)2> % +o((A)* + (AL,

Le schéma a 6 points est donc d’ordre 4 en espace et 2 en temps.
3. Consistance du schéma de DuFort-Frankel (2.7). On a

u(thrl,SL']) - U/(tn717xj> . @ _|_ ﬁ ’
2AL ot P \\Ae

et

—u(tn, Tj1) + ultngr, T5) + ultn_1, ;) — ultn, Tj41)

(Az)?

__Jw (A 262”—(M)284u+ A 2+(A )?
o2 T\ Az) o T 12 ot O\ \Ax v
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En combinant ces deux expressions, on en déduit que, si u est solution de I’équation

de la chaleur,

U(tnt1, ) — u(tn-1,7;)
2At
—U(tn, $j_1) + u(tn+17 37]') + U(tn_l, l'j) — U,(tn, [L’j_H)
(Az)?

At\? (Ax)?\ d'u At\?
A N C O A A e
Ax 12 oxt Az
Le schéma n’est pas consistant au sens classique, mais il 1’est si on suppose que
rapport At/Ax converge vers zéro. Un choix optimal de At en fonction de Az po
avoir un schéma d’ordre élevé est de choisir At du méme ordre que (Az)?. Dans

cas, le schéma est d’ordre 2 en espace.
4. Consistance du schéma de Gear (2.8)

+v

Bu(tygr, ;) — 4u(ty, x;) + u(t,—1, x;)

= (2080 % = 27T (b, ) + O((B1))

le
ur
ce
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et

—u(tpi1, 333‘71) + 2u(tyq1, l’j) — u(tnt1, %‘H)
,0*u  (Az)* d*u

:<_(Ax)aﬁ“ 24 &w)dm*ﬂw‘%o«A$W)

En appliquant ces deux développements de Taylor a la solution u de 1’équation de
la chaleur, on obtient

Bu(tng1, xj) — dulty, x;) + u(ty—1,x;)
(Az)?
—u(tns1, @jo1) + 2u(lnr1, 75) — ullnr1, Tj41)
2At
v(Az)? 0'u  (At)? O5u

— 3 3
= 51 ax4+ 3 8x6+0((At) + (Ax)?).

Le schéma de Gear est donc d’ordre 2 en temps et en espace.

+v

Exercice 2.2.3 Montrer que le schéma de Crank-Nicholson (2.2) (avec § = 1/2) est
stable en norme L™ si vAt < (Ax)?, et que le schéma de DuFort-Frankel

ulttt — ! —ul T T =
J b 4y J J J+

2At (Az)?2 =0 (2:3)

est stable en norme L™ si 2vAt < (Ax)? (on applique aux deux schémas des conditions
aux limites de type Dirichlet homogenes).

Correction. On va montrer que sous une condition CFL appropriée, le schéma de
Crank-Nicholson vérifie le principe du maximum discret. Soit k et [ tels que

uptt = M = maxu* et wftt = m = minu”

J J

+1
Notons que M est positif ou nul et m négatif ou nul. On va montrer que
M < max((),mjaxu?) (2.4)
et min(0, minuj) < m. (2.5)

J

Dans un premier temps, on considere I'inégalité (2.4). Cette derniere est trivialement

vérifiée si M = 0. On peut donc se restreindre au cas M # 0. Le maximum de u}”l
pour tout j € {0,---, N + 1} est atteint en un élément k € {1,--- , N} et d’apres
(2.2) avec § = 1/2,
M — uy; — U+ 2up — Uy,
<0
AL VT oAy =0

soit

vAt n vAt "
M < (1 - (AJC)Q) uy + m(uk—l + Ugyq).
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Si
vAt < (Ax)?, (2.6)

le terme de droite est une combinaison convexe des coordonnées de u", et le premier
point de (2.4) est vérifié. La minoration (2.5) de m s’en déduit en remplagant u™
par —u™ et M par —m. Si la condition CFL (2.6) est vérifiée, le schéma de Crank-
Nicholson vérifie le principe du maximum discret. En conséquence, il est stable pour
la norme L*°.

Le schéma de DuFort-Frankel (2.3) est défini par

L _i_L un+1 _ L - L unfl 4 L(un +un )
2At - (Ax)?2) 7 \2At (Ax)?2) Y (Ag)2t -t 7 A

Si 2vAt < (Az)?, uf™ est une combinaison convexe de uf ™!

est stable pour la norme L, c’est a dire

, ul_y et ujy . Ainsi, il

[ oo < max (J[u’loc, [l o) -

Exercice 2.2.4 Montrer que le f-schéma (2.2) est stable en norme L? inconditionnel-
lement si 1/2 < 6 < 1, et sous la condition CFL 2(1 —20)vAt < (Az)?si0< 60 < 1/2.

Correction. Etudions la stabilité en norme L? du #-schéma. Par application de la
transformation de Fourier, il vient

20vAtL il
(1 + W(l — cos(2k’7rAa:))> " (k) =

26— Dvat — cos(2kmAx)) ) 0"
(1—1— (An) (1 (2kmA ))) (k).

Ainsi, le schéma sera stable en norme L? dés que

200 At
(Az)?

2(60 — 1)vAt
(B

‘1 + (1- cos(%m@)‘ < ‘1 + (1- COS(QkWAx))‘ (2.7)

pour tout k. Comme 1 — cos(2kmAxz) = 2sin*(krAx), on peut rééerire (2.7) sous la
forme

{_ 4uAtsin®(krAx)
(Az)? + 40v At sin? (kT Ax)

ou encore
4uAtsin®(krAz) <9

<
= (Az)? + 40vAtsin®(krAx) —

Comme @ est positif, cette condition est équivalente a

(Az)? > 2(1 — 20)vAtsin®(krAx).

Cette derniere relation est vérifiée pour tout k deés que (1 —260) < 0 ou (Az)? >
2(1 — 20)vAt.
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Exercice 2.2.5 Montrer que le schéma a 6 points (2.1) est inconditionnellement stable
en norme L.

Correction. Par transformation de Fourier appliquée au schéma a 6 points (2.1),
on obtient

cos(2kmAx) 5 il om y .

c’est-a-dire

6Uv AL
(Az)?

(5 + cos(2kmAx) + (4— COS(2/€7TA$))) Gl —

6U AL

(5 + cos(2kmAz) — W(

4— cos(2k:7rAx))> .

Le schéma est donc L2-stable des que

6v AL

54+ COS(ZkZ?TAJZ) + W

(4 — cos(2kmAx))

6U AL

W<4 — cos(2kmAx))

Y

> ‘5 + cos(2kmAx) —

relation qui est trivialement vérifiée indépendamment de Az et At.

Exercice 2.2.6 Montrer que le schéma de Gear

n+1 n n—1 n+1 n+1 n+1
2At (Ax)? B '

est inconditionnellement stable et donc convergent en norme L2

Correction. En appliquant la transformation de Fourier au schéma de Gear (2.8),
on obtient
(3 + csin®(krAx)) 4" = 44" — 4", (2.9)

8vAL

ol ¢ = Xz

On introduit le polynéme (dépendant implicitement de k et c¢)
P(X) = (3 + csin®(krAr)) X? — 4X + 1.

On note A;(k,c) et Ay(k,c) les racines (éventuellement complexes) de P et on
pose A(k,c) = (Aa(k,c) — M\i(k,c))? Le discriminant de P vaut précisément (3 +
csin?(krAz))?A(k, c) et a donc le méme signe que A(k,c). Les solutions de (2.9)
s’expriment explicitement en fonction de 4°(k) et 4! (k)

(22328 ) a0 + (BE30) (k) si Al ) 0,
(1 —n)A2aC (k) + nA ot (k) si A(k,c) = 0.
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Une condition nécessaire de stabilité inconditionnelle est donc
Ak, o) < 1et |Aa(k, o) <1 (2.10)

pour tout entier k et toute constante positive c. C’est justement la condition nécessaire
de stabilité de Von Neumann !

Cependant, cette condition n’est pas suffisante. En particulier, si le polynome
P admet une racine double (i.e. A(k,c¢) = 0) et si cette racine est de module un,
alors |0"(k, ¢)| n’est pas borné, sa croissance étant linéaire en fonction de n. D’autre
part, a supposer que A(k,c) # 0, il n’existe pas de majoration évidente du module
de 4" (k,c) uniforme par rapport a c et k, le rapport |Aa(k,c) — A1 (k,c)|~! conver-
geant vers l'infini lorsque A(k,¢) tend vers zéro. Afin que le schéma soit stable, il
faut s’assurer que lorsque A(k,c) est proche de zéro, |Ai(k,c)| et |[Aa(k, c)| restent
strictement plus petits qu’une constante inférieure a 1. Plus précisément, pour que
le schéma soit stable, il suffit de prouver qu’il existe deux réels § > 0 et § < 1 tels
que pour tout entier k£ et tout réel positif ¢, on ait

IA(k, ¢)| < & = max(|\(k, c)], [ha(k,c)]) < B < 1. (2.11)

En effet, supposons que les conditions (2.10) et (2.11) soient vérifiées et posons
C(B) = max,nB" ! : comme 0 < f < 1, C(B) < +oo. Afin d’étudier la stabilité
du schéma, on considere trois cas différents suivant la valeur de A(k,c) : |A(k, )|
grand, |A(k, c)| petit et A(k,c) nul. Si |A(k, c)| > 6, alors

A — AT
=1 <2/V§.27277
‘ Ao — A |~ /\/_
Si0 < |A(k,c)| < 0, alors
)\3 — )\? — pyn—1—p n—1
M — M| PBRIH < nmax(|A1], [A2])" < C(B) ,
p=0

enfin si A(k,c) =0, n|A\;|"! < C(B). De ces trois inégalités, on en déduit que
[a" (k)| < K(|a" (k)| + @' (K)])

ot K =14 (C(B8) +2/V6). Ainsi, ||a"| 2 < V2K (||u|| 2 + ||ut]|z2).

Reste a prouver que les conditions de stabilité (2.10) et (2.11) sont satis-
faites. Tout d’abord, vérifions que les modules des racines du polynéome P(X) sont
effectivement inférieurs a 1 (condition de Von Neumann). Si le discriminant est
négatif, les racines sont conjuguées 'une de l'autre. Leur module est alors égal a
(3 + csin?(knAx))~2 qui est en effet inférieur & un. D’autre part, si A est une
racine réelle de P(X), on a

3N — 4N+ 1 = —csin®(krAz)A* <0

ou encore

(A—1)(3\ — 1) < 0.
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On en déduit que toute racine réelle de P(X) appartient a lintervalle [1/3,1] et
est donc bien de module inférieur ou égal a un. Reste a vérifier la condition (2.11).

On suppose que Ay désigne la plus grand valeur propre du polynome P. Ainsi A\ =
M+ VA Oron a4+ Ay = 4(3 + csin?(knAz))~'. Ainsi,

2y = 4(3 + esin®(krAz)) ™t + VA < 4/3 + VA.

Ainsi, dés que A < 1/9,ona Ay <2/3+4+1/6 =5/6 < 1. La condition (2.11) est
donc vérifiée.

Exercice 2.2.7 Montrer que le schéma de DuFort-Frankel (2.3) est inconditionnelle-
ment stable en norme L?. Montrer que, si on fait tendre At et Az vers 0 de telle
maniere que le rapport At/(Ax)? reste majoré, alors le schéma de DuFort-Frankel est
convergent. (On dit qu'il est “conditionnellement” convergent.)

Correction. Par transformation de Fourier, on obtient que

2UAL
(Ax)?

T (=24 cos(2kmAz) + 4" + 4"t = 0.

Soit encore
(1+ )" (k) — 2ccos(2kmAz)a" (k) — (1 — c)a™ (k) = 0,

ou
2(At)v
c= —( Ar)E”
Afin d’établir la stabilité, on procede comme pour l'exercice 2.2.6. Considérons le
polynome
P(X) = (1+¢)X? —2ccos(2krAz)X — (1 —¢)

La stabilité est assurée si (2.10) et (2.11) sont vérifiées, c’est a dire si les modules
des racines de P sont inférieures a 1 et si elles restent majorées par une constante
strictement inférieure a 1 des que les racines du polynome sont suffisamment proches.
Vérifions tout d’abord le premier point. Si le discriminant de P est négatif, P admet
des racines complexes conjuguées et

1/2
<1

1—-c
1+¢

Dl = ol = \

Si le discriminant de P est positif, P admet des racines réelles. Pour chacune d’elles

on a
(14 c)A? — 2ccos(2kmAx)A — (1 —¢) = 0,

d’ou
(14+e)\* —(1—¢) = 2ccos(2knAx)\
c(A\? 4 cos? (2kmAx))

<
< (AP +1)
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On en déduit que A\* < 1. Donc (2.10) est vérifée. Passons a la vérification de (2.11).
Supposons que Ay soit la plus grande valeur propre, on a alors Ay = A\; + VA ol
A= ()\1 — )\2)2. Or

Nt hy = 2CCOS(2]€7TA$)'
1+c
On a donc
2kwA
)\2:CCOS< km :c)+\/z/2
1+¢
et )
| < —— + VA2 =14 VA - ——.
1+c¢ 1+c¢

Si le rapport At/(Ax)? reste borné, ¢ est majoré par une constante M > 0. On a
donc dans ce cas

o] =<1+ VA -1+ M)

Pour A suffisament petit, le membre de droite est strictement plus petit que 1, ce
qui établit la deuxieme condition de stabilité (2.11).

Le schéma est donc stable en norme L? pourvu que le rapport At/(Ax)? reste
borné. Enfin, d’apres le Théoreme de Lax, la stabilité combinée a la consistance
implique la convergence.

Exercice 2.2.8 Montrer que le schéma explicite

n n n n n n n
Ui — Uik n V‘“j—l,k A 205y — Uiy g —UGg g+ 2UGy — U
At (Ax)? (Ay)?

=0 (2.12)

est stable en norme L™ (et méme qu'il vérifie le principe du maximum) sous la condition

CFL
vAt vAt

Ao ' By

1
< -
-2
Correction. Le schéma explicite (2.12) est défini par

nil _ [ 1 of VAL vAL "
Uk = (1 2((Am)2 - (Au)2> Uik

VAt n n I/At n "

Si
vAt vAt

(B2 | (Ayy

<1/2,
n+1

(e est une combinaison convexe de coordonnées de u" et donc

i | < oo
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Exercice 2.2.9 Montrer que le schéma de Peaceman-Rachford

n+1/2 12 n+1/2 n+1/2

Uj g, Uj n V_ i1k T2u — Ui —UT g 2l — Uy _0
At (Am) 2(Ay)?
n+1 n+1/2 n+1/2 % n+1/2 n+1/2 n+1 9 n+1 n+1
Ujp — Uy Uj_1p T 2U — Uik, Yk Al — Uik
At (Aﬂf) (Ay)

est précis d'ordre 2 en espace et temps et inconditionnellement stable en norme L? (pour
des conditions aux limites de périodicité dans chaque direction).

Correction.
1. Consistance

En effectuant la soustraction des deux équations définissant le schéma, on ob-
tient 'expression de u"*/2 en fonction de u” et u™t!.

wir | WUl At
Yk = 2 +4(Ay)2(uj’k_1

n n n+1 n+1
= 2uj g + U — Uy L+ 2ufy —uf).

En substituant 'expression de u"*/? dans I'une des équations du schéma, on déter-
mine la relation reliant ©"*! & «™. On pourrait effectuer le calcul explicite de cette
expression, puis établir la consistance. Cependant, cela constitue un calcul fastidieux
qu’on peut éviter. On introduit plutot la fonction intermédiaire, qui ressemble a

n+1/2
Ui s

u(t + At,z,y) + u(t, z,y)
2

(u(t, oy — Ay) — 2u(t,5,y) + ult, 5,y + Ay)

v(t,z,y) =
N v At
4(Ay)?

—u(t + At z,y — Ay) + 2u(t + At, z,y) —u(t + Atz y + Ay)) - (2.13)

Pour toute solution u de 1’équation de la chaleur, erreur de troncature (venant de
la premiere équation du schéma) est

v(t,z,y) —u(t,x,y) n V—v(t, r— Ax,y) +2v(t,z,y) —v(t,x + Az, y)
At 2(Ar)?
—u(t,x,y — Ay) + 2u(t,z,y) — u(t,x,y + Ay)
2(Ay)? ’

ou v est définie par (2.13). Par développement de Taylor, on établit que

Atdu  (At)? [(0*u D3u (At)3 [ O3u Ot
+ —v + 2 — W
2 0Ot 4 ot? dtoy? 24 ot3 ot20y?

o ((At)* + (At)(Ay)?) ,

E(u) =

+ v
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puis que

_ 2 2 94 2 2 94
E(u):v u V(E)U (Az)? 0" 0°u  (Ay)?d*u

- 2 2

At 2\02 T 12 o Tapr T 12 ay4> +o((Az)"+ (Ay))
V3 (At)? O'u 9 , 0 , 0

24 A (6x28y2 —a u) 24 <(Am) ot + (Ay)* 0 4)

o((Az)? + (Ay)? + (A1)?),

ou A (seul) désigne le Laplacien. Le schéma est donc d’ordre 2 en espace et en temps.
2. Etude de la stabilité L2
En appliquant la transformation de Fourier au schéma, on en déduit que

antl/2 1- Q(ZA)t2 sin (lﬂ-Ay) ~m

U U
1+ Q(VA)Q sin?(kmAx)
et At
an+1 — . 2(A )? sin (kf’/TA.T) ,&n-&-l/?
1 9 _vAL vAt 2 ItA ’
+ (Ay)2 sin ( T y)

Ainsi, 4" (k, 1) = A(k,D)a"(k,1) o

1—2”A2s1n I Ay 1—2"A2sm kmAx
A(k’l):< gy S’ ))( Ry sin®( )>‘

L+ 25500 sin*(InAy) | \ 1+ 2735 sin®(krAx)

Comme pour tout z > 0, [(1 —z)/(1 4+ 2)| <1, on a |A(k,l)] < 1. Le schéma est
inconditionnellement stable en norme L.

Exercice 2.2.10 Montrer que le schéma de directions alternées

n+1/2 n+1/2

n+1/2 n n—i—l 2 n n n
Yk " _ Ujk Uj— 14@ +2u Uitk —UG gt 2UG — UG
+v v =0
At (Am) 2(Ax)?
n+1 n+1/2 u” 1 n+1 n+1 n+1 2 n+1 2 n+tl/2
UJ; j k / y J—;C_ 1T 2ugy, r “J;H +V_ / +2u3 j,k+/1 _ 0
At (Ay) (Ay)
(2.14)

est précis d'ordre 2 en espace et temps et inconditionnellement stable en norme L? (pour
des conditions aux limites de périodicité dans chaque direction).

Correction.
1. Etude de la consistance
Le schéma se décompose en deux étapes

Id v Id
— _ M n+1/2 M n _
(At 2 y) B (At 3 )u 0

Id v Id
IV n+l _ [ 2 —M n+1/2
(At 2 x) " (At * ) 0
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ou S
_ Uitk — 2Uk T Uj—1k
(M$U>j7’€ - (Al,)Q
et
(M,v); 5 = Ujk+1 — 2055 + Uj k-1
yV)j,

(Ay)?
Afin d’appliquer la définition de la consistance donnée dans le cours, il faut exhiber
la relation reliant «"' & ™. Il faut donc supprimer Iinconnue intermédiaire u™*'/2

des équations définissant le schéma numérique. A cet effet, il suffit de multiplier la

deuxieme équation par (% -3 y) et de constater que cette matrice commute avec

(IA—CL + %Mx) Cette propriété de commutation est ’analogue discret de la commuta-

tion des opérateurs de dérivations dans le cas continu. On peut s’en convaincre en
constatant que M, et M, n’agissent pas sur les mémes indices, on plus simplement
en comparant M,(M,v) et M,(M,v). On vérifie a la main que

(Mo (Myv))j = (My(Myv)) 5 =

(Az)*(Ay)~> (Uj+1,k+1 +4vje +vj 1 k-1 + (V1 Er + Vike1)

= 2(Vj k41 F Vjy1 ke + Vg1 + Uj—l,k:))-

On obtient ainsi

A A
(Id —VTtMy> (Id —VTtMQC) urt =

A A
(Id +”7th) (Id —VTt My) ey

D’apres la premiere équation du schéma, il vient

(A1) (Id —”TNMy) (Id —”TNMQU) W

(A8~ <Id +VTNMx> <Id +”7NMy> = 0.

Pour toute fonction v, on note M, (v) la fonction définie par

v(t,x,y+ Ay) — 2v(t,x,y) + v(t, z,y — Ay)
(Ay)?

On définit de méme la fonction M, (v) en échangeant les roles respectifs de z et y.

De plus, on note

My (v)(t, 2,y) =

T(v)(t, z,y) = v(t + At, z,y).

En utilisant ces notations, ’erreur de troncature est donc

vAt vAtL

E(u) = (A)™ (Id —TMy) (Id —TM:,) (7(v))

— (A (Id —i—VTAtMy) (Id +VTNMI) (v).
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Apres simplification, on obtient que I’erreur de troncature est

At
B(u) = (&)™ (r(w) = u) = 5 (M, + M,)(7(u) + u) + v*—=M, M, (7(u) - v).
En effectuant un développement de Taylor en (¢, z,y), on montre que

ov  At20%°u At d3u

=v+ At— At?
e i e R S R el
et que
0?u  (Ax)?) d'u
M, (u) = Ax?).
+(u) 8$2+ 12 8:c4+0( )
En substituant ces expressions dans celle de la troncature, on obtient
ou  Atd*u A2Pu v ou  At? 0*u
Eu)=—+ — — =M, + M,) [ 2u+ At— + ——
W=%t%aet 5o Mt y)(u+ Yor T at2)
o, At ou
— M, M,— At?
+v 1 gy + o(At?)
et
ou  Atd*u  At?9u Az? 0% Ay? 0'u
B(u) = & + = N
W=%+t2w " 5 o ( 2 o0t T 12 8y4>
At 0 At? 9? A2 O
—v——(Au) —v——(A i A2 + Az? 4+ Ay?).
v g A v ap (A F Y e gy T oA+ AT Ay

On en déduit que

1 1 V(A)? 0*Au
_ o 3a2 (L LY AB
E(u) =v°At (6 4) Ay 4 1 0220y
Az? v Ay? d'u ) ) )
VoA Vo 6y4+o(At + Az + Ay”),

et enfin que

4 2 o4 2 o4
VS(AL)? 1Ay 1, @, A2 0u Ay du
40220y?> 12 12 0x4 12 oy?
Ainsi, le schéma est d’ordre 2 en temps et en espace.

2. Etude de la stabilité L2
En appliquant la transformation de Fourier au schéma, on établit que

1 — %A sin?(rkAx) .

a2 — (Az)? sin i
1+ X264 sin?(rkAx)
(Ax)?

E(u) = +o(AP+AT*+AY?).

et
vAL 2
,&nJrl 1- (Ay)? sin ( lAy) ,an+1/2.
1+ (”A§2 sin?(wlAy)
Rappelons que pour tout x > 0, | L) < 1. Ainsi, [T < Jamt?) < Jan] et le

schéma est inconditionnellement stable L2,
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Exercice 2.3.1 Montrer que le schéma implicite centré

ntl _gn Wl — unjll

J J 1% j+1 J
At + 2Ax

=0 (2.15)

est consistant avec |'équation d'advection (2.32), précis a I'ordre 1 en temps et 2 en
espace, inconditionnellement stable en norme L?, donc convergent.

Correction.
1. Consistance
L’erreur de troncature est

u(t + At,x) — u(t, x) u(t + At,x + Ax) — u(t + At,x — Ax)

Bw) = At v N
ou  Ato*u ou  Ax?d3u 9
== E—F?W V(%—FT%)—FO(At—F(AI) )

At ,0*u  VAx?Pu
= =y +
2 Ox? 6 Ox?
Le schéma est donc d’ordre un en temps et deux en espace.

2. Précision
Pour la stabilité L?, 'analyse de Fourier conduit &

+ o(At + (Ax)?).

@ (k) = (1 VA sin(QWkAa:))_ (k) = A(k)i" (k).

Ax

On vérifie alors que le module du facteur d’amplification est toujours plus petit que

1
AR = (1 + (VAA; sin(QWkAm)) ) <1,

Le schéma est inconditionnellement stable. La convergence s’obtient alors par le
Théoreme de Lax 2.2.20.

Exercice 2.3.2 Montrer que le schéma de Lax Wendroff

n+1 n n n " i Ji
Wty W -, (VQAt> Y T2 (2.16)

J J
At v 2Ax 2 (Az)?

est stable et convergent en norme L? si [V|At < Aux.

Correction. Il suffit de montrer la stabilité en norme L? afin d’en déduire la
convergence par le théoreme de Lax. En appliquant la transformation de Fourier au
schéma de Lax-Wendroff (2.16), on obtient

(k) = A(k)a" (k)

ol
VAE\? VAt
Alk)y=1-2 (—) sin®(krAz) — i N

sin(2kmAx)
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Le schéma est stable en norme L? dés que |A(k)| < 1. On montre aisément que

|A(K)|> = 1 — 4sin*(krAx) (%)2 <1 - <2—f)2> :

Ainsi, le schéma est stable et convergent des que
|V]At <1
Ax
Exercice 2.3.3 Montrer que le schéma de Lax-Friedrichs préserve le principe du maxi-

mum discret si la condition CFL |V|At < Az est satisfaite, tandis que le schéma de
Lax-Wendroff ne le préserve pas sauf si VAt/Ax vaut —1,0, ou 1.

Correction. 1. Schéma de Lax-Friedrichs

I \2 2Ax ) M 2 2Az ) UV

Ainsi, u!*! est une combinaison linéaire convexe de u”',; et u? des que |V|At < Az.
Sous cette condition, le schéma vérifie le principe du maximum discret.
2. Schéma de Lax-Wendroff

u”“—V—At (V—At—l)u" + (1— (V—N)2> u”+V—At (V—At+1)un
I 2Ax \ Az A Ax 77 2Ax \ Az -
Le schéma préserve le principe du maximum discret si chacun des coefficients ap-
paraissant dans le terme de droite est positif, ¢’est-a-dire si VAt/Az = —1, 0 ou 1.
Dans le cas contraire, I'un des coefficient est négatif. Soit k£ un indice quelconque.
On pose u) = 0 pour tout j # k et up = 1. D’apres le schéma, on a u; = 0 pour
tout £k — 1,k k+ 1, de plus,

ul _V_At V_At_l w=11= V_At :
LT oA \ Az Tk Az

. _VAL(VAE
Ukt = 987 \ Az ’

Si VAt/Ax n’est égal ni a —1, ni & 0 ni a 1, 'un de ces termes est strictement
négatif. En conséquence,

et

min { 0, min«? ) =0 > minu!
i i

et le schéma ne vérifie pas le principe du maximum discret.

Exercice 2.3.4 Montrer que le schéma de Lax-Wendroff (2.16) est le seul schéma
précis a I'ordre 2 en espace et temps qui soit du type

n+1
J

ol «, 3, dépendent seulement de VAt/Ax.

_ n n n
i = auj_y + fui +yujyy,
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Correction. L’erreur de troncature est
E = (A) 7 (u(), tas1) — aw(wjo1,ty) = Bultn, ;) — ultn, zj41))

En effectuant un développement de Taylor en (z;,t,), on montre que

ou Az ou
_ -1 _ I — )
E=(A)""(1 (a+ﬁ+7))u+at+At(a V)ax
AtPu  a+ vy (Ax)? 0*u 9 (Az)3
T2 2 At o O <<At) * (ol + D7 ) '
Si u est solution de I’équation d’advection,
ou ou  *u 50U
o~ Vot or e
Ainsi,
_ V du
E=(A)7 (1= (at+f+m))u——(c—(a=7) 5

. Vgﬁt (@~ (a+7) % +0 ((At)2 <1 + w» , (2.17)

ou ¢ = VAt/Azx. Pour un rapport At/Ax fixé, ¢ est constant. Si le schéma est
d’ordre 2 en temps et en espace, l'erreur de troncature doit étre d’ordre deux en
temps (& ¢ constant), ainsi d’apres I'expression de lerreur de troncature, il vient

l—(a+8+7)=0
c—a+v7=0
¢ —(a+7v)=0.

D’ou 'on déduit que

a=c(l+c)/2
f=1-—c?
v=-clc—1)/2.

On retrouve donc le schéma de Lax-Wendroff. Enfin, comme |a| + |y| = O(c + ¢?),
d’apres (2.17), le schéma est en effet au moins d’ordre 2 en espace et en temps.

Exercice 2.3.5 Montrer que le schéma explicite décentré amont

utt — ut — u”

T iyd Tl g 5 V>0
At Ax

g Tyt g 6 V<0,
At + Ax !

est consistant avec I'équation d'advection (2.32), précis a I'ordre 1 en espace et temps,
stable et convergent en norme L? si la condition CFL |V|At < Az est satisfaite.
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Correction. La précision d’ordre 1 en temps et en espace est aisée a établir. En
effet, dans le cas V' > 0,

u(tni1, 25) — u(tn, ;) U(tn, 25) — u(tn, ;1)
Al v Az

= (ur + Vug)(tn, xj) + O(At + Ax).

Le cas V < 0 est identique. Reste a établir la stabilité L? (on considére uniquement
lecas V>0, le cas V < 0 s’en déduisant en remplagant j par —j et V par —V).
Par transformation de Fourier, on obtient

~n+1

i ~n ~n 2zk7rAmﬁn

—U U
A +V AL = 0.

Apres simplification, on en déduit que 4" (k) = a(k)u™(k) avec

ak) — ( VAt VAt

1 =~
Aa:+Ax

VAt
cos(2k7rAx)) + 1 sin(2krAz).
x
Ainsi, les complexes a(k) appartiennent a un cercle de centre (1 — VAt/Az,0) de
rayon VAt/Ax. Le module de a(k) est donc inférieure ou égal a 1 pour tout k si et
seulement si

VAt/Ax < 1.

Sous cette condition, d’apres le Théoreme de Lax, le schéma est convergent en norme
L.

Exercice 2.3.6 Montrer que |'équation équivalente du schéma décentré amont (2.18)
est

Ou ou V| 0*u

— — — — (Ax — |V|At) — = 0.

ot FVar g B VIA 55

Correction. Considérons le cas V' > 0. L’erreur de troncature du schéma décentré
amont (2.18) est
ou ou  Atd*u  VAxd*u
EFE=—+V_—+— —
ot or 2 0Ot? 2 OJx?
Soit u une fonction pour laquelle I’erreur de troncature E ci-dessus est d’ordre 2 en
espace et en temps. On en déduit que

+ O((At)? + (Ax)?).

8u Ju
donc, en dérivant par rapport a t,
0%u , 0%
T =V 92 + O(At + Ax).
Ainsi, lerreur de troncature pour un tel u est égale a
ou ou V 0%u
E= +V—+ —(VAt — Az) = + O((At)* + (Ax)?).
VL VAL~ A2)S g+ O((AY? + (Ar))
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L’équation équivalente s’obtient en ajoutant a ’équation d’origine le terme d’ordre
O(At + Ax) dans E. Ainsi, dans le cas V' > 0, I’équation équivalente est

ou 8u 1% 0%u
—+ V= VAt — A =0.
ot FVar 3! ) 52
Il suffit de substituer Az par —Ax pour obtenir ’équation équivalente dans le cas
V' < 0. Enfin, on peut résumer ces deux résultats par I’équation
du ou |V| 0*u
—

ot TVae ~ 5 (Ar VI 55 =0

valable dans les deux cas.

Exercice 2.3.7 Montrer que |'équation équivalente du schéma de Lax-Wendroff (2.16)
est

Jdu @+M (1_ (VAt)z) Du

o Vet e 222 ) 058

Correction. L’erreur de troncature dans le cas du schéma de Lax-Wendroff (2.16)
est
U(tni1, @5) — ultn, ;) u(tn, le) u(tn, 1)

E(u) = A7

+V
VQAt tn,;cj 1) — 2u(ty, z;) +u(tn,xj+1)
(Az)?

En effectuant un développement de Taylor en (¢,,z;), on montre que

_ Ou ou At [(0*u 5, 0%u (At)? Pu
Bl =gtV t % (8752 -V ax2> MY
V(Az)? &u 3 3

Soit u la solution de 1’équation équivalente associée au schéma de Lax-Wendroff.
L’erreur de troncature est alors au moins deux en temps et en espace. En particulier,
on a donc

ou ou
+V— = O((At)* + (Ax)?).
SVl — o((an? + (Ac)?)
En dérivant cette équation et en 'utilisant une nouvelle fois, on en déduit que
0%u 0%u
— — V2= = O((At)? + (Az)?).
o — V2 = O((A0? + (Ax))

En injectant cette équation dans l'expression de E(u), on en déduit que

ou V@u A2 By VAz?Pu

_ Ou ou 3 2 3
== + o + T + 6 523 + O((Ax)” + At(Az)” 4+ (At)°).
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Il suffit enfin de remarquer que P*u/dt* = —V3d3u/0x® + O((At)? + (Az)?) pour
obtenir que
A 2 _ 3A 2 93
E(u) = g—? + v% L YA - - g;:f +O((A2) + AHAD)? + (A1),

Ainsi, pour 'équation proposée, le schéma gagne en précision. Si on choisit At et
Az du méme ordre de grandeur, le schéma est d’ordre 3. Cependant, le schéma
n’est pas d’ordre 3 en temps et en espace pour cette équation équivalente : Le terme
At(Axz)? n’est pas un O((Az)® + (At)?). Cela n’a aucune importance en pratique.
Afin d’assurer la stabilité du schéma, on doit choisir At = O(Ax) pour lequel on
obtient une précision de l'ordre de (Az)? identique a celle qu’on obtiendrait si le
schéma était d’ordre 3 en espace et en temps.

Exercice 2.3.8 Soit |'équation

b ou o o
ot oz V@xZ M@x?’

u(t =0,x) = sin(wz + ¢) pour z € R,

=0 pour (x,t) € R x Rf

avec V v, u,w, ® € R. Montrer que sa solution est
u(t, ) = exp(—vw’t) sin (w(z — (V + pw?)t) + ¢)

(on admettra son unicité). En déduire que la diffusion atténue I'amplitude de la solution,
tandis que la dispersion modifie la vitesse de propagation.

Correction. On détermine les dérivées partielles de u intervenant dans 1’équation
donnée. On a

% = —ww’u— w(V + pw?) exp(—rw?t) cos (w(z — (V + pw?)t) + ¢) |
% = wexp(—vw’t) cos (w(z — (V + pw?)t) + ¢) ,
Ou _ wu
or2 ’
et
83U 3 2 2
% = —w exp(—yw t) CcoSs (w(l‘ - (V + pw )t) + (b) :

En sommant ces différents termes, on obtient bien I’équation désirée satisfaite par
u. Latténuation de Pamplitude est exp(—vw?t). Elle est donc d’autant plus forte
que le terme de diffusion v est important. La vitesse de propagation de 1'onde est
(V + puw?) et dépend donc du terme de dispersion u. Les ondes de fréquence élevée
sont plus rapides que les ondes de basse fréquence si p est positif, plus lentes dans
le cas contraire.

Exercice 2.3.9 On définit le schéma “saute-mouton” (leapfrog, en anglais)

n+1 n—1 n

i Y " Vuj“ ~
2At 2Ax
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Etudier la consistance et I'erreur de troncature de ce schéma. Montrer par analyse de
Fourier qu'il est stable sous la condition CFL |V |At < M Ax avec M < 1.

Correction.
1. Etude de la consistance
Par développement de Taylor en (,,z;) on a

Wtnir, @) — ultno1,75) | o W(tn, Tji1) — ultn, 1)

2At v 2N B
ou ou  (At)? 93u (Ar)? Bu 5 5
—+V— % O((At Ax)?).
o Va6 ap TV 6 aw T OUAD F (AT
Si u est solution de I’équation d’advection, l'erreur de troncature est donc
Vv 3
E== ((Az)* = (A1)*V?) % + O((At)? + (Az)?).

Ainsi, le schéma saute-mouton est consistant, d’ordre 2 en espace et en temps.
2. Stabilité L?
Par transformation de Fourier, on obtient

0" (k) = 0" (k) — i2csin(2rkAx)a" (k). (2.20)
ol ¢ = ‘;—Axt. On introduit le polynéme (dépendant implicitement de k, At et Az)
P(X) = X? +i2csin(2rkAz) X — 1.

On note A\; et Ay les racines de P et A = 4(1 — ¢?sin®(2kwAx)) son discriminant.
Les solutions de (2.20) s’expriment explicitement en fonction de 4° et @' :

XA —=MAT\ ~0 A2 oq .
an ( v (U ol v vl KT A #0,
(1 —n)A20° + nAY ot si A=0.

Si ¢ > 1, le module de la somme des deux racines est égale a 2¢|sin(2rkAx)|. Pour
Ax assez petit, il existe k tel que 2¢|sin(2rkAxz)| > 2. Le module de la somme des
deux racines étant plus grand que 2, le module de I'une des deux racines est plus
grand que un et le schéma est instable. Si ¢ = 1, on peut avoir A = 0 pour certaines
valeurs de k et Az telles que sin(2rkAx) = 1. Dans ce cas, A\ = Ay = +i et

0" = (na* +i(n — 1)a%)(£i)" .

Le schéma est donc instable pour ¢ = 1.

Considérons le cas ou ¢ est majoré par une constante M < 1, 0 < ¢ < M. Dans
ce cas, A > 0 et les racines de P sont de méme module

[Aif =[Ao] = 1.

De plus, [A; — Xo| = VA > 2¢/T — M2 > 0. On déduit de I'expression explicite de
4" en fonction de @° et @' que
|a°] + |a’)|
V1—M?2
Ainsi, sous la condition CFL, VAt/Az < M < 1, le schéma saute-mouton est stable
L.

| <2
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Exercice 2.3.10 On définit le schéma de Crank-Nicholson

n+1 n n+1 n+1 n
G T Uy n Vuj+1 —Uj_y Iy Uiy — Uy —0.
At 4Ax 4Ax

Etudier la consistance et I'erreur de troncature de ce schéma. Montrer par analyse de
Fourier qu'il est inconditionnellement stable.

Correction.
1. Consistance
Par développement de Taylor en (¢,,x,), on montre que

U(tnt1, @) — ultn, @) o ultnsr, js1) — ullpsgr, 2-1)
+V

At 4Ax
U(tn, Tjp1) — u(ln,2-1)  Ou % At (0Pu 0%u
v 1Az o Vet \oe T ros

2 (10°u V. OPu
+ (A1) (6 o8 T oror
Ax)*V Bu
( 6) % + O((At)g + (Am)S)

Alinsi, si u est solution de I’équation d’advection, I’erreur de troncature est

3

V 9 d’u
12( (Ax)? —l—V(At))a 5

Le schéma de Crank-Nicholson est donc d’ordre 2 en temps et en espace.
2. Stabilité L>
Par transformation de Fourier, on établit que

An_t,_l VAL . _ZVAt .
(1 + N sm(?kaa:)) =u" <1 N sin(2rkAx) | .

E(u) = + O((At)? + (Ax)?).

Ainsi, [4"*| = |4"]. Le schéma est donc inconditionnellement stable en norme L?.

Exercice 2.3.11 On considére la discrétisation des ondes

% - % =0 pour tout (x,t) € (0,1) x RY
u(t,z+ 1) = u(t,x) pour tout (z,t) € (0,1) x Rf (2.21)
u(t =0,z) =ug(x) pour tout z € (0,1) '
Qut=0,2) =1 pour tout x € (0,1),
par le f-schéma centré suivant
wIt = 2ul ! Lo w4 20 — Wl
(At) (Ax)
+ 2uf —u" 2 — ] (2.22)
-1 ]+1 +9 -1 J j+1

(1 —20)—

Boy By =0
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n _.n
Ujen+1 = Uy

ul — 0 j+1/2
u? = ug(z;) et ——=L = uy () du,
j At )
ji—1/2

avec x; = jAx et z41/2 = (2; + xj11)/2 ou Az = 1/(N + 1). On suppose que la
vitesse initiale est de moyenne nulle, c'est a dire que

/1 u!(z) dr = 0. (2.23)

Montrer que est inconditionnellement stable en norme L? si § > 1/4 et que pour 0 <
0 < 1/4, il est stable pourvu qu'il existe une constante M indépendante de Ax et At

telle que

At\?
1-40)| — | <M <1 2.24
- (5 (2.24)
Correction. Notons que si § > 1/4, la condition (2.24) est vérifiée. Ainsi, il suffit
de prouver la stabilité du schéma pour tout # > 0, tel que la condition (2.24) soit

satisfaite. On utilise ’analyse de Fourier pour obtenir

) it 2-(1-20)a(k) . N
[ (k) = ( a:(}(j;) > _ ( REC 01 ) U (k) = A(k)U"(k),

ou )
At .9
alk) =4 (A_x> sin”(mkAx).

Ainsi, U1 (k) = A(k)"U°(k). Les valeurs propres de la matrice A(k) sont les racines
du polynome
2 (1 20)a(k)

AQ
1+ 0a(k)

A+1=0, (2.25)
dont le discriminant est

a(k)

15 0a(h)? (4—(1—-40)a(k)).

Si a(k) = 0, le polynome (2.25) possede une racine double A = 1. Si a(k) # 0, d’apres
la condition CFL (2.24), A(k) < 0 et le polynéme possede deux racines distinctes
complexes, conjuguées I'une de l'autre, de module 1. Considérons le premier cas,
c’est-a-dire a(k) = 0. On a alors sin(mkAx) = 0 et comme Az = 1/(N +1), il existe
p tel que k = p(N + 1). On note v la vitesse initiale et v; la vitesse discrétisée.

A(k) = —

N N N

f)(k?) — § Ujez27rijm — § :Ujeﬁﬂ'p — E :Uj — 07

J=0 J=0 J=0

d’apres 'hypothese (2.23) de vitesse moyenne initiale nulle effectuée. Ainsi, 4! (k) =

W0(k) + Ato(k) = a®(k). Or

am(1)=(79)(1)=(1)
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“rn - nyrm _ n (v (k) _ ’&O(k) __ 770
70 = 400 = A6 (o) ) = (e ) =00

On a montré que si a(k) = 0, alors 4" (k) = 1°(k) pour tout n.
Reste a considérer le cas a(k) # 0. Dans ce cas, le polynome (2.25) possede deux
racines distinctes A et A. La matrice A(k) est donc diagonalisable. Plus précisément,

S0 )

AR =511 1
On en déduit que
W1 A Am0 1 —A
Alk) _ﬁ(1 1)(0 X”)(—1 A )

0" (k) en fonction de 4°(k) et o(k).

On obtient ainsi une expression explicite de

Plus précisément,
1 ~n+1 <N ~n+1
~n+1 _ n+l (" ~0 - n+l ~
i) = s (((A PN O Y )) Q0(k) — At )v(k:)) ,
ou encore
—n—+1, .
by )v(k:)) .

1 —n o~

~n+1 _ n _ _ _ ~0 _ n+l
" (k) = T (()\ A=1) =X (A 1)> u (k) — At(A

Un calcul explicite de la racine A du polynéme (2.25) nous donne

\_ 2= (1= 20)a(k) +iy/=A(K)

2(1+ Oa(k))

La condition CFL (2.24) stipule que 4 — (1 — 46)a(k) est minoré par une constante
strictement positive. Ainsi, il existe une constante C indépendante de k telle que

! a(k)

- 1“2(1_29)\/4—(1—49)@(1@)

D’autre part, en utilisant a nouveau la condition CFL, on établit qu’il existe une

<Cp.  (2.26)

7| - e sat

constante Cy, indépendante de £ telle que

At At
— < (h
A a(h)
or At At
i =2 — | sin(rA — | TAr = 71A
(k:Sin(rggx#o a(k)) <A:v) sin(rAx) > <Ax> TAx = At
des que Ax est assez petit. Ainsi,
A
t— <7 'Cy
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De cette derniére estimation, de I'estimation (2.26), de I'expression de u"™!(k) et le
module de A étant égal a 1, on déduit que

" (k)| < 2C1[6° (k)| + 7~ Colo(k)].
Le schéma est donc stable pour la norme L? et il existe une constante C' telle que

[u™llz2 < C (llulllzz + [[v]lL2) -

Exercice 2.3.12 On consideére le cas limite de L'Exercicie 2.3.11, c’est-a-dire At/ Az =
(1—46)~2 avec 0 < 0 < 1/4. Montrer que le §-schéma centré (2.22) est instable dans
ce cas en vérifiant que u} = (—1)"*/(2n — 1) est une solution (remarquez qu'il s'agit
d'une instabilité “faible” puisque la croissance de u" est linéaire et non exponentielle).

Correction. Soit u} = (—1)"*/(2n — 1),
—ul_y +2u) —ufyy = 4(=1)"(2n — 1)

et

n+1 -1 _ n+j+1
wit = 2u T =4(=1)" T (2n — 1),

En substituant ces relations dans I'expression du # schéma et en considérant le cas
(At/Az)* = (1—-460)~", on en déduit que u} est bien solution du schéma numérique,
car

I R p P
(At) " (Ax)?
Ut 2~ —ut T 2ut T — ]
+(1-20)— LT 4 g ! :
(Az)? (Az)?
_ i(_l)n+j+1(2n _ 1) + i4(_1)”““(2n + 1)
INE Az?
+ ( 9>A(£L‘2 ) (2n—1)+ %(271 —3)
, 2 20 — 1 2n — 3
— A(_1\nHi+1 _ —
4(—1) ((2 SR e R Ve el LU Ve e )

i (2n—1  20—1 20
=4(-1) +y+1( ot Ao (2n—1)+A—$2(2n—1)>

. 1 20-1 26 2 Az
— 4(—1) +J+1<2n—1)<m2+ v Aﬂ) = 4(~1) ﬂ“ﬁ(m@ 40— 1>

0.
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Exercice 2.3.13 Montrer que le #-schéma centré (2.22) conserve |'énergie discréte,

c'est-a-dire que E"*! = E! pour tout n > 0, ol

N oy 2
En+1 — E : J A J 4 aAw(unJrl’un) 4 ean(un+l _ un7un+1 _ un)

Jj=0

avec
anz(u,v) Jﬁ; (uﬁl ) (Uj+1A; UJ') :
Correction. On multiplie (2.22) par u/*' —u?~" et il vient
g 57 =0 = 0 =) (o =)
g (20 ) (")
+(Ai)2 (—(u?ﬂl —uj_y) + Q(U?“ u) — (u;‘jll U?H)) (U?H qu’l)
+(A9x)2 (—(u;‘j —ujy) + 2(u§l—1 —uy) — (uj — u;%ﬂ)) (u;’H-l o’ 1) —0
(2.27)

Remarquons qu’en réarrangeant la somme en j (ce qui correspond & une intégration

par parties “discrete”), on a

=

N
n n
E (_uj—l + 2uj — ]+1 E Uiy — UJ+1 — ;).

j=0 Jj=0

Par conséquent, en sommant en j les équations (2.27), on a

N TL+1 'n, 2 N n n—1 2
U _ uj _uj n ,n+l __  n-1
Z( ) z( . ) b osu ™ — )

+ ean<un+l o un’ un-l—l —ut 4+ (un - un—l))

+Oan,(u" Tt —u" " — w4 (Ut —u")) =0,

Jj=0

c’est-a-dire

ce qui prouve E"tt = B,
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Exercice 2.3.14 On considére la reformulation de I'équation des ondes (2.21) sous la
forme de I'équation d'advection suivantes

9 Je =0 pour tout (z,t) € (0,1) x R
Ult,z) =U(t,z+1) pour tout (z,t) € (0,1) x R}

Ult=0,z)= ( o /O ) (x) pour tout z € (0,1) ,

U1
0 1
J= ( 0 ) .
Montrer que le schéma de Lax-Friedrichs définissant U}' = (UJ’-L, w;”) par

_ 731 J+1 Jj—1 - i1 i1 _ 0’ 999
2At < ij'H _ w?—i-l — w;?_l 2Ax 1 0 w;L—&-l _ w?—1 ( )

n o n
JEN+1 = Uj

(2.28)

avec

et
U)=U(t=0,z;)
avec z; = j(Az) = j/(N + 1) est stable en norme L? sous la condition CFL At < Az,

et qu'il est précis a I'ordre 1 en espace et temps si le rapport At/Ax est gardé constant
lorsque At et Az tendent vers zéro.

Correction.
1. Consistance
On note E, ; I'erreur de troncature

1
Enj= AL U (tni1,5) = Ultn, 2j31) — U(tn, 75-1))

1
- EJ(U(%%H) = Ultn, 1)) -

En effectuant un développement de Taylor en (¢,,z;), on obtient

ou oUu  (Az)?0°U  Atd*U 9 ,  (Ax)!
E,i=——-J—— — +t—— A At :
i =5 7 T aar g T2 ap PO\ BT AT TL
D’apres 1'équation vérifiée par U, on a %—Itj = J%—g et 832712] = (8;7[2]. Ainsi,
2 A 4
E,; = (2At)7" ((At)* — (Axz)?) a@% + 0O <(Aac)2 + (At)? + ( Al;) ) :

Si le rapport At/Az est constant et différent de un, le schéma est précis a l'ordre 1.
Si on choisit At et Ax égaux, le schéma est précis a 'ordre au moins 2.
2. Stabilité L?

Etudions la stabilité L2. Par transformation de Fourier, on établit que

ﬁn—i—l ﬁ"
(,uA)n-l-l ) :A(k)<wn)7
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ou
A(k) = cos(2kmAx) Id +1 sin(2k7rAx)%J.
iy

On pose o = cos(2kmAz) et f = sin(2krAz)SL. On diagonalise la matrice A(k) et
on établit que

1/1 1 a—if 0 11
A(k>:§(1 —1)( 0 a+w)(1 —1)'
1/1 1)
5(1 —1) = 1d.

Ainsi, le schéma est stable L? si et seulement si |a + i3] < 1. Or

Notons que

|+ iB]* = cos(2kmAz)? + sin(2krAx)*(At/Ax)?.
Le schéma est donc stable en norme L? sous la condition CFL At < Ax. De plus,

d’apres le Théoréme de Lax, il est converent en norme L? sous cette condition.

Exercice 2.3.15 On considere la discrétisation de I'équation des ondes (2.28) par le
schéma de Lax-Wendroff

n+1 n n n
R O N D (L U+t T Vi (2.30)
At w}” —wy 2Az \ 1 0 Wi —wi g
2 n n n
n At 01 =iy + 207 — vl _o
2(Ax)2 (1 0 —wi_y +2wi —wiy
Montrer que ce schéma est stable en norme L? sous la condition CFL At < Az, et qu'il
est précis a |'ordre 2 en espace et temps.

Correction.
1. Consistance
On pose U = (v, w) et

J:((1)(1)>

On effectue un développement de Taylor en (¢,, ;) afin d’évaluer l'erreur de tron-
cature

1 1
En,j :At (U(thrlax]) - U(tngx])) — —2AxJ(U(tn,xj+l) — U<tn7:[;j71))
At oUu  Atd*U
+2<A$)2 (=U(tn, 2 — 1) + 2U(tn, 25) = Ultn, 2j41)) = ot * 2 922

(AP O°U U Az U AU vz | Ay,

6 Ot o 6 O3 2 O

Si U est solution de I’équation (2.28), on en déduit que l'erreur de troncature est

E,;= é ((At)? — (Az)?) J?;TZ + o((Az)* + (At)?).

+J
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Le schéma est donc d’ordre deux en temps et en espace.

2. Stabilité L2.

Etablissons la stabilité L2 sous la condition CFL At < Ax. Par transformation de
Fourier, on établit que

Ut (k)y=[1-2 Ay in?(krAx) 1d i 2 in(2krAz).J | U™ (k)
= Az S TAT ZA:US TAT .

On pose a =1 — 2 (ﬁ—i)zsin2(k7rAx) et f = {Lsin(2kwAz) et on proceéde comme
pour l'exercice précédent. Ainsi, le schéma est stable L? si et seulement si [a+i3| < 1.

' 2 2
At At
212 4 g aind at _ (&2t
o +i8]° =1 — 4sin®(krAx) < x) (1 ( :17) ) :

Ainsi, le schéma est stable L? dés que

At
— < 1.
Ax —

Le schéma étant consistant, il est donc convergent sous la condition CFL ci-dessus.



