Chapitre 6

METHODE DES ELEMENTS
FINIS

Exercice 6.2.1 Appliquer la méthode des éléments finis P; au probleme

{ —u" = f dans 0, 1]
u(0) = a,u(l) = 5,

Vérifier que les conditions aux limites de Dirichlet non-homogeénes apparaissent dans le
second membre du systeme linéaire qui en découle.

Correction. La formulation variationnelle, issue de I'utilisation des éléments finis
P, consiste a déterminer

up € Vy = {vh c C°([0,1];R) : Vl[zs,21] € P1 pour tout i € {0, - - ,n}}
oux; =1i/(n+1) tel que
1 1
/ up vy dr = / fupdz pour toute fonction vy, € Vo, = Vi, N Hy (0, 1),
0 0

et
up(0) = a, up(l) = B.

On note (¢;)i=o,... n+1 la base de V}, définie par ¢;(x;) = ¢; ;. En utilisant ¢; comme
fonction test, on obtient, a l'aide de la formulation variationnelle, que pour tout

0<j<n+l1,
n+1 1 1
>t [ oidide= [ 16y
i=0 0 0

ou (up); sont les coordonnées de u; dans la base (¢;). Les conditions aux limites
impliquent que (up)o = a et (up)ns1 = 5, ainsi
1
0

n 1 1
> () / b6, du = / féydz / (ady + By ), d.
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Déterminer Uy, = ((up)i)1<i<n consiste donc a résoudre le systeme linéaire

KnUn = ba,
ou la matrice
2 -1 0
-1 2 -1
Kn=nh"' : (6.1)
-1 2 -1
0 -1 2

est identique a celle obtenue avec des conditions de Dirichlet homogenes, tandis que
le second membre est défini par

Tit1
(bp); = / foidx, pour tout 1 < i < n,
Ti—1

i—

s =afhs [ fords
0
1
) =p/h+ [ fondo
Tn—1
Exercice 6.2.2 On reprend le probléme de Neumann

{ —u" 4 au = f dans ]0,1] (6.2)

u'(0) = a,u/(1) = .

en supposant que la fonction a(x) = 0 dans |0, 1[. Montrer que la matrice du systeme
linéaire issu de la méthode des éléments finis IP; est singuliere. Montrer qu'on peut
néanmoins résoudre le systéme linéaire si les données vérifient la condition de compati-
bilité

/0 f(@)de=a -8,

et que cette condition est préservée si I'on utilise des formules de quadrature. Comparer
ce résultat avec le Théoreme 5.2.18.

Correction. Le systeme linéaire obtenu en considérant a = 0 est

lChUh = bh, (63)
ol
1 -1 0
1 -1 2 -1
K%/::E '“
—1 2 —1



85

et by, est défini comme dans le cas a # 0 par

(br)i = ij ( )925 (z) dxw pour tout 1 < i < n,

bho—fo T)go(z) dor —
bho—fo 1‘¢n+1 )d$—5-

La matrice K, est auto-adjointe et positive. En effet, pour tout (v;) € R"™2, on a

Kpo-v=nh" <(Uo — v1)U0 + (Ung1 — Vn)VUng1 + Z(_Ui+1 + 2v; — Uil)vi)

i=1

1
=h" Uo - Ul Vo + (Un+1 Un+1 + E - Uz+1 v; + (Ui - Uil)“i)

=0

=hp!

n—1
=h! ( vo — 1)V + (Vnt1 — Un)Uns1 + Z(UZ — V1)V + Z('UH.l — vi)viH)
i=1

n—1
(vo — v1)? + (Vng1 — va)? + Z(Uz - Uz‘+1)2)

=1
n

h_l (Ui — Ui+1)2-
=0

Par contre IC;, n’est pas définie. De ’expression précédente, on déduit que Cpv-v =0

si et seulement si v; = v; 1 pour tout ¢ = 0, - -- , n. Ainsi, le noyau de I'application K},
est 'espace vectoriel de dimension un engendré par (1,---,1) et 'image de K}, est
exactement 'orthogonal de (1,---,1). Le systeme linéaire (6.3) admet une solution
si et seulement si by, € (1,---, 1), cest & dire

n+1

> (bn)i = 0.

i=0

D’apres l'expression de by, cette condition équivaut a

n+1 n+1

/f dx+6—oz—2/f )i (z dx+ﬁ—a—2(bh) 0.

Exercice 6.2.3 Appliquer la méthode des différences finies (voir le Chapitre 2) au
probléme de Dirichlet

{ —u" = f dans ]0,1] (6.4)

u(0) = u(1) = 0.

Vérifier qu'avec un schéma centré d'ordre deux, on obtient un systéme linéaire a résoudre
avec la méme matrice IC;, (a un coefficient multiplicatif pres) que celle issue de la méthode
des éléments finis P; mais avec un second membre b, différent. Méme question pour le
probleme de Neumann (6.2).
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Correction. Conditions aux limites de Dirichlet
La méthode des différences finies, basée sur un schéma centré d’ordre 2, nous
conduit a résoudre, dans le cas du Laplacien avec conditions de Dirichlet, le systeme

Uj— _2U1 U; '
— h2+ +1:f(xi)pou11rt0ut()<z<n+1,

u0:07

Unp+1 = 0.
On doit donc résoudre le systeme
IChU h = bh

ou Uy, = (u;)1<i<n, Kp est la matrice d’ordre n

2 —1 0
o2 f(x1)
Kh:ﬁ et by, = :
-1 2 -1 F(z2)
0 -1 2

La matrice K; differe de la matrice obtenue par la méthode des éléments finies
a un facteur multiplicatif 1/h pres. La méthode des éléments finis conduit & une
expression différente du second membre

T; . Tit+1 . — .
Ti—1 ZTq 1S2§n

En pratique, on utilise une formule de quadrature pour évaluer les intégrales définis-
sant b, Si on utilise la formule des trapezes, on obtient

be = h(f(ivz‘))lgign-

Avec un tel choix, les deux méthodes conduisent au méme systeme linéaire.
Conditions aux limites de Neumann

Pour le probleme de Neumann, le systeme obtenu, suite a la discrétisation par
différences finies, consiste a déterminer (u;)_1<;<pi2 tel que

i—1 — 2u; + u; .
—= hqé +u+1+a<xi>ui:f($i) pour tout 0 < ¢ <mn+1,

=

Up — U1

un+2_un_
o P

Ou les noeuds fictifs z_; et z,,5 ont été introduit afin que les conditions aux limites
soient discrétisées a I'ordre 2. Si on élimine du systeme linéaire final les degrés de
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liberté artificiellement introduits, on obtient les expressions suivantes

1 -1 0 a(xg)/2 0o - 0
-1 2 -1 0 a(zy)
1
Kn=123 + : . :
-1 2 -1 a(x,) 0
0 -1 1 0 0 a(xni1/2)

et by = (=% + f(20)/2, f(1), -, f(xn), § + f(xn11)/2)". Le systeme obtenu par
la méthode des éléments finis, des lors qu’on utilise la formule des trapezes pour
évaluer les intégrales, est équivalent. Plus précisément, on a alors

1 -1 0 a(zg)/2 0 --- 0

) -1 2 -1 0 a(z)
-1 2 -1 a(x,) 0
0 -1 1 0 0 a(zpe1)/2

et bEF = h(_% + @7 f(SL’1>, U >f(x”>7 % + W»T

Exercice 6.2.4 On considére (n + 2) masses ponctuelles (alignées) situées aux points
zj =j/(n+1) pour 0 < j < n+1 et reliées entre voisines par des ressorts de méme
raideur & > 0. On applique a chaque masse ponctuelle une force longitudinale f;. Dans
I'hypotheése de petits déplacements (longitudinaux) écrire |'énergie totale du systeme
qu'il faut minimiser (on discutera le cas des extrémités libres ou fixées). Interpréter la
recherche de la position d'équilibre du systeme en termes d'éléments finis.

Correction. On note u; le déplacement de la masse j. L’allongement du ressort
situé entre les masses j et 7 + 1 est

(5Lj = Uj41 — Uy -

Sous I'hypothese de petits déplacements, I'énergie élastique du ressort est une fonc-
tion quadratique de 'allongement égale a g(ujﬂ —u;)?. L’énergie totale du systeme
est égale a la somme de I’énergie élastique de chaque ressort et de I’énergie potentielle
due aux forces appliquées aux masses, soit

n L n+1
Jw)=>" 5 (Ujs1 = u)* = u,f;.
j=0 J=0

Si les deux extrémités sont fixées, ’énergie est a minimiser sur I’ensemble des vec-
teurs u tel que ug = u,y; = 0. Si uniquement l'une des extrémités (par exemple
si I'extrémité zq est fixée), 'espace de minimisation est I’ensemble des u tels que
up = 0. Si aucune extrémité n’est fixée, I'espace de minimisation n’a pas a étre
contraint. Par contre, dans ce dernier cas, ’existence d’un minimiseur n’est assurée
que si la condition de compatibilité
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est vérifiée.
Il y a une forte similitude entre le probleme obtenu et la résolution de 1’équation

—kAu=f

par la méthode des éléments finis IP;, qui consiste a minimiser I’énergie

k 1
1) = 51l = [ fle)uta) da

sur 'espace de discrétisation Vj,. Soit u;, un élément de Vj, et Uy, = (UP, ..., UM
les coordonnées de u;, dans la base classique de V. On a alors

t) = OIS ([ ooy )

Si on utilise la formule des trapezes afin d’évaluer I'intégrale apparaissant dans la
définition de I, on obtient

"k Uj+1 _ Uj 2 ntl .
rn) =3 O O S o v
=0 =0

En posant f; = (Az)?f(z;), on retrouve expression J & un coefficient Az pres.

Exercice 6.2.5 Démontrer |'équivalent du Théoreme 6.2.6 de convergence de la méthode
des éléments finis en dimension 1 appliquée au probléme de diffusion (6.2) avec condi-
tions aux limites de type Neumann.

Correction. La démonstration est identique mot pour mot a celle effectuée dans
le cas de conditions aux limites de Dirichlet.
Plus précisément, la formulation éléments finis consiste a déterminer

up € Vi, = {v € C([0,1]) tel que vl 4,,,) € P1 pour tout 0 < j < nj,

i1
ou z; = j/(n+ 1) tel que pour tout v, € Vj, on ait

a(up,vy) = L(vp), (6.5)
ou

1
a(u,v) = / u'v' dz + auv
0

et

L(v) = /o fvdz — av(0) + fo(1).

La forme bilinéaire a est bilinéaire, continue et coercive sur H'(0,1). La forme
linéaire L est continue sur H'(0,1) (les fonctions H'(0,1) s’injectant de maniere



89

continue dans C([0,1])). D’apres de Lemme 6.1.1, 'approximation de Galerkin ci-
dessus admet une solution unique et d’apres le Lemme de Céa 6.1.2, il existe C' > 0
indépendant de h tel que

lu — unll 10,1y < Cvilel\f/h [ = vnlla10,0)-

En choissisant v, = rju, on 73, est I'opérateur d’interpolation de H'(0,1) dans V},
de la définition 6.2.4, il vient

|lu — Uh||H1(0,1) < Cllu— ThUHHl(OJ)-
D’apres le Lemme 6.2.5, on a

}lblil(l) lu — raul| g1y =0

et si u € H%(0,1), alors il existe une constante C' indépendante de h telle que
Hu — ’I"huHHl(o,l) S C’hHu"HLz(OJ).

Il s’en suit que
lim |w —un|l 0,0y =0

et que si u € H%(0,1), il existe C indépendant de h tel que
HU — uh“Hl(O,l) S ChHUH”L2(071).

Exercice 6.2.6 En généralisant les arguments précédents, démontrer le Théoreme
6.2.14 de convergence de la méthode des éléments finis P, a la résolution du probleme

aux limites
—u” = f dans ]0, 1]
{ u(0) = u(1) =0,

Correction. D’apres le Lemme de Céa 6.1.2, il existe une constante C' indépen-
dante de h telle que

”u_uhHHl(O,l) S C' inf ||U—’Uh||H1(071), (66)
v €Von

ou Vo, est 'espace des éléments finis Py nuls aux bords. Afin de majorer le terme de
droite, on introduit I'opérateur d’interpolation de Hg sur Vg, qui a v associe

n

U = Z v(z;)Y; + Z U(@j11/2) Y541 /2,
=0

j=1

olt ¥; et ;112 sont les fonctions de bases de I'espace des éléments finis Py (voir
cours, p. 157). L’introduction de cette opérateur d’interpolation nous permet de
majorer le terme de droite de (6.6) par la norme H' de (u — rpu). Il ne nous reste
donc plus qu’a estimer ce dernier terme.
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Dans le cas h = 1, il existe une constante C telle que pour tout v € H>(0, 1),

(o = Y ez < Callo” 20 (6.7

Afin d’établir cette inégalité, on peut effectuer un raisonnement par I’absurde dans
'esprit de la démonstration de I'inégalité de Poincaré. Supposons que I'inégalité (6.7)
soit violée pour toute constante C;. Il existe une suite v,, d’éléments de H*(0, 1) telle
que pour tout n,

1(r1on = va)llz20,0) > vy l22(0,1)-

Quitte a modifier v™ par I'ajout d'un polynome de de degré 2, on peut supposer que

1 1 1
/ vndx:/ v;dmz/ vl dr = 0.
0 0 0

De plus, quitte a multplier v,, par une constante, on peut également supposer que

1= |[(riv, — vn>/HL2(O,1)- (6.8)

Par application successive du théoréeme de Poincaré Wirtinger, on en déduit que v”,
v’ et v sont bornés dans L*(0, 1) et donc que v, est borné dans H3(0,1). D’apres le
Théoreme de Rellich et quitte a extraire une sous-suite de v,,, on peut donc supposer
que la suite v, est convergente dans H?(0,1). De plus, comme v’ converge vers zéro
dans L?(0,1), la suite v, est convergente dans H*(0,1). Soit v la limite de v,. Tout
d’abord, on a

"

10"l 20,0y = lim [|o7 || 2200y = O,

d’autres part, Uopérateur 1 étant continu de H'(0, 1) & valeurs dans Py (les fonctions

H' en dimension 1 s’injectant dans I'espace des fonctions continues), on peut passer
a la limite dans (6.8), d’ou

1= H(’f’l’l) — U)/||L2(0,1)-

La dérivée troisieme de v étant nulle, ¢’est un polynome de degré inférieur ou égale
a 2. Ainsi,

v =v,
ce qui est contradictoire avec l'inéglaité précédente et établit (6.7).

Nous allons généraliser I'inégalité (6.7) pour tout h = 1/(n + 1), en prenant
soin d’exprimer la dépendance de la constante de majoration en fonction de n. On
décompose la norme L? de r,v — v en une somme de termes portant sur chacune des
mailles.

112 ! !/ 2 . (j+1)h 2
1w — 0220, = / (0 — Y (@)Pdz =3 / (v — w)i() P de.
=03

h

On pose v;(x) = v(h(j + x)). Par changement de variable, on a

n 1 n
[ (rav — U)/H?ﬁ(og) =h Z/o |(rv; —vy) () de < CPRT! Z HU;'HH%?(OJ)-
=0 =0
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En effectuant de nouveau un changement de variable, on établit que

(J+1)h

o ooy = [ @) d

hj
Ainsi,
(v = v) 12200 < CERM V" 2201)-

D’apres l'inégalité de Poincaré, la norme L? du gradient est une norme équivalente
a la norme H' sur H}. 1l existe donc Cj tel que pour tout v € H3(0,1) N H(0, 1),

HThU - UHHl(o,l) < COhZHUWHLQ(OJ)'

La covergence de la méthode des éléments finie P, dans le cas régulier découle alors
de la majoration (6.6) par ||u — rpul| g1 (0,1).-

Il reste a établir la convergence dans le cas ol on effectue aucune hypothese de
régularité sur la solution du probleme. A cet effet, on établit dans un premier temps
la continuité uniforme 7, par rapport a h. Notons que la contiuité de 'opérateur ry,
est évidente, les fonctions H'(0,1) s’injectant de maniere continue dans C([0, 1]).
Il nous faut donc seulement étudier la dépendance de la constante de continuité en
fonction de h. On a

n Tjt1
Iwo) Wan =3 [ Ny d,
=0 /%

et . Par changement de variable, dans ’expression précédente, il vient
S
w0 oy =173 [ 1005 P e
=00
L’opérateur r; étant continu, il existe une constante Cj telle que
S
30 [y < HC0 S [ g e
5=0

En effecutant le changement de variable inverse de celui réalisé précédemment, on
obtient

2 2
1(rnv) 12201y < Callv' 20,1y
D’apres 'inégalité de Poincaré, la norme L? du gradient est équivalente a la norme
H' sur Hj. 1l existe donc une constante C' indépendante de h telle que pour tout
v e H0,1),
lrnvllmr 1) < Cllvllmo,-

Afin d’établir la convergence de la méthode des éléments finis, il suffit de prouver

que pour tout v € H}(0,1), on a

h—0
[ = 7ol 0,1) — 0. (6.9)
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Comme dans le cas régulier, la covergence de la méthode s’obtient en majorant (6.6)
par ||u — ruu g1,y Soit v € Hy(0,1). Comme Pespace des fonctions de classe C
a support compact est dense dans H}(0, 1), pour tout € > 0, il existe p € C>(Q)
tel que

lv = ¢llin <e.

Ainsi, on a
v = rrvll a1 00) < v =@l + e = raellaron + [1rale — )l a0

L’opérateur 7, étant uniformément continu par rapport a h, il existe une constante
C indépendante de h telle que

v = rrvl|E100) < Cllv = ollar0,) + I — rall a1 0,1)-

D’apres I'analyse précédente, || — 79| m1(0,1) — 0 lorsque h tend vers zéro. Ainsi,
pour h assez petit, on a

le = rnellmon < 1+ O)lo = @llmey = 1+ C)e.
On en déduit (6.9) et donc la convergence de la méthode des éléments finis Ps.

Exercice 6.2.7 Calculer explicitement la matrice de rigidité K, associée au probleme
consistant a trouver

up, € Vou := {v € C'((0,1]) tel que vy, 4,,,) € P3 pour tout 0 < j < n} N H(Q)
tel que

/0 uy (x)vy (z) de = /0 f(@)vp(x) dz Yoy, € Vop. (6.10)

Correction. Tout d’abord, rappelons que l’espace Vj, de dimension 2n + 2 est
engendré par les fonctions de base

Xr — r—X

hx]) pour 1 < j <n, 1/)J(x):1/1< - j) pour 0 <j<n+1,

¢j(z) = ¢ <
ou ¢ et v sont les fonctions meres

(1+x)*)(1—2z) si —1<z<0,

dlr)=< (1—2z)*(1+2x) si0<z<I1,
0 si |z > 1,
et
r(l+z)? si —1<z<0,
Plr)=< z(1—2)* si0<x<1,
0 si o] > L.

On note E la base de Vj, définie par

E = (e;)o<i<ant2 = (Yo, &1, - - -, Ons Uy Yg1).
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La matrice de rigidité associée a la résultion du probleme (6.10) est définie par
1
(Kn)ij = /0 ej'e/dx pour tout couple (i, 7) € {0,--- ,2n+ 2}*.

Le support des fonctions de base ¢; (ou ;) et ¢; (ou ;) étant disjoints des que
|i — 7] > 1, on en déduit que K}, possede une structure particuliere de la forme

Qo bg
bO Al,l A1,2
/Ch: A2,1 A2,2
‘ T Anfl,m
Apno1r Anpn b
b o

olt ag, a; € R, by, by € R? et pour tout couple i et j de {1,...,n}* tels que |i—j| < 1,
A;; € R¥?2 sont définis par

Aivri = < fo P07 d fo i da )

fol z+1¢// dx fo z+177b” dx

0 (b//w// dx fo |2/)//‘2 d&?

a0 = /w 2 ds, o = /w 2do
B f ¢// f ¢// i
by = 9 by = 0
’ (fow” ) o (fow”w+1dx)

Afin de déterminer ces intégrales, on effectue le changement de variable X =
(x — x;)/h. On obtient en utilisant la parité des fonctions de base

A < fq ¢//|2 dJT f() QS//@Z)// dﬂ? )

dor o —pen (Mg X = DE0 X [ (X 1)e(X) dX
A Jo (X = 1)¢"(X)dX [y 0"(X = )" (X)dX )

T G ).

0 J} v (X)dx

1
ay = a; = h_?’/ " (X)|dX
0

b — [ X =D (X)ax (X - 1/ (X) dX
Jo (X = 1)p"(X)dX )’ Jo WX = 1) (X) dX
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Enfin, sur [0,1] on a
¢"(X)=12X —6; ¢"(X — 1) = —12X + 6

et
w”(X) =6X —4; 1/1”(X—1) =6X — 2.

Finalement, suite a un calcul de primitive élémentaire, il vient

s —12 =6 5240
AZ+1,Z_h ( 6 2 JAl,Z_h 0 8

et
_ 3 —6 —3( 6
a0:a1:h34,b0:h3( 2),b1:h3(2>
Ainsi,
4 -6 2
-6 24 0 —-12 -6
2 0 8 6 2
—-12 6 24 O
K — h? 62 0 8
—-12 -6
6 2
—-12 6 24 0 6
-6 2 0 8 2
6 2 4

Exercice 6.3.1 Soit 7;, un maillage de © pour 2 ouvert simplement connexe polygonal
de R2. On note n; le nombre de triangles de 7}, n. le nombre de faces ou cotés des
triangles (un coté commun a deux triangles n'est compté qu’une seule fois), 15 le nombre
de sommets du maillage, et ngs le nombre de sommets intérieurs du maillage (qui ne
sont pas sur 0S2). Démontrer les relations, dites d'Euler, n; +ns = n.+1 et 3n, +ng =
2nc + Nps-

Correction. Plutot que de vérifier les relations d’Euler, on se propose de les re-
trouver directement en effectuant un raisonnement par récurrence. On cherche a
déterminer s'il existe un (ou plusieurs) vecteur L € Z* et un entier « tel que pour
tout maillage d’'un ouvert simplement connexe, L -z +« = 0 out & = (ng, N, Ns, Ngo)-
Tout d’abord, la relation doit étre vérifiée par le maillage trivial constitué d’un
unique triangle. On a donc

L-(1,3,3,0)+a=0. (6.11)

Considérons un maillage de €2 comportant plusieurs triangles. On choisit un chemin
a 'intérieur de €2 constitué d’une succession d’arétes reliant deux sommets distincts
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du bord. L’ouvert €2 étant simplement connexe, ce chemin sépare €2 en deux ouverts
simplement connexes €2; et {25. On note x; et x5 les vecteurs composés du nombre
de triangles, d’arétes, de sommets et de sommets intérieurs de chacun des maillages.
On note n. et n, les nombres de cotés et de sommet du chemin. On vérifie que

r =z + 22+ (0, =N, —Nog, s — 2).

Deplus,ng=n.+1.SiL-x1+a=0et L-2o+a=0,ona L-z+a=0siet
seulement si
n.L-(0,-1,-1,1)+ L-(0,0,—-1,—1) —a = 0.

Le nombre de noeuds n. de cotés du chemin pouvant prendre des valeurs quel-
conques, on en déduit que

(L-xy=aet L-zo=a)=L-z=0, (6.12)
pour tout maillage de € si et seulement si
L-(0,0,1,1)=—aet L-(0,—1,—1,1) =0. (6.13)

On a montré que (6.11) et (6.13) étaient des conditions nécessaires pour que la
relation L - x = « soit vérifiée par tout maillage. Par récurrence sur le nombre
de triangles du maillage, on obtient de plus que ces conditions sont suffisantes,
I'équation (6.11) nous permettant d’initialiser la récurrence et ’équation (6.13) nous
permettant de prouver que si la relation L - x = « est vérifée pour tout maillage
comportant moins de n triangles, elle I'est également pour les maillages de taille
n (n > 1). On peut reformuler les conditions (6.11) et (6.13) sous la forme L €
Vect((—2,1,0,1);(—=1,0,1,1)) et @« = —L - (0,0, 1,1). Ainsi, on a uniquement deux
relations d’Euler indépendantes :

—2n;+n.+ngpg=1et —n,+ny,+ny, =2.
On vérifie enfin que ces relations sont équivalentes a celles proposées par 1’énoncé.

Exercice 6.3.2 Soit K un N-simplexe de sommets (a;)1<j<ny+1. Montrer que tout
polyndme p € P; se met sous la forme

N+1

p(x) = Z pla) (),

ol les (A\;(x))1<j<n+1 sont les coordonnées barycentriques de z € RY.

Correction. Soit p un polynome de degré un et K un N-simplexe de sommets

(a;)1<j<n+1. Comme z = Z?:El Aj(z)a;, et que l'application qui a = associe p(z) —

p(0) est linéaire, on a
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Comme » . A; = 1, on en déduit que

N+1

2) = > A@p(a)

Exercice 6.3.3 Soit K un N-simplexe de sommets (a;)1<j<n+1-
Soit (ajj/)1<j<j<N+1 les points milieux des arétes de K définis par leurs coordonnées
barycentriques

1 .
Ajlagy) = Ajr(azy) = 5 Mi(aj;) =0 pour I # 7, 5.

Vérifier que X, est précisément constitué des sommets et des points milieux des arétes
et que tout polynéme p € [Py se met sous la forme

ple) = pla)Xi(@) 20 (x) = 1)+ D Aplag)di(@) Ay (x), (6.14)
j=1 1<j<j/<N+1

ol les (A\;(x))1<j<n+1 sont les coordonnées barycentriques de = € RY.

Correction. Rappelons tout d’abord que le treillis Y5 est défini par
1
Yo = {x € K tel que \j(x) € {0,5,1} pour 1 <j < N}

Il contient naturellement les sommets du simplexe (pour lesquels les coordonnées
barycentriques sont \;(a;) = d;;) et les points milieux des arétes (pour lesqules
les coordonnées barycentriques sont \;(a;;) = (;; + 0;)/2). Réciproquement, tout
éléments du treillis ¥y est soit un sommet, soit un point milieu d'une aréte. En
effet, la somme des coordonnées barycentriques d’un point étant égale a un, les
coordonnées baycentriques \;(x) d'un point du treillis sont soit égale & un pour 1’ un
des sommet, nul pour les autres (dans ce cas x un sommet du simplexe), soit égale
a 1/2 pour deux sommets et nul pour les autres (dans ce cas, x est un point milieu
d’une aréte). Le treillis 3y est donc précisément constitué de ’ensemble des points
milieux des arétes et des sommets du simplexe.

Comme les coordonnées barycentriques sont des fonctions affines, les fonctions g; et
q;;» définies par

g;(z) = Aj(2) (2A;(2) — 1)
qjj (x) = 4N (x) Ay ()

sont des polynomes de degré deux. De plus ils sont indépendants les uns des autres,
car

q;(a:) = bij, qj(air) =0, qjy(a;) = 0, qjjr(air) = 0500
I1 suffit donc de vérifié que la famille consistuée par les polynomes g; et g;; contient
autant d’élément que l'espace Py pour en déduire qu’elle en est génératrice et
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conclure. L’espace des polynomes Py, engendré par N mondmes de type z2, N(N —
1)/2 du type z;z; (avec i < j), N monomes de type x; et la constante unité, est de
dimension N + N(N —1)/24+ N+1= N(N +1)/2+ N + 1. La famille constituée
des g; et ¢j; compte précisément N + 1+ (N + 1)N/2 éléments. Elle engendre donc
I’espace des polynomes de degré 2 et tout polynome p € Py se décompose sur cette
base selon (6.14).

Exercice 6.3.4 Soit 7;, un maillage de © pour 2 ouvert simplement connexe polygonal
de R2. On note n,; le nombre de triangles de 75, n. le nombre de faces ou cotés des
triangles (un coté commun a deux triangles n'est compté qu’une seule fois), 15 le nombre
de sommets du maillage, et ngs le nombre de sommets intérieurs du maillage. Montrer
que les dimensions de I'espace V}, d'éléments finis de Lagrange d'ordre k et de son sous
espace Vy, des fonctions s'annulant sur le bord du domaine sont

Mnt +kng,—k+1, dimVy, = M
2 2
Correction. Pour un treillis d’ordre k, on compte (k + 1)(k + 2)/2 éléments ou
noeuds, dont 3k sur le bord du triangle. En particulier, un treillis d’ordre £ compte
(k+1)(k+2)/2—3k=(k—1)(k—2)/2 points “internes”, 3(k — 1) points situés a

I'intérieur des arétes et 3 aux sommets.

La dimension de V}, est égale au nombre total de degrés de liberté. A I'intérieur
de chaque triangle, on compte (k—1)(k—2)/2 degrés de liberté soit n,(k—1)(k—2)/2,
auxquels il faut ajouter les degrés de liberté situés a l'intérieur des arétes, soit
(k — 1)n. degrés de liberté et les ny; sommets du maillage. Au total,

dimV), = ng —kng + k+ 1.

kE—1)(k—2
dim(V},) = ( )2( )nt + (k= D)ne + ny
D’apres la premiere formule d’Euler (voir Exercice 6.3.1), n. = n; + ns — 1. Ainsi,
(k—1)(k—2) (k—1)k

dim(V},) = ne+(k—1)ng+kns+(1—k) = ny+kns+1—k.

2 2

Le nombre de degrés de liberté de V{y, est égal a celui de V},, auquel il faut soustraire
les degrés de liberté situés sur le bord J€2 du domaine qui en compte k(ns — ngs).
On a donc

k—1)k kE—1k
dim (Vo) = %nt +kng+1—k — k(ng — ngs) = %nt + kngs +1 — k.
D’apres les formules d’Euler,
Nos =3¢ + Ng — 2N,
=3n; +ns — 2(ny +ns — 1)
=Ni — Ng + 2
Ainsi
E—1)k kE+ 1)k
dim(Vyy) = (k=1) nt—i—knt—kns—i—l—i—k:unt—lms—i—l—l—k.

2 2



98 CHAPITRE 6. METHODE DES ELEMENTS FINIS

Exercice 6.3.5 Démontrer la formule (6.43) en dimension N = 2, c'est a dire

a1!a2!a3!
(1 +ag+az +2)!

/K M (2) Da(2)™ A ()™ dz = 2Aire(K) (6.15)

oll K est un simplexe de R?, \;(z) sont les coordonnées barycentriques de z et «; des
entiers naturels.

Correction. On pose

[ / A% (2)AS2 (2)A% () dar.
K
Soit a; les sommets de K, et F' ’application de
S = {()\1,)\2> c Ri C A F A < 1}
a valeurs dans K définie par
F()\l, )\2) = )\1&1 + )\2&2 + (1 — )\1 — )\2)(1,3.

L’application F' est un difféomorphisme de S dans K. En effectuant le changement
de variables x = F'(\1, A2) dans l'expression de I, on obtient

I= / AN NS | det(DF)|dA\ds,
S

avec A3 = 1 — (A + A\g). Or

oF OF .
|det(DF)| = a—)\l A a—)\2 = ](al — a3) VAN (CLQ — a3)| = 2AH‘€(K).
Ainsi,
I = 2Aire(K) / ATAS2 AL A d g, (6.16)
S

Il reste a calculer I'intégrale figurant dans le terme de droite.

1 1-X\1
/ ASIAG2 NS I DAy = / Ao ( / A% (1 — Ay — Az)%dAQ) .
S 0 0

On effectue le changement de variable Ay = (1 — A1)t dans U'intégrale selon \s.

1 1
/ ATIASZ AL AN d Ny = / AST(1 — Ap)ertestlgy, / to2 (1 — 1) dt
S 0 0

Par intégration par partie successives, on montre que
1 Im)!
nlm!
/ t"(1—t)"dt = ——.
0 (n+m+1)!
Ainsi,
arl(ag +az +1)! aslas! B oqlaslas!
<051+012+063+2)!(042+063+1)! (041+042+053+2)!'

/ APASAS AN d Ny =
S

qui combinée avec (6.16) nous donne (6.15).



99

Exercice 6.3.6 Montrer que les formules de quadrature
/ () dz ~ Volume( K )(ao). (6.17)
K

avec ag = (N +1)"' -+ 4;, le barycentre de K, et

[ vty dn = D S o), (6.13)

sont exactes pour ) € P;.

Correction. Soit p un polynome de degré 1, il existe ¢ polynome de degre len A
tel que g(A(z)) = p(z). Or [ 1dx = Volume(K) et [, A\pdx = VOl}lvriel > A(a).
On en déduit donc que

[ a0 ds = A S @),

et que la formule (6.18) est exacte pour les polynomes de degré 1. De plus, comme p
est affine, p(ap) = 1/(N+1) Y. p(a;), ce qui établit I'exactitude de la formule (6.17)

Exercice 6.3.7 Soit K un triangle de R? de sommets (a;)1<;<3 et de barycentre ay.
Soit (a;j)1<i<j<s les points milieux des segments d'extrémités a;,a;. Montrer que la
formule de quadrature

Alre(K)
/ U(z Z ¥(aij)
1<i<j<3
est exacte pour 1 € Py, tandis que la formule
Alre
/w 321/;@1 )+8 > ¥(ay) + 27 (ag)
1<i<j<3

est exacte pour ¢ € Ps.

Correction. On procede comme pour I’Exercice 6.3.6 en vérifiant 1’exactitude des
formules de quadrature pour les polynomes de la forme

p(x) = q(Mi(2), Aa(2), As (),

ou ()\;) sont les coordonnées barycentriques de x et ¢ est un polynéme de trois
variables de degré 2 ou 3. En d’autres termes, il s’agit de vérifier que pour tout
polynome ¢ de trois variables et de degré deux

/K (), (@), Ms(2))dz = To(g), (6.19)
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ou Ty est défini par
Aire(K)
Tr(q) = —s > allei+e;)/2),

1<i<j<3

(€1, e, €3) désignant la base canonique de R3 et que pour tout polynéme ¢ de trois
variables et de degré trois,

/K 4O (), Ma(2), As())da = Ti(q), (6.20)

T3<q>=w<szq<ei>+8 Z q<<ei+ej>/2>+27q<<el+e2+eg>/3>>.

On note

061!042!()[3!
(041 + oo + a3 + 2)'

S(on, ag, a3) = / ATTAS2AS? dx = 2Aire( K)
K

Les équations (6.19) et (6.20) sont linéaires par rapport au polynéme q. Il suffit donc
de les établir pour une base de I’ensemble des polyndmes de trois variables de degré
deux et trois respectivement. On peut par exemple vérifier que, pour tout «o; € N
tel que Z?:1 a; <2,

S(ar, ag, a3) = To( X7 X572 X57)

et pour tout o; € N tel que 23:1 a; < 3,
S(an, ag, a3) = T3(XTT X522 X2,

Pour toute permutation o de {1,2,3} et pour tout multi-indice o € N?, on a
S, s, a3) = Sy, Mgy, Ny)

et
To( XM X522 X5%) = Tp( X, X572 X37%) pour B =1,2.

Ces considérations d’invariance, nous permettent de limiter le nombre de vérifications
a effectuer. Seuls les 4 cas et les 7 cas suivants sont a considérer pour vérifier res-
pectivement la premiere et deuxieme formule de quadrature.

5(0,0,0) = Aire(K) —=T5(1) =T5(1),
S5(1,0,0) = Aire(K) /3 =T5(X1) =T3(X1),
S(1,1,0) = Aire(K) /12 =T»(X 1 X>) =T5( X1 X5),
S(2,0,0) = Aire(K) /6 =T5(X7) =T3(X7),
S(1,1,1) = Aire(K)/60 =Ty(X;X>X3),

S(2,1,0) = Aire(K)/30 =T3(X{X,),

5(3,0,0) = Aire(K)/60 =T3(X})
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Exercice 6.3.8 Soit (b;)1<;<; des points d'un N-simplexe K et (w;)i<;<; des poids
réels. Soit une formule de quadrature

/K (z) dr ~ Volume(K) Z wi(b;)

qui soit exacte pour ¢ € P,. Montrer que, pour une fonction réguliere ¢/, on a

m /Kw(:v) dr = ;wiw(bi) +O(RFY,

ol h est le diameétre de K.

Correction. Soit 1) une fonction de classe C**!. En effectuant un développement de
Taylor, il existe une constante C' telle que pour tout élément a du domaine (borné)
considéré, il existe un polynome T, dépendant de v, de degré au plus k tel que

[W(a+u) — Tu(u)| < ClulF.

Considérons un simplexe K de centre de gravité ag, par intégration de la formule
précédente sur les éléments u tels que ap+u € K (en particulier, |u| < h), on obtient

que
/wdx—/TaO(x—ao)dx
K K

La formule de quadrature étant exacte pour les polynomes de degré inférieur ou égal
a k, on a donc

< C'Vol(K)hF !,

< C'Vol(K)hF !,

/ ¥ dx — Vol(K) sz‘Tao(bi — ap)
K i

En utilisant a nouveau le développement de Taylor de i en ag, on en déduit que

< C'Vol(K)hF+!

/K ¢ d — Vol(K) Z with(b;)

ou C’ est une constante indépendante de h, ce qui acheve la démonstration.

Exercice 6.3.9 On consideére le carré Q =| — 1,+1[> maillé suivant la Figure 6.1.
Calculer la matrice de rigidité K, des éléments finis P; appliqués au Laplacien avec
condition aux limites de Neumann (on utilisera les symétries du maillage).

Correction. On note Vj l'espace des éléments finis PP; associé au maillage de la
Figure 6.1. L’espace V}, est de dimension 9. Pour tout i € {1,---,9}, on note ¢;
la fonction de base associée au ieme noeud (on utilise la numérotation des noeuds
indiquée sur la figure). En d’autres termes, ¢; est I'unique élément de Vj, tel que
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FI1GURE 6.1 — Exemple de maillage et de numérotation des noeuds.

¢i(x;) = d;; pour tout indice j € {1,---,9}. La matrice de rigidité associée a la
résolution du Laplacien est définie pour tout couple d’indices i et j par

(Kh)i,j = /QV¢1 . V¢J da:

On a donc 81 coeflicients a déterminer ! Cependant, des que ¢; et ¢; sont a support
disjoint, (Kp);; = 0. Enfin, en utilisant les symétries du maillage, on constate qu’il
suffit de calculer six coefficients de la matrice de rigidité, les autres s’en déduisant
aisément. En l'occurrence, on doit calculer (KCp)11, (Kn)1s, (Kn)1o, (Kn)ss, (Kn)so
et (Kp)oyg. Le gradient des fonctions de base ¢; est constant sur chaque maille, qui
sont toutes de méme aire 1/2. Le calcul de nos 9 coefficients est donc aisé et

(Kp)ii=1, (Kp)is=—1/2, (Kp)1o =0, (Kp)ss =2, (Kp)s9 = —1,(Kp)og = 4.

En rassemblant ces résultats, on obtient

1 0 0 0 —1/2 0 0 —1/2 0

0 1 0 0 —1/2 —1/2 0 0 0

0 0 1 0 0 -1/2 -1/2 0 0

0 0 0 1 0 0 -1/2 —-1/2 0
Kn=|-1/2 =1/2 0 0 2 0 0 0 -1
0 —1/2 —-1/2 0 0 2 0 0 -1

0 0 -1/2 —-1/2 0 0 2 0 -1

~1/2 0 0 -1/2 0 0 0 2 -1

0 0 0 o -1 -1 -1 -1 4

Exercice 6.3.10 Appliquer la méthode des éléments finis IP; au probleme de Dirichlet

(6.21)

—Au = f dans ()
u=20 sur 0f),

dans le carré 2 =0, 1[> avec le maillage triangulaire uniforme de la Figure 6.2. Montrer
que la matrice de rigidité K; est la méme matrice que celle que I'on obtiendrait par
application de la méthode des différences finies (a un facteur multiplicatif 22 prés), mais
que le second membre b, est différent.

Correction. On note n + 2 le nombre de mailles situées sur 'un des bords du
domaine. Soit h = 1/(n+1), la taille d’'une maille. On note z; ; = (x;, z;) les sommets
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FIGURE 6.2 — Maillage triangulaire uniforme d’un carré

du maillage o z; = ih (on a 1 < 4,j < n). On numérote les noeuds du maillage ligne
par ligne. En d’autres termes, on pose a;4;, = ;; pour tout 1 < 4,5 < n. Enfin,
on note ¢y, la fonction de base P; associée au nceud ay. La Figure 6.3 représente les
valeurs du gradient d’une fonction de base ¢, sur son support (constant par maille).

—(1/n)
CONC| -
() | N4
(/1)

FI1GURE 6.3 — Valeurs du gradient d’une fonction de base

On cherche a calculer Ay, = fQ Vor -Vorde. Si k=1,

Ahk,k:/ |V¢k|2d£€-
Q

Le gradient V¢ est nul sur tout 2 a I’exclusion des 6 triangles contenant aj. Sur
chacun d’entre eux, |V¢y|? est constant, égale & 1/h? sur quatre d’entre eux, 2/h?
sur les deux autres. Enfin, I'aire des triangles du maillage étant égale & h?/2,

Ahk,k =4.
Si ai et a; sont des nceuds voisins, c’est adiresi k=1+1, k=1—-1,k=1+n—1,
k=Il+n,k=0l—nouk=1—n+1, les supports de ¢, et ¢; ne sont pas disjoints.

Cependant, le terme Ay, est nul dans les cas k =1l —n+1et k =14+n—1 (les
gradients des fonctions ¢y et ¢; sont orthogonaux). Dans les autres cas, on a

Ahk,l == —1
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En d’autres termes, on a

D E 0
EF D F
Ay = .
E D FE
0 E D
ou E et D sont les matrices n X n
4 -1 0 -1 0
-1 4 -1 0O -1 0
D = E = )
-1 4 -1 0O -1 0
0 -1 4 0 -1

On obtient donc en effet la matrice issue de la méthode des différences finies (voir
cours, section 2.2.6) multipliée par h?. Cependant, le second membre du systeme
linéaire obtenu differe , car , en général,

(bu)i = /Q Fonde £ B2 f (ar).

Exercice 6.3.11 On reprend les notations de |'Exercice 6.3.10. On note n le nombre
de points du maillage sur un coté du carré (supposé étre le méme pour chaque coté).
On numérote “ligne par ligne” les nceuds du maillage (ou les degrés de liberté). Montrer
que la matrice de rigidité K, des éléments finis P; est de taille de I'ordre de n? et de
largeur de bande de I'ordre de 2n (pour n grand).

Montrer que la méme méthode et le méme type de maillage pour le cube 2 =|0, 1[?
conduisent 3 une matrice de taille de I'ordre de n® et de largeur de bande de I'ordre de
2n? (ol n est le nombre de nceuds le long d'une aréte du cube Q).

Correction. La taille de la matrice K, est exactement n?, tandis que sa demi-
largeur de bande est n, en effet, des que |k — 1] > n, Ky, = 0. Dans le cas du
cube, on note a; i jn k2 = (T, %, x) les nceuds du maillage, o x; = i/(n + 1). Le
nombre de degré de liberté est donc égal & n®. Enfin, si |k — | > n® + n, le support
des fonctions test ¢y et ¢; sont disjoints. Ainsi, la matrice du systeme obtenu a une
demi-largeur de bande de I'ordre de n? pour n grand.

Exercice 6.3.12 On dit qu'une matrice carrée réelle B = (b;j)1<; j<n €st une M-
matrice si, pour tout ¢,

bii>07 Zbik>07 bZJSO ‘v’y;zéz
k=1

Montrer que toute M-matrice est inversible et que tous les coefficients de son inverse
sont positifs ou nuls.
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Correction. Soit B une M-matrice et X € RY tels que BX =Y > 0 (cest &
dire tels que toutes les coordonnées Y; de Y = BX soient positives). Introduisons
I'indice 72 tel que

X, = min X;
1<i<N
On a alors
bioioXio + Z bionj = }/;() > 0,
J#i0

d’ou

N

(Z bioj) Xiy = ) bigj(Xiy — X;) >0,
Jj=1 J#io

d’apres la définition de i5. Comme Zjvzl bi,; > 0, on en déduit que X;p > 0 et donc
que X > 0. On en déduit que B est inversible car injective. En effet, si BX = 0,
BX > 0et B(—X) >0, dou X > 0et —X > 0, cest a dire X = 0. Comme
BX > 0 implique X > 0, les coefficients de la matrice B~! sont positifs.

Exercice 6.3.13 On se place en dimension N = 2. Soit u;, la solution approchée du
probleme de Dirichlet (6.21) obtenue par la méthode des éléments finis P;. On suppose
que tous les angles des triangles K; € Tj, sont inférieurs ou égaux a m/2. Montrer que
up(x) > 0 dans Q si f(x) > 0 dans Q. Indication : on montrera que, pour tout € > 0,
K, + e1d est une M-matrice, ou K}, est la matrice de rigidité.

Correction. Soit K, la matrice du systeme issu de la méthode des éléments finis,

avec conditions de Dirichlet. Il suffit de prouver que, pour tout ¢ > 0, K, + ¢1d

est une M-matrice. En effet, dans ce cas et d’apres l'exercice précédent, tous les

coefficients de la matrice (KCj +<1d)~! sont positifs. L’application qui & une matrice

associe son inverse étant continue sur l’ensemble des matrices inversibles, on en

déduit en faisant tendre € vers 0 que les coefficients de la matrice ;' sont positifs.
Tout d’abord, il est clair que

(Kn)ii >0 (6.22)

pour tout . Considérons ensuite deux sommets distincts a; et a; communs a un
triangle T}, du maillage.

Le gradient de ¢; est orthogonal au coté du triangle T} opposé a a;, car la
restriction de ¢; a cette aréte est la constante 0. I en est de méme pour V¢;. On en
déduit que l'angle fromés par les vecteurs V¢, et V¢, est I'opposé (modulo 7) de
I'angle du triangle 7} au sommet de 7T}, disctinct de a; et a;. Or on a supposé que
tous les angles des triangles du maillages étaient inférieurs a 7/2. Il s’en suit que
I'angle formé par ces deux vecteurs V¢, et V¢; est aigue et que

Vo;-Vo; <0

sur Tj. Le raisonnement étant valable sur tous les triangles du maillage, on en déduit
que

(Kn)ij = / Vi - Vo;dr <0 pour tout i # j. (6.23)
0
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Soit ng le nombre de nceuds du maillage situés a l'intérieur du domaine 2 et n le
nombre de nceuds total, on numérote les noeuds a; du maillage de sorte que a; € 02

pour 7 > ng. Comme
n
1=>_ 4
j=1

pour tout ¢, 0 < i < ny,

Oz/ngi-Vldx:Z/ngi-ngﬁjdx.
Q FEEEAY
Ainsi,

> /Q Vi - Vo, dr. (6.24)

j=no+1

;/ﬂw-wjd:c:—

Or on a prouvé précédemment que le second membre de (6.24) est positif. On a donc

montré que
o

> (Kn)i; > 0. (6.25)

i=1
De (6.22), (6.23), (6.25), on déduit que K + €l est une M-matrice pour tout € > 0,
ce qui acheve la démonstration.

Exercice 6.3.14 Appliquer la méthode des éléments finis P, au systeme de I'élasticité
(5.15). Montrer en particulier que la matrice de rigidité ), est dans ce cas d'ordre Nngy
ou N est la dimension d'espace et ng est le nombre de nceuds de degrés de liberté.

Correction. La formulation faible de 1’élasticité linéarisée consiste & déterminer
u € HH Q)N tel que

/ (2ue(u) - e(v) + A(divu)(dive)) dz = / f -vdx pour tout v € Hy(Q)N.
Q Q
Soit 7;, un maillage régulier de €2, on introduit les espaces discrets

Vi, ={u e C(Q;R)Y : uy| € Py, pour tout K € Tp,}

et
Vo ={u € Vj, : u =0 sur 00}.

Soit (¢;)i=1,n, les fonctions de base associées aux degrés de liberté du treillis d’ordre
k du maillage Tj,. L’approximation variationnelle du probleme (5.56) par la méthode
des éléments finis P, consiste a déterminer u € Vg, tel que

/ (2ue(u) - e(v) + A(divu)(dive)) dz = / f - vdx pour tout v € Vo,
Q Q

c’est a dire a résoudre le systeme

IChUh = bh



107

(Kn)ij = /Q (2pe(ei) - e(9;) + A(dive) (dive;)) da
et

(ba)s = /Q feéi de.

L’existence d'une solution a ce probleme est évidente par application du théoreme
de Lax-Milgram. Enfin, chaque élément de I'espace Vj, est défini de maniere unique
par ses valeurs (dans RY) aux nceuds de degrés de liberté du treillis d’ordre k. Ainsi,
la dimension de I'espace V{, est égale a Nng ou ng est le nombre de noeuds de degrés
de liberté.

Exercice 6.3.15 Expliciter la matrice de rigidité I, obtenue par application de la
méthode des éléments finis IP;, au probleme de Neumann

—Au+au=f dans()
{ % =g sur 02, (6.26)
avec f € L*(Q), g € L*(99Q), et a € L>(Q) tel que a(z) > ag > 0 p.p. dans Q.

Correction. L’espace d’approximation issu de la méthode des éléments finis Py,
associé au probleme de Neumann (6.26) est basée sur l'espace discret

Vi, ={u € C(R) : u|g € Py, pour tout K € T,}.

Soit (¢;)i=1., les fonctions de base associées au degré de liberté du treillis d’ordre
k du maillage 7;,. L’approximation variationnelle consiste a résoudre le systeme

KnUp, = by,

ou

(Kn)is = /Q (Vi -V, + adudy) da

(ba)i = /Q foide + /a s,

Exercice 6.3.16 Montrer que la matrice de rigidité K;, obtenue par application de la
méthode des éléments finis P, au probleme de convection-diffusion de I'Exercice 5.2.2
est inversible mais pas symétrique.

Correction. L’espace d’approximation variationnelle du probléeme de convection
diffusion de I’Exercice 5.2.2 est

Von = {u € C(QR)Y : ;| € Py, pour tout K € Ty, u = 0 sur 9Q}.

Soit (¢;)i=1,n, les fonctions de base associées aux degrés de liberté du treillis d’ordre
k du maillage 7;,. L’approximation variationnelle consiste a résoudre le systeme

]ChUh = bh7
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ou

(Kn)ij = /Q (V@i - Vo; + (V- Vi)p;) dx

On rappelle que la divergence de V' est supposée nulle. Ainsi, pour tout u, et vy
appartenant a Vo,

/Q(V -Vup)vp doe = — /Q ((divV)vpup + (V- Vop)uy) doe = — /Q(V -Voup)up, dx.

En particulier, la matrice K}, est en général non symétrique, sauf si tout les termes
fQ(V - V¢i)¢; dx sont nuls, ce qui n’est pas le cas en général. Enfin, la matrice Ky,
est inversible car injective, en effet,

<,ChUh, Uh> = / Vuh : Vuh + (V : Vuh)uh dx = / V’Lbh : Vuh dx
Q Q

et <’ChUh, Uh> > 0si U, 7é 0.

Exercice 6.3.17 On se propose de résoudre numériquement |'équation des plaques
(5.23) par une méthode d'éléments finis (de type Hermite) en dimension N = 2. Pour
un maillage triangulaire 7, on introduit I'espace discret

Vi, = {v e C'(Q) tel que v |, € P5 pour tout K; € Tp,}.

Montrer que tout polyndme p € P5 est caractérisé de maniére unique sur un triangle K
par les 21 valeurs réelles suivantes

Ip(b;)

pla;), Vp(a;), VVp(a)), o

j=1,2,3, (6.27)

ou (ay, as, az) sont les sommets de K, (by, ba, b3) les milieux des cotés de K, tandis que
Op(bj)/On désigne la dérivée normale au coté de b;. Montrer que V}, est un sous-espace
de H?(Q2) dont les éléments v sont caractérisés de maniére unique par les valeurs (6.27)
pour chaque sommet et milieu d'aréte du maillage. En déduire une méthode d'éléments
finis (dite d'Argyris) pour résoudre (5.23).

Correction.
1. Unisolvance (équivalent du Lemme 6.3.3)

On considere application qui & un élément de P5 associe les 21 valeurs (6.27).
Comme P5 est un espace de dimension 21, il suffit de montrer que cette application
est injective afin de prouver qu’elle est bijective. Enfin, quitte a effectuer un chan-
gement de variables par une application affine, on peut se contenter de considérer le
cas d'un triangle équilatéral tel que a; = (—1,0), ag = (1,0) (voir remarque 6.3.10
du cours). Soit p € P; annulant toutes les valeurs (6.27). Montrons que p est le
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polynome nul. On pose ¢1(z1) = p(21,0) et ¢2(x1) = IOp/Oxs(x1,0). Par hypothese,
on a
q(+1) = ¢ (£1) = ¢/(£1) = 0.

Comme ¢; est un polynome de degré au plus 5, on en déduit que ¢; = 0. Ainsi, p
est divisible par z; : il existe un polynéme q(z1,x2) tel que

p(ml,mz) = 332@(371,352)-

De méme, comme 0p/0zy = dp/dn sur le segment [ay, as], on a par hypothese que
@2(E1) = g(£1) = ¢2(0) = 0.

Comme g5 est un polynome de degré au plus 4, on a donc go = 0. Or g2(z1) = ¢(x1,0),
ainsi ¢ est divisible par z3. On a donc prouvé que p est divisible par z3. Pour des
raisons d’invariance, par changement de coté, on en déduit que p est également
divisible par (14 z1 — 25/v/3)% et (1 — 2, — x5/+/3)2. Ainsi, p est un polynoéme de
degré au plus 5 divisible par un polynome de degré 6 et p = 0.
2. Raccordement au niveau des mailles

Afin de résoudre le probléeme, il nous faut prouver le Lemme suivant (équivalent
du Lemme 6.3.4 du cours) :
Lemme. Soit K et K’ deux triangles ayant une aréte commune I' = (a1, az). Soit
pi et pr deux éléments de Py, alors la fonction v définie sur K U K’ par

o) = pr(z) size K
prr(x) size K’

est de classe C* si et seulement si pour i = 1,2,

pK(ai) = pK'(az'), VPK(CM) = VPK'((M),

VVpi(a;) = VVpgi(a;), Opi/On(b) = dpg:/On(b), (6.28)

ot n désigne la normale extérieur a K et b le milieu du segment [ay, as).
Démonstration. L’application v est de classe C' si et seulement si les restrictions
de px et pgs coincident sur l'aréete commune I' aux deux triangles et s’il en est
de méme pour les polynémes dpg /On et Opg:/On. Or les polyndmes pg et pgs, de
degré au plus cing, coincident sur I' si et seulement si pour ¢ = 1,2 les 6 conditions
suivantes sont satisfaites

op Opxr 0*p Ppy
px(a;) = pro(ai), a—f(az’) = a—f(ai) t Wf(ai) = ()

(7 désigne le vecteur unitaire tangent a l'aréte). D’autre part, les restrictions de
Opk /On et de Opg:/On a ' sont des polynomes de degré 4 égaux si et seulement si
pour ¢ = 1,2 les 5 conditions suivantes sont vérifées

Ipk _ Ipxr P px _ P pr
%(Gi) =~ on (a:), on2 (a;) = W(ai)
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et s1

P 1) =
on on 7
On a donc prouvé que si les conditions (6.28) étaient vérifiées, alors v était C?.
Réciproquement, si v est de classe C, les restrictions de Opg/On et Opx: /On & T'aréte
commune I' coincident et pour i = 1,2 on a &?pg//Ondt(a;) = 0*pr/OnOT(a;).
Enfin, on a d’ores et déja prouvé que les autres conditions de (6.28) étaient satisfaites,
ce qui acheve la preuve du Lemme.
3. Méthode d’Argyris

Tout d’abord, I'espace

Vi ={v € CY(Q) : v|k, € P° pour tout K; € Tp,}

est inclus dans H%(Q) (la dérivée d’un élément de Vj, est continue, dérivable par mor-
ceaux et appartient & H'(Q) d’apres le Lemme 4.3.19). D’apres le point précédent,
un élément v de Vj, est entierement déterminé par les valeurs de v, Vv et VVu
aux nceuds du maillage ainsi que par les flux dv/0dn(bg), by parcourant les mi-
lieux des arétes k du maillage (on oriente de maniére arbitraire chacune des arétes).
On peut donc construire une base de V}, formée des éléments (p;q)@a) €t (¢x) ol

ie{l,- n},aeN? |a|=a; +ay<2etke{l, - n.} définis par
; i o
aﬁgpl,a(a]) - 6]'5(57 an ( ) = 07
oY
0%y (ay) = 0, a—nk(bl) =4

pour tout j € {1,--- ,ns}, 1 € {1,---,n.} et B € N2 tel que |B] < 2 (B est un
multi-indice, si 8 = (81, 32), 0°p désigne la dérivée partielle %1472 /0P 11072 15).
Afin de résoudre ’équation des plaques (5.23), on introduit le sous espace de V},

Vo = Vi, N H2(Q).

L’espace Vg, est I’'ensemble des fonctions de V}, qui s’annulent ainsi que leurs dérivées
partielles sur 02. 11 est engendré par les éléments (¢; ) et (¢y) ot i € {1, -+ ,ng}
et k € {1, -+ ,ne} parcourent respectivement sommets et arétes n’appartenant pas
au bord de (). L’approximation variationnelle consiste a trouver u, € Vg tel que

/ AupAvy, do = / fup dx pour tout vy, € Viy.
Q Q

D’apres le Théoreme de Lax-Milgram, ce probleme admet une solution unique. Enfin,
il équivaut a résoudre le systeme

KnUn = by, (6.29)

ou la matrice de rigidité (de taille 6ngy + ne) est définie par

_(Dy F,
Kh_(Fé Hh>’
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ou Dy, et F} sont des matrices définies par blocs. La matrice D;, est constituée de
6 x 6 blocs de taille ngy X ng. La matrice F}, est un vecteur colonne constitué de 6
sous-matrices de taille ny X ne. On pose

Dy, = (Ezj)(i,j)e{1,~--,6}2
F, = (Gz)ie{l,---,ﬁ} ’

Les sous-matrices E}’ et G sont définies par
(E;Lj)kl = / App o, Aprs, dz,  on (k1) € {1,--- nyo}?
Q
(Gﬁl)kl = / Ay s, A dx, ou (k,0) € {1,--- ;ngo} x{1,--+ ,neo}
Q

ot s; parcourt les multi-indices N? de degré inférieur ou égal & 2 (ensemble qui
contient 6 éléments). La matrice Hy, de taille ny X nq, est définie par

(Hh)kl:/Akawldm
Q

ot (k,1) € {1,--+ ,nx}? Enfin, le vecteur b, compte 6n,, + n, composantes et est
défini par
bh = (Cilp e 76(]17dh)

ol ¢; € R™o et dj, € R™o sont les vecteurs
(cﬁl)k :/fhgp;“si ke{l,--- ,nyo}etie{l,---, 6}
Q
(dn)r = / Tt ke{l,- neot
Q

La solution u; de I'approximation variationnelle est telle que

5 mnso Teeq
inso+k 6nso+k
Up = § :Uh 0 Pk,sit1 + E :Uh - wk?
=0 k=1 k=1

ot Uy, est solution du systeme (6.29).

Exercice 6.3.18 Montrer que pour une suite de maillages réguliers, et pour des élé-
ments finis Py, |'opérateur d'interpolation r;, vérifie en dimension N =2 ou 3

|lv — rhv||L2(Q) < ChQHUHHQ(Q).

Correction. Par construction de r,u, la restriction de r,u a un N-simplexe K; est
simplement rx,u (opérateur rg, est défini dans le cours (6.56)) . Par conséquent,

v — 7”iﬂfH%?(Q) = Z v — 71K,V ‘%Q(Ki)'

K, €Ty,
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On rappelle que K est 'image par une application affine d’un simplexe de référence
Ky. On utilise la méme notation que dans le cours en introduisant la matrice B, com-
posante linéaire de cette application (voir cours (6.62)). On applique la majoration
(Lemme 6.3.20 avec k = 1)

v — vl 20 < C| Bl v] g2

a chacun des N-simplexe K; (on rappelle que |v]g2(r) = ([, |D?v] dx) 1/2). Ainsi,

o= rnellfa@) < C 3 Bl ol
Kieﬁb

11 suffit de combiner cette estimation avec I'inégalité (voir cours)
|Bi|| < diam(k;)/p(Ko) < Ch
pour conclure.

Exercice 6.3.19 Soit K = [0,1]? le cube unité en dimension N = 2 de sommets
a' =(0,0), a®> = (1,0), a®> = (1,1), a* = (0,1). On définit z3 = 1 — z1, 74 = 1 — @9,
et i comme la valeur de i modulo 4. Grace a ses notations, chaque sommet a’ est défini
par x; = x;77 = 0. Vérifier que les fonctions de base de Q; sont

pi(z) = T7mrs  pour 1 <i <4,
et que celles de Q, sont

P(z) = 2752075 — 1)a5(2255 — 1) pour 1 <4 <4
Pi(z) = 41752755 — 1)r5(2r35 — 1) pour 5 <4 <8
Py(z) = 1621 297374.

Correction.

Les éléments de Qj définis sur K sont les polynomes de degré au plus k par
rapport a chacune des variables 1 et x5. D’apres le Lemme 6.3.22, il suffit de vérifier
que les fonctions proposées s’annulent sur tous les points du treillis correspondant
excepté un point, différent pour chacune d’entre elles, ou elles prennent la valeur un.
1. Fonctions de base Q.

Les points du treillis sont a’, i = 1,--- ,4. Pour des raisons de périodicité des
formules, il suffit de vérifier la forme de la fonction de base p;. Or

pi(r) = 2324 = (1 — 1) (1 — 22),

qui vaut en effet 1 pour x = a; et zéro sur les autres sommets du carré.
2. Fonctions de base Q,.

Les points du treillis X5 sont les sommets, les milieux des arétes et le centre du
carré K. Pour des raisons de symétrie, seules trois fonctions de bases sont a étudier.

On a

P1<LL’> = I3(2I3 - 1)I4(2$4 — 1) = (1 — ZL’l)(l — 2I1)(1 — Ig)(l — 21’2)
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qui vaut 1 pour x = a; et zéro sur les autres noeuds du treillis.Puis
Ps(z) = —4das(xz — Dog(204 — 1) = 4(1 — 1)z (1 — 22)(1 — 229)
qui vaut 1 pour x = (a; + az)/2 et zéro sur les autres noeuds du treillis. Enfin,
Py(x) = 1621202374 = 162129(1 — 1) (1 — 29),
qui vaut 1 en = = (a1 + as + asz + a4)/4 et zéro sur les autres noeuds du treillis.

Exercice 6.3.20 Montrer que pour la méthode des éléments finis P, /bulle pour la
vitesse et P, pour la pression on a dim(KerB;) = 1.

Correction. Soit 1, € Qj, et wy, € Vo, (Qp, et Vo, étant les espaces issus respective-
ment de la discrétisation Py de la pression et Py /bulle de la vitesse). Soit Ry, et W}, les
coordonnées respectives de 7, et wy, dans les bases de 9, et Vg,. On note Bj, la ma-
trice associé a la forme bilinéaire définie b sur Qy, x Vg, par b(ry, wy,) = fQ wy,-Vry, dx.
Ainsi,

Wh-B;Rh:BhWh-Rh:—/

div(wp)ry dx = / wy, - Vrp, dx.
Q

Q

Si R, appartient au noyau de Bj, on a

/wh-Vrhd:E:()
Q

pour tout élément wy, € Vy,. En particulier, si on applique 1'égalité précédente a
la fonction bulle A\j(x)--- Ayy1(z)er de la maille K; (les A; sont les coordonnées
barycentriques de x dans la maille K; et k € {1,--- , N}), on obtient

Vrn(K;) - e < /K @) A @) d:v) ~0.

d’ott on en déduit que Vr,(K;) = 0. Ainsi, r, est une fonction constante, Rj est
proportionnel au vecteur (1,---,1) et

dim(B;) = 1.
Exercice 6.3.21 On considére les équations de Stokes

Vp — pAu = f dans 2
divu =0 dans Q (6.30)
u=20 sur 0f)

ol i > 0 est la viscosité du fluide en dimension N = 1 (ce modele n'a aucun intérét
puisque sa solution explicite est u = 0 et p une primitive de f, mais il permet de bien
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comprendre les problemes de discrétisation). Pour 2 = (0, 1), on consideére le maillage
de points z; = jh avec h = 1/(n+ 1) et 0 < j < n + 1. On définit la méthode de
différences finies centrées (d'ordre 2) suivante

—Uj41+2u;—Uuj—1 Pj+1—Pj—1 __ . y
= + S = f(x) pour 1 <5 <n
Uj4+1—Uj—

s =0pour1 <j<n
UOIUnJrl:O.

Montrer que ce systéeme d’'équations algébriques est mal posé, et en particulier que la
pression (p;) est définie a I'addition d'une constante prés ou d'un multiple d'une pression
définie par ses composantes (1,0,1,0,...,1,0).

Correction. Le schéma proposé consiste a déterminer les vecteurs Uy, = (u;)1<j<n

et (Pr)1<j<n tels que
U\ ( b
w(n)=(3)

A BT
=5 %)

ot by, = (f(7;))1<j<n €t

avec

=1 IR

-1 2 10
Le systeme est bien posé si et seulement si le noyau de K est vide. Déterminons
ce dernier. Considérons tout d’abord le cas ou n est pair. Soit (U, P,) € R™ x R™.
Si (Up, P,) appartient a Ker(K},), pour tout 1 < j < n, on a u;4; = uj_;. Comme
up = 0, on en déduit que u; = 0 pour tout indice j pair. De plus, comme u,; = 0,
u; = 0 pour tout indice j impair. Ainsi, U, = 0 et (U, P,) appartient au noyau de
K, si et seulement si U, = 0 et pour tout 1 < j < n, on a p;_1 = p;j+1. Il s’en suit
que les éléments du noyau de K, sont entierement déterminés par les valeurs de p;
et py des deux premieres coordonnées de P, et que

Ker(Kj) = Vect (( P(’),} ) ’ ( P(’],f ))

avec P! = (1,0,---,1,0)7 et P? = (0,1,---,0,1)T. Considérons le cas n impaire
(i.e. n = 2p + 1 avec p entier naturel). Soit (Uy, P,) un élément du noyau de Kj.
Pour tout 1 < j <n, on a uj;1 = uj_;. De ug = 0, il s’en suit que u; = 0 pour tout
indice j pair et que U, est un multiple de U = (0,1,---,0,1,0). Soit a € R tel que
U, =aUP. On a pj11 — pj = 4“7"‘. Ainsi, P, en entierement déterminé par «, p; et
P2 et Py, est de la forme

4o e 4o
P, = <p1,p2,p1 +%,p27p1 +2%,p27"' ;1 —|—p%) .
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Ainsi,

U° 0 0
kers Ve (o ) (o )+ ()

avec PP = 2£(0,0,1,0,2,0,--- ,p), P§ = (0,1,---,0,1,0) et P = (1,0,---,1,0,1).
On vérifie sans mal que cette inclusion est une égalité.

Ainsi, le systeme obtenu par discrétisation centrée des équations de Stokes en
un dimension 1 est mal posé. Il n’admet pas nécessairement de solution méme si
Zj f(z;) = 0. De plus, si une solution existe, elle n’est pas unique. Si n est pair, la
pression P, est définie a I'addition d’un multiple de (1,0, 1,0, ---) pres. De ce fait, les
solutions (Uy, P,) ne sont pas des approximations des solution (u,p) des équations
de Stokes (6.30) pour lesquels p est défini a 'addition d’une constante pres. Si n
est impair, la situation est encore plus critique, la vitesse discrétisée U, n’étant pas
non plus définie de maniere unique (alors que c’est le cas pour le systeme de Stokes
initial).



