Chapitre 7

PROBLEMES AUX VALEURS
PROPRES

Exercice 7.1.1 Soit 2 = RY. Montrer que u(x) = exp(ik - x) est une solution de
—Au = \u (7.1)

si |k|> = \. Une telle solution est appelée onde plane.

Correction. Soit u(r) = exp(ik - x) avec k € R, on a Vu(z) = iexp(ik - 2)k et
Au = div(Vu) = —|k|* exp(ik - 7).

Ainsi, u est solution de I'équation (7.1) deés que |k|*> = X. Sur cet exemple, on
voit que le Laplacien dans un domaine non borné peut admettre une infinité non
dénombrable de valeurs propres (“généralisées”, car la “fonction propre” exp(ik - z)
n’appartient pas a L*(RY)).

Exercice 7.1.2 Soit un potentiel régulier V(z). Montrer que, si u(z,t) = e~ “tu(x)

est solution de
ou

ot
alors u(x) est solution de

+Au—Vu=0 dans RY x R, (7.2)

?

—Au+ Vu =wu dans R, (7.3)

Correction. Il suffit d’effectuer le calcul. En effet,

Ou
za(x,t)

Au(z,t) = e “ Au(z).

—twt

e “wu(r)

Comme u est solution de 1’équation de Schrédinger (7.2), on en déduit que

—Au+ Vu = wu.
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Exercice 7.1.3 Soit V(z) = Az - x avec A matrice symétrique réelle définie positive.
Montrer que u(x) = exp(—A'/2x - x/2) est une solution de (7.3) si w = tr(A/2). Une
telle solution est appelée état fondamental.

Correction.

Rappleons tout d’abord que la matrice A2 est définie comme la matrice dont
les vecteurs propres sont identiques a ceux de la matrice A et dont les valeurs propres
sont les racines carrés des valeurs propres de A. Plus précisement, la matrice A étant
symétrique définie positve, elle admet une base orthonormale de vecteurs propres. Il
existe donc une matrice unitaire U et une matrice diagnale D telles que A = UDU*.
Les coefficients de D sont les valeurs propres (positives) de la matrice A. On a alors
AY? = UEU*, ol E = DY? est la matrice diagonale définie par E;; = Dili/z. La
matrice A2 est évidemment indépendante de la base de vecteur propre choisie,

c’est a dire du choix de U.
Soit u(x) = exp(—AY2x - x/2). On a

Vu = —exp(—AY?z - 2/2) A0 = —uAY %y

et
Au = div(Vu) = —div(uA'?z).

On rappelle que pour toute fonction f a valeurs réelles et o a valeurs vectorielles,
div(fo) =Vf -0+ f(dive). Ainsi,

Au = —(AYV?z) - Vu — (div(AY%z)u = (Az - 2)u — tr(AY?)u,
et u est bien solution de I’équation

—Au+Vu = tr(AY?)u.

Exercice 7.2.1 Montrer que |'application identité Id dans un espace de Hilbert V' de
dimension infinie n'est jamais compacte (utiliser le Lemme 7.2.6).

Correction.

L’image de la boule unité par I'application Id est évidemment la boule unité.
Si 'application Id était compacte, la boule unité serait relativement compacte et
donc compacte (la boule unité est fermée), ce qui est impossible d’apres le Lemme
7.2.6 qui stipule que la boule unité d’'un espace de Hilbert de dimension infinie n’est
jamais compacte.

Exercice 7.2.2 Soit I'espace de Hilbert /5 des suites réelles = = (z;);>; telles que
> s l@i|* < 400, muni du produit scalaire (z,y) = > .., 2;y;. Soit (a;);>1 une suite
de réels bornés, |a;| < C' < +o0 pour tout i > 1. On définit I'application linéaire A
par Ax = (a;x;);>1. Vérifier que A est continue. Montrer que A est compacte si et
seulement si lim;_, ., a; = 0.
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Correction.
Soit z un élément de £2,

1Az|[f =) lawil® < supfaif® Y lal® = sup Jaq ..
. (2 . 3

(2 2

Ainsi, A est une application continue de ¢? dans /2.

Supposons que lima; = 0. Soit 2™ une suite d’éléments de la boule unité de ¢2.
On pose y™ = Ax™. Afin de prouver que l'opérateur A est compact, on va construire
une sous-suite de y"” convergente. On commence par construire une suite de sous-
suite par récurrence : on pose y™" = y". Pour tout k, y™* est une suite extraite
de y™*=1 telle que yZ’k soit convergente (c’est toujours possible puisque pour tout
k> 1, y,?’k est borné dans R). Enfin, on procede a lextraction d’une sous-suite
diagonale en définissant la suite z" = y™". Reste a prouver que la suite z" est de
Cauchy dans ¢%. Pour tout entier £ > 0, on note 2™F la sous-suite extraite de z”
telle que y™* = Ax™*. Soit ¢ > 0, comme a; converge vers 0, il existe [ tel que pour
tout @ > [, |a;| < e. On en déduit que pour tout indice n,

ni2 __ nni2 __ 2] .11 2 2 n,n |2 2
> P =Y 1y P =Y e < e f <
i>1 i>1 >l
Notons que pour tout k, la suite 2} est simplement convergente. Ainsi, pour n et p
assez grand, on a
E |2t — 2212 < €2
i<l
En combinant ces deux résultats, on en déduit que pour n et p assez grand,

Z|zf—zﬂ2 < Z|zl"—zf’| +2Z (|zf|2+ |zf’|2) < 5e?,
i

1<l i>1

et que ||z — 2P||,2 — 0 lorsque n et p convergent vers 'infini. Ainsi, A est compacte.

Reste a établir la réciproque. Supposons que la suite a; ne converge pas vers
zéro. Il existe une constante M > 0 telle que pour tout entier n positif, il existe
i > n tel que |a;] > M. On peut donc définir une suite 2 de £? et une suite i,
d’entiers naturels croissants telles que, pour tout indice k,

ap =0, et |ag,| > M

et i, strictement croissante. Autrement dit, toutes les composantes du vecteur z"
sont nulles, sauf la i,-ieme qui est égale a 1. On pose y™ = Ax™. La suite 2" est
bornée dans ¢2, tandis que la suite y” d’éléments de 2 n’admet pas de sous-suite
convergente. En effet, pour tout n et p tels que n # p, on a

ly" — Pl = lai,|* + |a;, | > 2M>.

Ainsi, A n’est pas compacte.
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Exercice 7.2.3 Soit U, V et W trois espaces de Hilbert de dimension infinie, A une
application linéaire continue de V' dans W, et B une application linéaire continue de U
dans V. Montrer que I'application AB est compacte dées que A ou B est compacte. En
déduire qu'une application linéaire continue compacte n'est jamais inversible d'inverse
continu en dimension infinie.

Correction.

Considérons le cas A compacte et B continue. Comme B est continue, il existe
un réel M tel que 'image de la boule unité de U par B soit incluse dans la boule de
V', centrée a l'origine et de rayon M. Comme A est compacte, I'image de la boule
de rayon M par A est relativement compacte. Or tout sous-ensemble d’un ensemble
relativement compact est relativement compact. L’image de la boule unité de U par
I’application AB est donc relativement compacte : 'application AB est compacte.

Considérons le cas A continue et B compacte. L’image de la boule unité de U
par B est relativement compacte dans V. Or I'image par une application continue
d’un ensemble relativement compact est relativement compact. L'image de la boule
unité de U par l'application AB est relativement compacte.

Enfin, considérons une application linéaire compacte inversible A . L ’application
inverse A™! (qui est linéaire) ne peut étre continue. En effet, dans ce cas I’application
identité AA™! serait compacte, ce qui n’est jamais le cas en dimension infinie (voir
I'Exercice 7.2.1).

Exercice 7.2.4 Soit V' un espace de Hibert réel de dimension infinie et A une applica-
tion liénaire continue, définie positive, auto adjointe, compacte de V' dans V. On note
uy et A les valeurs et vecteurs propres de A. Montrer que, pour v € V, I'équation
Au = v admet une unique solution u € V' si et seulement si v vérifie

400 2
3 % < +00. (7.4)
k=1

Correction. Supposons qu’il existe u tel que Au = v. Pour tout k, (Au,uy) =

(v, uy) et donc

A A
<u7uk> _ <u> uk> _ < u, uk> _ <U7uk>.
Yy Ak Ak

La famille (uy) formant une base orthonormale,

2
U, U
> % = (u,u)? = [Jul* < +oo.
k k k

Réciproquement, si v vérifie la relation (7.4),

appartient a V' (la série est convergente) et Au = v. Enfin, le systeme Au = v ne
peut admettre plus d’une solution. En effet, I’application A étant définie positive,
elle est injective.
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Exercice 7.2.5 Soit V = L?*(0,1) et A I'application linéaire de V' dans V' définie par
(Af)(x) = (2® + 1) f(z). Vérifier que A est continue, définie positive, auto-adjointe
mais pas compacte. Montrer que A n'a pas de valeurs propres. On pourra vérifier aussi
que (A — A\1d) est inversible d'inverse continu si et seulement si A ¢ [1,2].

Correction. Continuité

2 _ Ly 2 2 2 2 ' 2
[Af72(0,1) i (2" + 1)7If (@) dv < { max (27 + 1) i | (@)]* de.

(0,1)
Ainsi, ||Af|2001) < 2 f]l22(0,1) et A est continue.
Positivité et symétrie
Soit f et g éléments de L?(0,1),

1 1
(Af, g)ion) = / (Af)gda = / (4 + 1)fgdr = (. Ag)secon.

Ainsi, A est auto-adjointe. De plus, A est positive car

(Af, 2o = /0 (22 + D)|f(2)]* dz > 0.

Enfin, A est définie. En effet, si (Af, f) = 0, la fonction (2* + 1)|f(z)|* est nulle
presque partout, donc f =0 (en tant qu’élément de L?(0,1)).
Valeurs propres

Supposons que f soit un vecteur propre de A de valeur propre A. Dans ce cas,
pour toute fonction g € L*(0, 1),

/0 (2® + 1) f(2)g(x) dz = (Af, 9)r200.1) = MS, 9)r200) = )\/0 f(z)g(z)dx.

On en déduit que
((@* + 1) f = Af,9(2) 12001) = 0
En choisissant g = (22 + 1 — \) f, on en déduit que
1(2* +1 =N fll201) =0

et que (z2+ 1 — \)f(z) = 0 presque partout et donc f(z) = 0 presque partout.
L’application A n’admet pas de vecteur propre non nul.
Inversibilité de (A — A1d)

Soit g € L*(0,1), on cherche f tel que (A — AId)f = g, c’est a dire tel que

(2* +1 =N f(z) = g(2)
presque partout. Si (A — A1d) est inversible, f = (A — AId)~!g est défini par

fl@)= (" +1-X)"g(x)
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pour presque tout x €]0,1[. L’inverse de (z? +1 — \) étant défini, sauf en au plus
deux points, f(z) est correctement défini presque partout.

Si A n’appartient pas a l'intervalle [1,2], il existe C'(\) tel que 2% +1 — \| >
C()\) > 0. On en déduit que l'opérateur (A — X\1d) est bien inversible de L*(0,1)
dans L?(0, 1), d’inverse continue. En effet,

I(A = M) gl 201y < CN)Mgllz2(0.0)-

Si A € [1,2], on constate que si (A — AId) était inversible, (z? + 1 — \)™! serait
un élément de L?*(0,1) (prendre g = 1). Ceci n’est pas le cas. En effet le polynome
(22 +1 — \) admet une racine dans l'intervalle [1,2]. Ainsi, (22 + 1 — \)~! présente
une singularité (du type 1/z ou 1/2?) dont le carré n’est pas d’intégrale finie :

1
/ (22 +1—X)"%dr = +o0.
0

Exercice 7.3.1 Démontrer une variante du Théoreme 7.3.2 ou I'on remplace I'hy-
pothése de coercivité de la forme bilinéaire a(-, ) par I'hypothése plus faible qu'il existe
deux constantes positives 7 > 0 et v > 0 telles que

a(v,v) + nllv||3 > v||v||? pour tout v € V.

(Dans ce cas les valeurs propres (A )x>1 ne sont pas forcément positives, mais vérifient
seulement A\, + 1 > 0.)

Correction. Un réel A\ est valeur propre de (7.12) de vecteur propre u, si et
seulement si

a(u,v) + n{u,v)g = (A + n){u,v)y pour tout v € V,

c’est a dire si u est un vecteur propre associé a la forme bilinéaire a(.,.) +7(.,.) g de
valeur propre A+ 7. Comme la forme bilinéaire a(.,.) 4+ (., .) g vérifie les hypotheses
du Théoreme 7.3.2, il existe une base hilbertienne de H de vecteurs propres u; de
(7.12) de valeurs propres Ay — 1 ol A; est une suite non bornée, croissante de réels
positifs.

Exercice 7.3.2 En dimension N = 1, on considere 2 =]0, 1[. Calculer explicitement
toutes les valeurs propres et les fonctions propres du Laplacien avec conditions aux limites
de Dirichlet

{ —Auy = Apup  p.p. dans € (7.5)

ug =0 p.p. sur 0f2.
A I'aide de la décomposition spectrale de ce probleme (voir la Remarque 7.2.9), montrer
que la série

+o0
Z ay sin(kmx)
k=1

converge dans L?(0,1) si et seulement si 3" a? < +oo, et dans H'(0, 1) si et seule-

ment si >, k%a} < +oo.
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Correction. On cherche & déterminer les fonctions u € H} (0, 1) telles que
"+ du = 0. (7.6)

Tout d’abord, comme u € H}(0,1), u est continue, et d’aprés I'équation (7.6), u
est de classe C?. Par récurrence, il s’en suit que u est en fait de classe C°. Ainsi,
I’équation (7.6) est une équation différentielle classique. De plus, si elle admet une
soluton non nulle (avec u(0) = u(1) = 0, on a nécessairement A > 0. En effet,

1 1 1
/ |u/|> dox = —/ v'udr = /\/ lu|? dz
0 0 0

et A = fol |u/|> dz/ fol |u|>dx > 0. II est bien connu que les solutions de 1’équation
(7.6) sont de la forme

u = Asin(vVAzx) + B cos(VAz).

Les conditions aux limites de Dirichlet impliquent que B = 0 (car u(0) = 0) et
VA = kr ol k est un entier naturel non nul (car u(1) = 0). Les vecteurs propres
du Laplacien unidimensionnel avec conditions aux limites de Dirichlet sont donc les
fonctions
u, = V2sin(kr)

de valeurs propres )\, = k*r%. Comme l'injection de H}(0,1) dans L*(0, 1) est com-
pacte et que a(u,v) = fol u'v" dx est une forme bilinéaire symétrique, continue et
coercive sur H}(]0, 1), on peut appliquer le Théoreme 7.3.2. Ainsi, (uy/k7)g>1 est

une base de hilbertienne H'(]0, 1]) et (u)r>1 une base hilbertienne de L?(]0, 1[). On
en déduit que la série

Z ay sin(kx)
k=1

converge dans L?(]0, 1[) si et seulement si >, aZ < oo et dans H{(]0, 1[) si et seule-
ment si Y, k?a; < oo.

Exercice 7.3.3 On considére un parallélépipede
0 =]0, L1[x]0, La[x - - - x]0, Ly][,

ou les (L; > 0)1<;j<n sont des constantes positives. Calculer explicitement toutes les
valeurs propres et les fonctions propres du Laplacien avec conditions aux limites de
Dirichlet (7.5).

Correction.

Soit uy(x) = v/2sin(kmx) les fonctions propre du Laplacien avec conditions de
Dirichlet sur 0, 1[. Pour tout indice 1 < p < N, et tout & € N,, on introduit la
fonction wu,y, de |0, L,[ & valeurs dans R définie par

Up 1 (Tp) = ug(zp/ Lyp).
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Enfin, pour tout k = (ky, -+ ,ky) € NY et tout x = (21,--+ ,zy) € RY, on pose

vp(z) = Hup,kp (@)

On vérifie sans peine que pour k, v est une fonction propre du Laplacien sur €2 avec
conditions aux bords de Dirichlet de valeur propre

Ap = (H kpw/Lp> :

Pour conclure, il reste a prouver que la famille v;, forme une base de L?*(f2), c’est a
dire que si w € L?*(2) vérifie

(U, w) r2(q) = 0 pour tout k € N, (7.7)

alors w = 0. Procédons par récurrence sur la dimension N. Ce résultat est vrai
pour N = 1. Supposons que le résultat soit établi pour {2 de dimension N — 1. On
introduit la fonction @w € L*(]0, Ly[) définie par

N-1

w(zry) = /JU(x) 1T v, (2) d,

Q p=1

ott =)0, Ly[x...x]0, Ly_1[ et T = (z1, -+ ,zn_1). D’apres (7.7), pour tout k € N,,
on a

Ly
/ iD(xN)uN,k(xN) dZL‘N = 0.
0

Comme la famille uyy forme une base de L*(]0, Ly[), on en déduit que w(xy) = 0
pour presque tout xy. Ainsi, pour presque tout zy €]0, Ly/[, la fonction w,, (z) =

w(z, zy) € L*(Q) est telle que

N-1

/ﬁwﬂw@ [T w,(x,) dz =0,

p=1
et d’apres I’hypothese de récurrence, w,, = 0, ce qui achéve la démonstration.

Exercice 7.3.4 On considére a nouveau un ouvert € parallélépipedique comme dans
I'Exercice 7.3.3. Calculer explicitement toutes les valeurs propres et les fonctions propres
du Laplacien avec conditions aux limites de Neumann sur tout le bord 0f2.

Correction.
Les fonctions propres du Laplacien 1D avec conditions aux limites de Neumann
sur ]0, 1[ sont, pour k£ > 0, les fonctions

ug(x) = cos(kmx)
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de valeurs propres k*m? (Attention : ici, la collection des valeurs propres démarre &

k = 0). En suivant le méme raisonnement que lors de I’Exercice 7.3.3, on montre que

les fonctions propres du Laplacien avec conditions de Neumann sur €2 =]0, Ly [x - - - X]0, L[
sont de la forme

ug(x) = Hcos(kpwxp/Lp)

ou k € NV. La valeur propre associée & u; étant

)\k = (ﬂk;,ﬂ'/[z;,) .

Exercice 7.3.5 On reprend les notations et les hypotheses du Théoreme 7.3.5. Mon-
trer que la meilleure (i.e. la plus petite) constante C' dans l'inégalité de Poincaré (voir
la Proposition 4.3.10) est précisément la premiere valeur propre \; de (7.5).

Correction.

Soit (ug)g>1, base hilbertienne de L?(€2), fonctions propres du Laplacien avec
conditions aux limites de Dirichlet (7.5) et Ay, les valeurs propres associées (ordonnées
par ordre croissant). Soit u un élément de HJ ().

[ull72i0) = D w2l S AT - Mel(w, we) 20> = ATVl 72 q)-
k>1 k

Ainsi, I'inégalité de Poincaré
/ lv(z)|* dz < C’/ |Vo(z)|? dr. (7.8)
Q Q

est vérifiée pour C' = A\[*. Cette valeur est optimale car ||u, ||%2(Q) =\ |V ||%2(Q).

Exercice 7.3.6 Soit 2 un ouvert borné régulier et connexe. Montrer que la premiére
valeur propre du Laplacien dans €2 avec condition aux limites de Neumann est nulle et
qu'elle est simple.

Correction.
Tout d’abord, zéro est valeur propre du Laplacien avec conditions aux limites
de Neumann pour la fonction propre constante, car

{Ale dans {2

01
o 0 sur 0f).

Si A est une valeur propre du Laplacien de fonction propre u, on a
IVullZ2) = Mullza)-

Ainsi, les valeurs propres du Laplacien avec conditions aux limites de Neumann sont
strictement positives sauf si ||Vul[2(q) = 0 auquel cas A = 0. Comme €2 est connexe,
si A = 0 la seule fonction propre associée possible est u(z) = Cte dans . Ainsi, la
premiere valeur propre du Laplacien avec condition aux limites de Neumann est 0
et elle est simple.
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Exercice 7.3.7 Soit € un ouvert borné régulier connexe de classe C* de R™. Montrer
qu'il existe une suite croissante (\;)x>1 de réels positifs qui tend vers I'infini, et une base
hilbertienne (uy)x>1 de

H = {v € L*(Q)" tel que pour tout ¢ € HZ (), / v-Vedr = 0}
Q

telle que chaque uy, appartient a HJ ()Y, et il existe une famille de pressions p;, € L*(Q)
qui vérifient

Ve — pAuy, = A\yug,  p.p. dans €2

divug, =0 p.p. dans €2

ug =0 p.p. sur 0S2.

On admettra que |'espace
Vi={ve Hy(Q)" : div(v) = 0 p.p dans Q}
est dense dans H.

Correction. Notons tout d’abord que H est un espace de Hilbert, en tant que
sous-espace fermé de L?(2). On munit V' du produit scalaire

a(u,v) = u/ Vu-Voudr.
0

D’apres le théoreme de Rellich, I'injection de V' dans H est compacte. De plus comme
I'espace V est dense dans H on peut appliquer le théoreme (7.3.2) d’ou on déduit
I'existence d’une famille positive et croissante de valeurs propres A\, et u, € V une
base de L*(Q)" tels que

a(ug,v) = g / uy - v dr pour tout v € V.
Q
Pour tout k, on définit la forme linéaire continue Ly sur H}(Q)Y par

Li(v) = )\k/uk ~vdr — a(ug,v).
Q

La forme linéaire L, s’annule sur V et d’apres le Théoreme de de Rahm 5.3.9, il
existe p, € L*(Q) tel que

Li(v) = /pkdivv dx pour tout v € H}(Q)N.
Q

On en déduit en procédant comme lors de la résolution du probleme de Stokes que
—uAu + Vpr = A\puy dans €

(Attention, dans cette expression, la somme —puAu+ Vpy appartient & L(€), ce qui
n’est pas forcément le cas de chacun des termes sans hypotheses supplémentaires
sur la régularité de €2). Par définition, comme les éléments wuy appartiennent a V|
div(ux) =0 dans 2
et up, =0 sur 0f).
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Exercice 7.3.8 On considére le probleme aux valeurs propres pour I'équation de Schro-
dinger avec un potentiel quadratique V(x) = Ax - x ou A est une matrice symétrique
définie positive (modele de I'oscillateur harmonique)

~Au+Vu = u dans R, (7.9)
On définit les espaces H = L*(R") et
V = {ve H'(RY) tel que |z|v(z) € L*(RM)}.

Montrer que V' est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u,v)y = /RN Vu(z) - Vu(x)dx —i—/R |z|*u(z)v(z) d,

N
et que l'injection de V' dans H est compacte. En déduire qu'il existe une suite croissante
(Ar)rx>1 de réels positifs qui tend vers I'infini et une base hilbertienne de L2(R™) (uy,)x>1
qui sont les valeurs propres et les fonctions propres de (7.9). Calculer explicitement ses

valeurs et fonctions propres (on cherchera uy, sous la forme py(z) exp(—Ax - x/2) ol py
est un polyndme de degré k — 1). Interpréter physiquement les résultats.

Correction.
1. V est un Hilbert

Tout d’abord, il est évident que (-, )y définit bien un produit scalaire sur V.
Reste a montrer que V' muni de la norme associé est complet pour prouver que V
est un espace de Hilbert. Soit B; la boule unité de RY et B, la boule de rayon 2.
Par un raisonnement par I’absurde, on montre aisément qu’il existe une constante

C > 1 telle que
/ lu*dz < C (/ (Vul? dx —|—/ \u|2d:c) :
B2 Bo BQ\Bl

On en déduit que pour u € V,

lull 2y < Cllully

En effet,

iy < [ Wldes [ oo
1 1

c(/ \vu|2cz;c+/ |u]2da:)+/ 2P Juf? da
B2 BQ\Bl RN\Bl

< @+ Dullv-

IN

Ainsi, si u, est une suite de Cauchy de V, elle est également une suite de Cauchy
de H'(RY). T existe donc u € H'(R") telle que u,, converge vers u dans H'(R").



128 CHAPITRE 7. PROBLEMES AUX VALEURS PROPRES

La suite |z|u, étant elle méme de Cauchy dans L?(RY), elle converge dans L*(RY)
vers une limite v de L*(RY). Enfin, pour tout ¢ € C®(RY),

lim |x|un(:p)¢(x)dx:/ |z|u(z)p(z) dz

n—-+o0o RN RN

= /RN v(x)o(z) d.

On en déduit que v = |z|u et que u,, converge vers u dans V.
2. Compacité

Soit (un)nen une suite bornée de V, |ju, ||} < M. Nous allons construire une
sous-suite de (u,)nen dont les restrictions a tout borné sont convergentes en norme
L? par un procédé d’extraction diagonal.

Dans un premier temps, on construit, par récurrence, une suite ((u*),en)ren de
sous-suites de (u,)nen telle que pour tout k € N,, la suite (u¥), ey soit convergente
sur la boule By de rayon k, centrée en 1’orgine.

On pose (u0)nen = (Un)nen. Soit k un entier naturel. Supposons (uF),cy soit
déja construite. On note v* la restriction de u* & la boule By ;. Par hypothése,
(uk)en est une suite bornée de V. On en déduit que v* est borné dans H'(By,1).
D’aprés le Théoreme de Rellich, il existe une sous-suite (v} )yen de v, convergente
dans L?(Bj41). On définie alors (uy*!),en comme la suite extraite de (u))nen définie
par ur ™t = uj .

La suite (u"),en est convergente dans L?(By,) pour tout entier naturel k. Dans
la suite, on note wu,, cette suite. Comme u,, est convergente sur toute boule bornée,
elle est convergente presque partout. On note u sa limite. Notons que la restriction
de u a toute boule B, appartient a LQ(Bk) et que la restriction de u, a B converge
vers la restriction de u & cette méme boule dans L?(By,).

Soit & un réel positif. On pose o = (5M/e)'/2. On a

/ lu —u,|*de < / |u—un|2d:v+1/oz2/ 2| |u — u,|* da
RN |z|<a |z|>a
< / lu — wu,|* dx 4+ 4M /o
|z|<a
Pour n assez grand, ||u — un||%2(Ba) < M/a? et
/ lu — u,|* de < 5M/a? = ¢.
RN

On en déduit que u, converge vers u dans L*(RY) fort. Ainsi, I'injection de V' dans
H est compacte.
3. Fonctions propres

La forme bilinéaire

a(u,v) = /RN (Vu(z) - Vo(z) + (Az - z)u(z)v(z)) do
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est symétrique, continue et coercive sur V. L’injection de V dans L*(RY) est com-
pacte et V est dense dans L2(RY) (V contient les fonction C* & support compact).
On déduit donc du Théoreme 7.3.2 qu’il existe une base hilbertienne de L*(RY)
formée de vecteurs propres u; de (7.9) et dont les valeurs propres associées \j, sont
positives et convergent vers I'infini.

Afin de déterminer I’ensemble des fonctions propres de (7.9), on considére dans
un premier temps le cas unidimensionnel (N = 1) et V(x) = 22. Le cas général s’en
déduira aisément. On s’interesse donc au probleme aux valeurs propres

—u" + |z|*u = Mu. (7.10)

Comme proposé par I’énoncé, on cherche les fonctions propres de la forme ug(z) =
pk(x)exz/ 2 ol p; est un polynome de degré k. Notons que s'il existe une telle fonction
propre pour tout k, toutes les fonctions propres auront été exhibées, la famille ainsi
obtenue étant dense dans V. On note Ay la valeur propre associée a wug. D’apres
(7.10), si uy, est de la forme suggérée, on vérifie apres un simple calcul de dérivation
de fonctions produits que le polynome py est solution de ’équation différentielle

—pi + (14 X)p + pr. = Mipie (7.11)

On en déduit d’ores et déja une condition nécessaire sur \;. Si on suppose que le
terme On en déduit d’ores et déja une condition nécessaire sur \;. Si on suppose
que le terme de plus au degré de py est X* (ce qui est toujours possible, p, étant
défini & une constante multiplicative pres), le terme de plus haut degré du membre
de gauche de I'équation (7.11) est (k + 1)X* tandis que celui de gauche est A\, X*.
On a donc

M =k + 1.

On cherche donc p; de la forme
—pp+ (1 + X)p, — kpr. = 0. (7.12)

En posant ¢ (X) = pp(X — 1), déterminer p; équivqut a rechercher un polynome g
de degré k tel que
q — Xq), + kg = 0.

Il est aisé de vérifer a la main que cette équation différentielle admet un unique
solution polynémiale de degré k (toujours a une constante multiplicative pres). En
effet, si on décompose ¢, sous la forme

ar(X) = Z%‘XZ}

on obtient une relation de récurrence tres simple entre les coefficient a; a savoir pour
tout entier 7,
(i — k)a; = ai2(i + 2)(i + 1),

qui permet de déterminer a; en fonction de a; o, sauf (et heureusement, sinon tous
les termes seraient nuls) pour 7 = k ou on peut fixer aj; de maniére arbitraire (on
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choisit a;, = 1). Notons enfin que cette relation définie bien un polynome car elle
implique toujours a_; = 0 et a_y = 0 (et de ce fait a; = 0 pour i < 0). On a donc
établit que ’équation (7.12) admet une unique solution polynémiale de degré k.
Les polynomes ¢ sont connus sous le nom de polynome d’Hermite et peuvent étre
alternativement définis par la relation de récurrence

k= Xqr—1 — (k - 1)%72,

go = 1 et ¢t = X. Les fonctions propres de (7.10) sont donc de la forme g, (z+1)e™*"/2

et de valeurs propres A\, = k + 1. Cherchons a étendre ce résultat au cas général.
Tout d’abord, toujours dans le cas unidimensionnel les fonctions propres de

—u! + a|z)* Uy = Aalla. (7.13)

se déduisent aisément du cas o = 1. En effet, on vérifie (par un simple change-
ment de variable) que si u est fonction propre de (7.10) de valeur propre A, alors
ua(x) = u(a'/*z) est fonction propre de (7.13) de valeur propre A\, = /a\. Ainsi,
les fonctions propres de (7.13) sont les fonctions uay = qe(@/4z + 1)e"**/2 de
valeurs propres A, = v/a(k + 1).

Le cas N > 1 se déduit du cas unidimensionnel par diagonalisation de la matrice
A. En effet, la matrice A étant symétrique, définie positive, elle admet une base de
vecteurs propres. En se plagant dans une telle base, I’équation (7.9) se réécrit sous
la forme

Z —i— ajriu = u, (7.14)

ou les a; sous les valeurs propres de la matrice A. Si on recheche u(x) sous la forme
u(z) = vi(z1)va(x2) -+ - vn(xy), on obtient que u vérifie (7.14) si et seulement si
chacun des v; est un vecteur propre de (7.13) avec o = ;. De plus, la valeur propre
A est égale a la somme des valeurs propres associées aux vecteurs propres v;. A tout
multi-indice o = (04, - ,0n) € NV on peut donc associé un vecteur propre u,
solution de (7.14) de la forme

Uy () = Hé\leuo‘jﬂj (z;) = (HN 140, (041/4:E + 1)) oAV )2
de valeur propre

=2 doi = 2 V(1)

Enfin, on a bien obtenu toutes les fonctions propres de V', I’espace engendré par les
U, étant dense dans L2(RY)

Exercice 7.3.9 Soit Q un ouvert borné régulier de R". On consideére le probléme de
vibrations pour I'équation des plaques avec condition aux limites d'encastrement

Qu — = () sur 0f.

{ A (Au) = u  dans Q
on
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Montrer qu'il existe une suite croissante (\;)x>1 de valeurs propres positives qui tend
vers l'infini et une base hilbertienne dans L*((2) de fonctions propres (u)x>1 qui appar-
tiennent 3 HZ ().

Correction.
On introduit la forme bilinéaire

a(u,v) :/AuAvd:E
Q

qui est symétrique, continue et coercive sur HZ(2) (voir Exercie 5.3.9). Comme
'injection de HZ(2) dans L?*(€2) est compacte et que HZ()) est dense dans L?(12),
la conclusion découle de ’application du Théoreme 7.3.2.

Exercice 7.4.1 On considere le probléme aux valeurs propres en dimension N =1

{ —uyl = Aup  pour 0 <z <1
uk(O) = Uk(l) = 0.
On se propose de calculer la matrice de masse pour la méthode des éléments finis IP;.
On reprend les notations de la Section 6.2. Montrer que la matrice de masse M, est
donnée par
2/3 1/6 0
1/6 2/3 1/6
Mh =h T T . s
1/6 2/3 1/6
0 1/6 2/3

et que ses valeurs propres sont
h
Ae(My) = 3 (2 4 cos(kmh)) pour 1 < k <n.

Montrer que, si on utilise la formule de quadrature (6.18), alors on trouve que M, =
h1d. Dans ce dernier cas, calculer les valeurs propres du probleme spectral discret.

Correction. La matrice de masse M), est définie par

(M) = / 61()85 (x) da,

ou ¢; sont les fonctions de base des éléments finis P;. Pour tout ¢ et j tels que
li — j| > 1, les supports de ¢; et ¢; sont disjoints et

(My)i; = 0.
Sijg=i+1,

(i+1)h DA ((; — ) (o —
(Mp)ij = / ¢i(2)pig1(x) do = / (G+ DA ) h) dx

h ih h h
h
= 2/ (h—x)xdx = h/6.
0
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Enfin, si 7 = j,

(i+1)h (i+1)h
(Mp)ij = /( s (2)|* doe = 2/

i—1)h ih

2

DV
(i+1)h z”

h

h
= 2h‘2/ |h — x|*dx = 2h/3.
0

On a donc montré que la matrice de masse obtenue par la méthode des éléments
finis IP; est bien du type annoncé.
Soit (U,A\) € R® x R (n=h"! —1) tels que

MU = \U (7.15)

et U # 0. Afin de calculer les valeurs propres de la matrice de masse My, on effectue
une analyse de type Fourier. On introduit la fonction wu, périodique de période 2,
impaire, définie sur [0, 1] par

0 sizel0,h/2

up(x) =S U; siz€[jh—h/2,jh+h/2[1<j<n (7.16)
0 sizell—h/21|

D’apres (7.15), pour tout z € R, on a

up(x — h) + dup(x) + up(z + h)

h
6

= Aup(x). (7.17)
Remarque 7.4.1 On a choisit u, impaire de période 2 afin que l’équation (7.17)
soit vérifiée pour tout x et en particulier pour tout x € [0,h/2] U [1 — h/2,1].
Comme uy, est périodique de période 2, il existe iy tel que
—+o0 '
up(x) = Z T’
k=—0oc0
En appliquant la transformée de Fourier a (7.17), on obtient

e_ihkwﬂk + 41AL]€ + eihkﬂ’&k R
h = )\uk,
6

c’est a dire
(cos(kmh) +2 — 3\/h) uy, = 0.
Comme U # 0, il existe au moins un & tel que

cos(kmh) +2 —3\/h =0

ou encore tel que
h
A= §(2 + cos(khm)).
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Ainsi, toute valeur propre de My, est de la forme
h .
e = 5(2 + cos(khm)), ouk € Z. (7.18)
Enfin, en remarquant que

{Ar tel que k € {0,--- ,n+1}} = {\; tel que k € Z},

on peut limiter notre analyse aux cas k € {0,--- ,n+ 1}.
Réciproquement, pour tout k € {1,--- ,n}, les fonctions uy(z) vérifiant I’équa-
tion (7.17) avec A = Ay sont de la forme de la forme

i(k+2(n+1)j)m i(k+2(n+1)j)m

un(z) =l amen;e Yt U (kr2(n1)5)€
J

Afin que uy, soit définie a partir d’'un vecteur U € R"™ par (7.16), il est nécessaire
que uy, soit impaire, a valeur réelles. On en déduit qu’on a alors

Uk+2(n+1)j = —U—(k+2(n+1)5)>

et que les coefficients de Fourier 1, sont imaginaires purs. On en déduit qu’il existe
une suite a; de réels telle que

up(z) = Z a;jsin((k +2(n+1)j)mx).

J

Ainsi, si MU = \,U, on a

U, = up(z = hp) = Z a;sin((k + 2j(n + 1))mph) = (Z aj> sin(khpm).
J J

Un calcul similaire appliqué au cas k = 0 ou k = n + 1, nous montre que A\g et A\,11
ne sont pas des valeurs propres de M,,. Finalement, comme M, est symétrique,
définie positive, elle admet une base de vecteurs propres. Les seules valeurs propres
possibles sont les n valeurs de Ay pour k£ € {1,---,n}. A chacune de ces valeurs
propres, on peut associer au plus un vecteur propre. Ainsi, il ne peut y avoir de
valeur propre double. On a donc prouvé que pour tout k € {1,--- ;n},

M UF = \U*,

ot U* = (sin(khpr)),.
On note My, la matrice de masse obtenue par la formule de quadrature (6.18).
Pour tout entier ¢ et j, on obtient

(M) = Xn: h/2(di(hk)d;(hk) + ¢i(h(k +1))¢; (h(k + 1)) = hi 0135 = hd!.
k=1 k=1
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Donc //\/\171 = h1d. En utilisant la matrice de masse ainsi obtenue, les valeurs propres
et vecteur propres du probleme spectral discret vérifient

KnUn = hAnUp,
ol
2 -1 0
-1 2 -1
’Ch—h
-1 2 -1
0 -1 2

On déduit des valeurs propres de M, et de la relation
Kp =6h1d —6M,,
que les valeurs propres du probleme spectral sont de la forme
Ak = h(2 — 2 cos(kh)),

et ke {l,---,n}.



