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es �nies1. On étudie la stabilité L∞ du s
héma en utilisant le prin
ipe du maximum dis
ret.En e�et, on peut ré
rire le s
héma sous la forme
un+1
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un
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un

j+1,ave
 λ = ν∆t
(∆x)2 > 0. Autrement dit, un+1

j est une 
ombinaison 
onvexe de valeurs autemps pré
édent tn. On sait alors, par une ré
urren
e immédiate (voir le poly
opié),que le s
héma véri�e le prin
ipe du maximum dis
ret, don
 est in
onditionnellementstable L∞.2. On 
al
ule l'erreur de tron
ature du s
héma
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∆t
+ ν

−u(tn, xj+1) + 2u(tn+1, xj) − u(tn, xj−1)

(∆x)2où u(t, x) est une fon
tion régulière. En faisant un développement de Taylor autourdu point (tn, xj), on trouve
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.Si u est solution de l'équation de la 
haleur, alors on obtient
E =

2ν∆t

(∆x)2
∂u
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+ O
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∆t + (∆x)2 +

(

∆t
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.Remarquons qu'il n'y a pas moyen d'éliminer le terme restant en ∂u
∂t


ar les termessuivants dans le développement de Taylor 
ontiennent des dérivées partielles d'ordresupérieur ou égal à 2 en t et supérieur ou égal à 4 en x.Par 
onséquent le s
héma n'est pas 
onsistant sauf si on impose la 
onditionsuivante
lim

∆t,∆x→0

∆t

(∆x)2
= 0. (1)3. Un s
héma linéaire à deux niveaux stable et 
onsistant est 
onvergent par lethéorème de Lax. Par 
onséquent le s
héma est 
onvergent si et seulement si la 
ondi-tion (1) est satisfaite. Cette 
ondition est évidemment très restri
tive puisqu'elle estbeau
oup plus exigeante qu'une simple 
ondition CFL pour l'équation de la 
haleur.Ainsi, même si le s
héma a l'avantage d'être in
onditionnellement stable, il est
omplètement ine�
a
e à 
ause de la 
ondition (1) qui impose des pas de temps troppetits. Par 
omparaison le s
héma expli
ite est lui aussi stable sous une 
onditionCFL beau
oup moins stri
te et est in
onditionnellement 
onsistant.1



2 Formulation variationnelle1. Soit le problème aux limites














−k1∆u1 = f1 dans Ω1,

u1 = 0 sur ∂Ω,

−k1
∂u1

∂n1
= α(u1 − u2) sur Γ,

(2)où u2 est supposé 
onnu dans L2(Γ). Pour obtenir une formulation variationnellede (2) on multiplie l'équation par une fon
tion test v1 quel
onque, s'annulant sur lebord ∂Ω, et on intègre par parties. On obtient
∫

Ω1

k1∇u1 · ∇v1 dx + α

∫

Γ
u1v1 ds =

∫

Ω1

f1v1 dx + α

∫

Γ
u2v1 ds. (3)Par ailleurs, pour que tous les termes dans (3) aient un sens on 
hoisit l'espa
e deHilbert

V1 = {v ∈ H1(Ω1) tel que v = 0 sur ∂Ω}.Finalement, la formulation variationnelle proposée est : trouver u1 ∈ V1 tel que
∫

Ω1

k1∇u1 · ∇v1 dx + α

∫

Γ
u1v1 ds =

∫

Ω1

f1v1 dx + α

∫

Γ
u2v1 ds ∀ v1 ∈ V1. (4)On véri�e maintenant les hypothèses du théorème de Lax-Milgram 3.3.1. Ondé�nit une forme linéaire

L1(v) =

∫

Ω1

f1v dx + α

∫

Γ
u2v dset une forme bilinéaire

a1(u1, v) =

∫

Ω1

k1∇u1 · ∇v dx + α

∫

Γ
u1v dsqui sont 
lairement 
ontinues par appli
ation du théorème de tra
e sur Γ et del'inégalité de Cau
hy-S
hwarz pour majorer les intégrales. Véri�ons maintenant la
oer
ivité de la forme bilinéaire. On a

a1(v, v) =

∫

Ω1

k1|∇v|2dx + α

∫

Γ
v2 ds ≥ k1‖∇v‖2

L2(Ω1)N ≥ C‖v‖2
H1(Ω1)pour toute fon
tion v ∈ V1 à 
ause de l'inégalité de Poin
aré (valide 
ar v s'annule surle bord extérieur ∂Ω). Ainsi, il existe une unique solution u1 ∈ V1 de la formulationvariationnelle (4).Véri�ons maintenant que 
ette solution de la formulation variationnelle est bienune solution du problème (2). Pour 
ela on admet que u1 ∈ H2(Ω1). On utilise laformule de Green (4.22) qui implique que, pour v ∈ V1, (4) est équivalent à

∫

Γ

(

k1
∂u1

∂n1
+ α(u1 − u2)

)

v ds =

∫

Ω1

(k1∆u1 + f1)v dx. (5)2



On 
hoisit d'abord v quel
onque dans C∞

c (Ω1) et on en déduit par appli
ation duCorollaire 4.2.2 que
−k1∆u1(x) = f1(x)
omme fon
tions de L2(Ω1), 
e qui implique que 
ette égalité a lieu presque partoutdans Ω1. On réinje
te 
ette nouvelle information dans (5) pour obtenir

∫

Γ

(

k1
∂u1

∂n1
+ α(u1 − u2)

)

v ds = 0.On 
hoisit maintenant v quel
onque dans C∞(Ω1)∩V1. Par 
onséquent une variantedu Corollaire 4.2.2, adaptée au bord Γ, implique que
k1

∂u1

∂n1
+ α(u1 − u2) = 0
omme fon
tion de L2(Γ) à 
ause du théorème de tra
e 4.3.13, 
e qui implique quela 
ondition aux limites a lieu presque partout dans Γ. La 
ondition aux limites deDiri
hlet sur ∂Ω se retrouve, à 
ause du théorème de tra
e 4.3.13, puisque u1 ∈ V1.On a don
 bien retrouvé le système (2) au sens "presque partout".2. Supposons qu'il n'existe pas de 
onstante C > 0 telle que, pour toute fon
tion

v ∈ H1(Ω2),
‖v‖L2(Ω2) ≤ C

(

‖∇v‖L2(Ω2)N + ‖v‖L2(Γ)

)

.Cela veut dire qu'il existe une suite vn ∈ H1(Ω2) telle que
‖vn‖L2(Ω2) > n

(

‖∇vn‖L2(Ω2)N + ‖vn‖L2(Γ)

)

.Quitte à diviser vn par sa norme dans L2(Ω2) on peut supposer que
‖vn‖L2(Ω2) = 1 > n

(

‖∇vn‖L2(Ω2)N + ‖vn‖L2(Γ)

)

. (6)En parti
ulier, (6) implique que la suite vn est bornée dans H1(Ω2). Par appli
ationdu Théorème de Relli
h 4.3.21, il existe une sous-suite vn′ qui 
onverge dans L2(Ω2).De plus, (6) montre que la suite ∇vn′ 
onverge vers zéro dans L2(Ω2) (
omposantepar 
omposante). Par 
onséquent, vn′ est une suite de Cau
hy dans H1(Ω2), qui estun espa
e de Hilbert, don
 elle 
onverge dans H1(Ω2) vers une limite v. Comme ona
∫

Ω2

|∇v(x)|2dx = lim
n′
→+∞

∫

Ω2

|∇vn′(x)|2dx ≤ lim
n′
→+∞

1

n′
= 0,on en déduit que v est une 
onstant dans Ω2 qui est 
onnexe. Par ailleurs, en vertudu théorème de tra
e, on a

∫

Γ
v2ds = lim

n′
→+∞

∫

Γ
|vn′ |2ds ≤ lim

n′
→+∞

1

n′
= 0,
e qui implique que la 
onstante égale à v doit être nulle. Mais on a aussi

∫

Ω2

|v(x)|2dx = lim
n′
→+∞

∫

Ω2

|vn′(x)|2dx = 1,3




e qui est une 
ontradi
tion ave
 le fait que v = 0.3. Soit le problème aux limites






−k2∆u2 = f2 dans Ω2,

−k2
∂u2

∂n2
= α(u2 − u1) sur Γ.

(7)où u1 est supposé 
onnu dans L2(Γ). Pour obtenir une formulation variationnellede (3) on multiplie l'équation par une fon
tion test v2 quel
onque et on intègre parparties. On obtient
∫

Ω2

k2∇u2 · ∇v2 dx + α

∫

Γ
u2v2 ds =

∫

Ω2

f2v2 dx + α

∫

Γ
u1v2 ds. (8)Par ailleurs, pour que tous les termes dans (8) aient un sens on 
hoisit l'espa
e deHilbert V2 = H1(Ω2). Finalement, la formulation variationnelle proposée est : trouver

u2 ∈ V2 tel que
∫

Ω2

k2∇u2 · ∇v2 dx + α

∫

Γ
u2v2 ds =

∫

Ω2

f2v2 dx + α

∫

Γ
u1v2 ds ∀ v2 ∈ V2. (9)On véri�e maintenant les hypothèses du théorème de Lax-Milgram 3.3.1. Ondé�nit une forme linéaire

L2(v) =

∫

Ω2

f2v dx + α

∫

Γ
u1v dset une forme bilinéaire

a2(u2, v) =

∫

Ω2

k2∇u2 · ∇v dx + α

∫

Γ
u2v dsqui sont 
lairement 
ontinues par appli
ation du théorème de tra
e sur Γ et del'inégalité de Cau
hy-S
hwarz pour majorer les intégrales. Véri�ons maintenant la
oer
ivité de la forme bilinéaire. On a

a2(v, v) =

∫

Ω2

k2|∇v|2dx + α

∫

Γ
v2 ds ≥ C‖v‖2

H1(Ω2)grâ
e à l'inégalité de la question pré
édente. Ainsi, il existe une unique solution
u2 ∈ V2 de la formulation variationnelle (9).On peut bien sûr véri�er que 
ette solution de la formulation variationnelle estbien une solution du problème (7) mais 
ela n'est pas demandé...4. Pour obtenir une formulation variationnelle du système 
ouplé (2)-(7) on addi-tionne les formulations variationnelles (4) et (9), 
e qui donne : trouver (u1, u2) ∈
V1 × V2 tel que

a
(

(u1, u2), (v1, v2)
)

= L(v1, v2) ∀(v1, v2) ∈ V1 × V2, (10)ave
 la forme linéaire
L(v1, v2) =

∫

Ω1

f1v1 dx +

∫

Ω2

f2v2 dx4



et la forme bilinéaire
a
(

(u1, u2), (v1, v2)
)

=

∫

Ω1

k1∇u1·∇v1 dx+

∫

Ω2

k2∇u2·∇v2 dx+α

∫

Γ
(u1−u2)(v1−v2) ds.Attention ! Ni L, ni a, ne sont la somme de L1 et L2, respe
tivement de a1 et a2. Parailleurs, si on dé�nit u dans Ω 
omme étant égale à u1 dans Ω1 et à u2 dans Ω2, 
ettefon
tion u n'appartient pas à H1(Ω) 
ar elle est dis
ontinue à travers Γ puisqu'engénéral u1 6= u2 sur Γ. Il faut alors 
hoisir de même la fon
tion test (v1, v2) qui doitêtre dis
ontinue à travers Γ.On munit l'espa
e de Hilbert V1 × V2 du produit s
alaire de H1(Ω1) × H1(Ω2),
'est-à-dire

〈(u1, u2), (v1, v2)〉H1(Ω1)×H1(Ω2) =

∫

Ω1

(∇u1 ·∇v1+u1v1) dx+

∫

Ω2

(∇u2 ·∇v2+u2v2) dx.On peut alors véri�er les hypothèses du théorème de Lax-Milgram. La forme linéaire
L et la forme bilinéaire a sont 
lairement 
ontinues. Comme d'habitude la di�
ultévient de la 
oer
ivité de la forme bilinéaire.L'indi
ation donnée dans le sujet,

(a1 − a2)
2 ≥ −ǫa2

1 +
ǫ

1 + ǫ
a2

2 ∀a1, a2 ∈ R,est équivalente à
(1 + ǫ)a2

1 − 2a1a2 +
1

1 + ǫ
a2

2 = (1 + ǫ)

(

a1 −
a2

1 + ǫ

)2

≥ 0 ∀a1, a2 ∈ Rqui est trivialement vrai pour tout ǫ > 0 (et même ǫ > −1). On utilise 
ette indi
ationpour minorer l'intégrale sur Γ dans la forme bilinéaire
a
(

(v1, v2), (v1, v2)
)

≥

∫

Ω1

k1|∇v1|
2dx − ǫα

∫

Γ
|v1|

2ds

+

∫

Ω2

k2|∇v2|
2dx +

ǫα

1 + ǫ

∫

Γ
|v2|

2ds.
(11)Grâ
e à l'inégalité de la deuxième question, la se
onde ligne de (11) est minorée par

Cǫ‖v2‖
2
H1(Ω2)où la 
onstante Cǫ > 0 dépend de ǫ > 0. Pour minorer la première ligne du membrede droite de (11) on utilise l'inégalité de Poin
aré (
ar les fon
tions v1 ∈ V1 s'annulentsur ∂Ω) et le théorème de tra
e sur Γ

∫

Ω1

k1|∇v1|
2dx − ǫα

∫

Γ
|v1|

2ds =
1

2

∫

Ω1

k1|∇v1|
2dx +

1

2

∫

Ω1

k1|∇v1|
2dx − ǫα

∫

Γ
|v1|

2ds

≥
1

2

∫

Ω1

k1|∇v1|
2dx + C1

∫

Ω1

|v1|
2dx − ǫαCΓ

∫

Ω1

(

|∇v1|
2 + |v1|

2
)

dx

≥ C‖v1‖
2
H1(Ω1)5



ave
 C1, CΓ, C > 0 désignant diverses 
onstantes stri
tement positives si ǫ est su�-isamment petit. Ce
i prouve la 
oer
ivité de a et don
 l'existen
e et l'uni
ité de lasolution de la formulation variationnelle (10).5. Formellement, lorsque α → +∞ la forme bilinéaire a
(

(u1, u2), (v1, v2)
) ne restebornée que si, à la limite on a u1 = u2 sur Γ. Dans 
e 
as, si on fait l'intégrationpar parties "à l'envers" pour retrouver les équations dans Ω1 et Ω2, on obtient la
ondition

k2
∂u2

∂n2
+ k1

∂u1

∂n1
= 0 sur Γqui, ave
 u1 = u2 sur Γ, 
onstituent les 
onditions usuelles de transmission à traversune interfa
e "parfaite" (voir poly
opié).Lorsque α = 0 les deux problèmes dans Ω1 et Ω2 se dé
ouplent totalement. Pluspré
isément, on a

a
(

(u1, u2), (v1, v2)
)

= a1(u1, v1) + a2(u2, v2), L(v1, v2) = L1(v1) + L2(v2),et la formulation variationnelle (10) est équivalente aux deux formulations variation-nelles (séparées) (4) et (9). Physiquement, les deux sous-domaines Ω1 et Ω2 sontisolés l'un de l'autre par une 
ondition de Neumann homogène, synonyme d'absen
ed'é
hange thermique. Remarquons d'ailleurs que pour résoudre l'équation dans Ω2il faut que le terme sour
e f2 soit équilibré, 
'est-à-dire que ∫Ω2
f2 dx = 0 (voir lepoly
opié).
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