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1 Exer
i
e mémoriel (12 points)1. (2 points) Pour φ ∈ V , on développe

∫

Ω

∫

Ω
|φ(x) − φ(x′)|2 dx dx′ =

∫

Ω

∫

Ω
(φ2(x) + φ2(x′) − 2φ(x)φ(x′)) dx dx′

= 2|Ω|
∫

Ω
φ2(x) dx − 2

(
∫

Ω
φ(x) dx

)2où le dernier terme s'annule 
ar φ est à moyenne nulle.2. (2 points) On note tout d'abord que, puisque Ω est 
onvexe, le segment (x, x′)appartient bien à Ω pour tous points x, x′ ∈ Ω. Par Cau
hy-S
hwarz, on a
|φ(x) − φ(x′)|2 ≤

∫ 1

0
|(x − x′) · ∇φ(tx + (1 − t)x′)|

2
dt

≤ d(Ω)2
∫ 1

0
|∇φ(tx + (1 − t)x′)|2dt.On en déduit

∫

Ω

∫

Ω
|φ(x)−φ(x′)|2 dx dx′ ≤ d(Ω)2

∫

Ω

∫

Ω

(

∫ 1/2

0
+
∫ 1

1/2

)

|∇φ(tx+(1−t)x′)|2dt dx dx′.Par symétrie (é
hangeant x et x′ et t en (1 − t)), on a
∫

Ω

∫

Ω

∫ 1/2

0
|∇φ(tx+(1− t)x′)|2dt dx dx′ =

∫

Ω

∫

Ω

∫ 1

1/2
|∇φ(tx+(1− t)x′)|2dt dx dx′,
e qui entraine le résultat.3. (2 points) Par Fubini on peut é
hanger l'ordre des intégrales en t et x. Pour t�xé dans [1/2, 1], le 
hangement de variable x̃ = tx + (1 − t)x′ 
onduit à

∫

Ω
|∇φ(tx + (1 − t)x′)|2 dx =

1

tN

∫

ω
|∇φ(x̃)|2 dx̃où ω = tΩ + (1 − t)x′ est un sous-ensemble de Ω (
ar Ω est 
onvexe). On peutdon
 majorer

∫

Ω
|∇φ(tx + (1 − t)x′)|2 dx ≤ 2N

∫

Ω
|∇φ(x̃)|2 dx̃.1



4. (2 points) Au total, on a obtenu
∫

Ω

∫

Ω
|φ(x) − φ(x′)|2 dx dx′ ≤ 2Nd(Ω)22

∫ 1

1/2

∫

Ω

∫

Ω
|∇φ(x)|2dt dx dx′

≤ 2Nd(Ω)2|Ω|
∫

Ω
|∇φ(x)|2 dx,
e qui 
onduit, pour tout φ ∈ V , à l'inégalité de Poin
aré-Wirtinger

∫

Ω
φ2(x) dx ≤ 2N−1d(Ω)2

∫

Ω
|∇φ(x)|2 dx.5. (1 point) S'il existe une solution de











−∆u = f dans Ω,
∫

Ω u(x) dx = 0,
∂u
∂n

= 0 sur ∂Ω,
(1)en intégrant l'équation sur Ω on obtient

∫

Ω
f(x) dx = −

∫

Ω
∆u(x) dx = −

∫

∂Ω

∂u

∂n
(x) ds = 0qui est don
 une 
ondition né
essaire sur f .6. (1 point) La formulation variationnelle est : trouver u ∈ V tel que

∫

Ω
∇u(x) · ∇v(x) dx =

∫

Ω
f(x) v(x) dx pour tout v ∈ V.On véri�e aisément toutes les hypothèses du théorème de Lax-Milgram : en par-ti
ulier, la forme bilinéaire est 
oer
ive sur V grâ
e à l'inégalité de Poin
aré-Wirtinger. Il existe don
 une unique solution u ∈ V .7. (2 points) Remarquons tout d'abord que, si φ ∈ C∞(Ω), alors v = φ−|Ω|−1

∫

Ω φ(x) dxappartient bien à V . Comme f est à moyenne nulle, la formulation variationnellepour v donne
∫

Ω
∇u(x) · ∇φ(x) dx =

∫

Ω
f(x) φ(x) dx pour tout φ ∈ C∞(Ω).Si u ∈ V est solution (régulière) de la formulation variationnelle, alors, pour

φ ∈ C∞

c (Ω), par intégration par parties on obtient
∫

Ω

(

f(x) + ∆u(x)
)

φ(x) dx = 0Par 
onséquent, il vient
f(x) + ∆u(x) = 0 p.p. dans Ω.En�n, en prenant φ ∈ C∞(Ω) (ne s'annulant pas sur ∂Ω), on obtient

∫

Ω

(

f(x) + ∆u(x)
)

φ(x) dx =
∫

∂Ω

∂u

∂n
(x)φ(x) ds.2



On sait déjà que le membre de gau
he est nul, don
 
elui de droite aussi et,
omme φ est quel
onque sur le bord, on en déduit
∂u

∂n
(x) = 0 p.p. sur ∂Ω.Par ailleurs, u ∈ V implique que u est à moyenne nulle. Autrement dit, u estsolution de (1) au sens "presque partout".2 Di�éren
es �nies pour l'équation de S
hrödinger (8points)1. (2 points)L'erreur de tron
ature s'é
rit

en
j = i

u((n + 1)∆t, j∆x) − u(n∆t, j∆x)

∆t

+
1

(∆x)2
θ (u((n + 1)∆t, (j + 1)∆x) − 2u((n + 1)∆t, j∆x) + u((n + 1)∆t, (j − 1)∆x))

+
1

(∆x)2
(1 − θ)θ (u(n∆t, (j + 1)∆x) − 2u(n∆t, j∆x) + u(n∆t, (j − 1)∆x)) = 0,En faisant les développements limités en ∆x et ∆t, et en utilisant en parti
ulierle fait que, par symétrie du sten
il,
1

(∆x)2
(u(n∆t, (j + 1)∆x) − 2u(n∆t, j∆x) + u(n∆t, (j − 1)∆x)) =

∂xx(n∆t, j∆x) + O(∆x2),on obtient immédiatement
en

j = O(∆t) + O(∆x2).2. (2 points) On a
(1 − 4iθ

∆t

(∆x)2
B)ûn+1(k) = (1 + 4i(1 − θ)

∆t

(∆x)2
B)ûn(k),ave


B = exp(2iπk∆x) − 2 + exp(−2iπk∆x) =

−4

(

exp(iπk∆x) − exp(−iπk∆x)

2i

)2

= −4 sin (πk∆x)2 ,de telle sorte que
ûn+1(k) = A(k)ûn(k),3



où le 
oe�
ient d'ampli�
ation s'é
rit
A(k) =

1 − 4i(1 − θ) ∆t
(∆x)2

sin (πk∆x)2

1 + 4iθ ∆t
(∆x)2

sin (πk∆x)23. (2 points) Le 
oe�
ient d'ampli�
ation s'é
rit
A(k) =

1 − i(1 − θ)b

1 + iθboù b est un réel non nul en général. Le 
arré du module de 
e 
oe�
ient est don

|A(k)| 2 =

1 + (1 − θ)2b2

1 + θ2b2qui est don
 stri
tement supérieur à 1 pour θ ∈ [0, 1/2] (instabilité in
ondition-nelle), stri
tement inférieur à 1 pour θ ∈]1/2, 1] (stabilité in
onditionnelle). Pour
θ = 1/2 le module vaut 1 indépendamment des paramètres de la dis
rétisation,on a don
 
onservation du module de tous les 
oe�
ients û(k), don
 
onservationde la norme L2 de la solution dis
rète.4. (2 points) Le 
as de l'équation de la 
haleur peut être retrouvé immédiatementen remarquant que l'équation de S
hrödinger divisée par i peut être vue (defaçon très formelle) 
omme l'équation de la 
haleur ave
 
oe�
ient de di�usionimaginaire (égal à i). On retrouve immédiatement les 
oe�
ients d'ampli�
ationpour l'équation de la 
haleur en remplaçant i par 1 :

Ac(k) =
1 − 4(1 − θ) ∆t

(∆x)2
sin (πk∆x)2

1 + 4θ ∆t
(∆x)2

sin (πk∆x)2On retrouve la stabilité in
onditionnelle pour θ ≥ 1/2, mais on perd la 
onserva-tion exa
te de la norme L2 pour θ = 1/2.Pour θ ≤ 1/2, on peut perdre la stabilité lorsque le numérateur 
i-dessus estplus petit que l'opposé du dénominateur (le 
oe�
ient devient alors stri
tementinférieur à −1). On peut s'assurer que 
ela n'arrive pas si l'on suppose
∆t

(∆x)2
≤

1

2

1

1 − 2θ
.On a don
 alors stabilité 
onditionnelle (et non pas instabilité in
onditionnelle
omme dans le 
as S
hrödinger).
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