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1 Exercice mémoriel (12 points)

1. (2 points) Pour ¢ € V', on développe

//ch o) du da’ —// (@) — 26(2)p(2")) dz do’

_2\9\/¢ )do —2 (/¢ da:)

ou le dernier terme s’annule car ¢ est & moyenne nulle.

2. (2 points) On note tout d’abord que, puisque €2 est convexe, le segment (z,x’)
appartient bien a € pour tous points x, 2’ € €. Par Cauchy-Schwarz, on a

6(e) — @) < [ 1z —a')- Vlta + (1~ )a) de

1
)2/ |Vo(te + (1 — t)a')|*dt.
0
On en déduit

//|¢ ) de de' < d(Q // (/1/2 >|V¢(tx+(1 1)a')[2dt da da’.

Par symétrie (échangeant = et 2’ et t en (1 —t)), on a

1/2 .
/Q/Q/o |v¢(t$+(1—t)xl)|2dtdxdx': /Q/Q/l/Q|v¢(t$+(1—t)$/)|2dtdxdx',

ce qui entraine le résultat.

3. (2 points) Par Fubini on peut échanger I'ordre des intégrales en t et x. Pour t
fixé dans [1/2, 1], le changement de variable & = tx + (1 — t)2’ conduit a

/Q|ng5(tx+ (1—t)2")|*dr = tiNL|v¢(f)|2df

ou w = tQ + (1 — t)a’ est un sous-ensemble de Q (car Q est convexe). On peut
donc majorer

/Q [Vo(te + (1 —t)a’)|* da < 2N/Q IVo(2)|? dz.



. (2 points) Au total, on a obtenu

/ /|¢ )2 dedr’ < 2Vd(Q QA?L/V/|V¢ )|dt dee da’

< 2Yd(Q7(9)] [ [Vo(@)? de,

ce qui conduit, pour tout ¢ € V, a I'inégalité de Poincaré-Wirtinger
/ ¢ () d < 2V1d(Q)? / V()] da.
Q Q

. (1 point) S’il existe une solution de

—Au=f dans €2,
Jou(z) dz =0, (1)
g—z =0 sur 0f),

en intégrant I’équation sur 2 on obtient

[ 1@ydr = [ suydr =~ [ P(myas=0

qui est donc une condition nécessaire sur f.

. (1 point) La formulation variationnelle est : trouver u € V' tel que
/ Vu(x) - Vo(z)dr = / f(z)v(z)dr pour tout v € V.
Q Q

On vérifie aisément toutes les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram : en par-
ticulier, la forme bilinéaire est coercive sur V' grace a l'inégalité de Poincaré-
Wirtinger. Il existe donc une unique solution u € V.

. (2 points) Remarquons tout d’abord que, si ¢ € C*°(Q), alors v = ¢—|Q| ™! [, ¢(x) dx
appartient bien & V. Comme f est & moyenne nulle, la formulation variationnelle
pour v donne

/QVu(x) -Vo(zr)dr = /Qf(x) ¢(x)dr  pour tout ¢ € C°(0Q).

Si u € V est solution (réguliére) de la formulation variationnelle, alors, pour
¢ € C°(2), par intégration par parties on obtient

/Q (f(:c) + Au(x))gb(a:) dr =0
Par conséquent, il vient
f(z) +Au(z) =0 p.p. dans Q.

Enfin, en prenant ¢ € C*(€) (ne s’annulant pas sur 99), on obtient

/Q (f(x) + Au(x))gb(:p) dr = / @(x)qb(x) ds.

a0 On

2



On sait déja que le membre de gauche est nul, donc celui de droite aussi et,
comme ¢ est quelconque sur le bord, on en déduit

%(:c) =0 p.p. sur 0€2.

Par ailleurs, v € V implique que u est & moyenne nulle. Autrement dit, u est
solution de (1) au sens "presque partout".

Différences finies pour I’équation de Schrédinger (8
points)

. (2 points)
L’erreur de troncature s’écrit

Zu((n + 1)At, jAz) — u(nAt, jAx)

G~ At
+ (Ax)ﬁ (u((n + )AL, (j + 1)Az) — 2u((n + 1AL, jAz) + u((n + 1)AL, (j — 1)Az))
+(A1x)2 (1 —6)0 (u(nAt, (j + 1)Ax) — 2u(nAt, jAz) + u(nAt, (j — 1)Ax)) = 0,

En faisant les développements limités en Az et At, et en utilisant en particulier
le fait que, par symétrie du stencil,

1
(Az)?

(u(nAt, (j + 1)Az) — 2u(nAt, jAz) + u(nAt, (j — 1)Az)) =

Ope(nAL, jAT) + O(A2?),

on obtient immédiatement

e = O(At) + O(Ax?).

J
. (2 points) On a

At
(Az)?

At
(Az)?

(1 — 4i0 B)a"t (k) = (1 +4i(1 - 0)

avec
B = exp(2imkAx) — 2 + exp(—2itkAzx) =

4 <exp(i7rkAx) — exp(—iwk:A:zc))2

2
— —4sin (7kAz)?,

de telle sorte que



ou le coefficient d’amplification s’écrit

: . 2
Ak = 1—4i(1— Q)ﬁ sin (Wk}AQ:L‘)
1+ 446 (AA;)Q sin (rkAx)

. (2 points) Le coefficient d’amplification s’écrit

1—i(1-0)b
Alk) = 1+ i6b

ol b est un réel non nul en général. Le carré du module de ce coefficient est donc

1+ (1—-0)%?

2
4k L+ 0202

qui est donc strictement supérieur a 1 pour 6 € [0,1/2] (instabilité incondition-
nelle), strictement inférieur & 1 pour € €]1/2,1] (stabilité inconditionnelle). Pour
0 = 1/2 le module vaut 1 indépendamment des paramétres de la discrétisation,
on a donc conservation du module de tous les coefficients @ (k), donc conservation
de la norme L? de la solution discréte.

. (2 points) Le cas de I’équation de la chaleur peut étre retrouvé immeédiatement
en remarquant que l’équation de Schrodinger divisée par i peut étre vue (de
fagon tres formelle) comme Iéquation de la chaleur avec coefficient de diffusion
imaginaire (égal a 7). On retrouve immeédiatement les coefficients d’amplification
pour I’équation de la chaleur en remplacant ¢ par 1 :

1 —4(1 — 0) AL gin (rkAz)?
sy = 1= 40— 00 sin k)

1+ 46 (AA;)Q sin (mkAz)?

On retrouve la stabilité inconditionnelle pour § > 1/2, mais on perd la conserva-
tion exacte de la norme L? pour 6 = 1/2.

Pour § < 1/2, on peut perdre la stabilité lorsque le numérateur ci-dessus est
plus petit que 'opposé du dénominateur (le coefficient devient alors strictement
inférieur & —1). On peut s’assurer que cela n’arrive pas si ’on suppose

At
(Az)?

1 1
21—20°

<

On a donc alors stabilité conditionnelle (et non pas instabilité inconditionnelle
comme dans le cas Schrodinger).



