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Probléme 1 : différences finies

Question 1. Le schéma est explicite. Pour prendre en compte la condition initiale et les
conditions limites, on impose

VO<j<J+1, VIEZ, u); =u(r;,0) et VI€Z YO<n<N, uj, =0, uj, ;=0
La condition de périodicité en 8 s’écrit
V(G ln) € |[L, ]l x Z < |[0,N]| - ufy, = uffy.

La solution approchée a linstant t,, est donc complétement caractérisée par les J X L
valeurs u; pour 1 < j < Jet0<I<L-1 (par exemple).
Question 2. Le schéma est consistant, d’ordre 1 en temps et 2 en espace.

Question 3. On peut récrire le schéma (3) a I'aide des fonctions uj (¢) sous la forme

u’j“rl(g) —u(6) _ ul 4 (0) — 2uj (0) +ul_(0) +u§-‘+1(c9) —u}_4(0) +u?(9 + Af) — 2uj (0) + u} (0 + Af)
At Ar? 2r;Ar TJZA92 '

En passant en représentation de Fourier pour la variable 6, on obtient

~n41 . .
T~ W _ W = 20 ¥ W W ~ Wy M2 4 A0
At Ar? 2r;Ar T?A@Q gk

En remarquant que ¢ — 2 4 ¢~ = —4sin?(a/2), il vient

At At 4At kAG

M, =1-— A+ B— sin? [ — ) C,

Ar? 2Ar AB? 2
ou la matrice A est la matrice tridiagonale symétrique telle que Aj; = 2 et A; ;41 =
Aji—1 = —1, ol la matrice B est la matrice tridiagonale telle que Bj; = 0, Bj j11 = T
et Bj,; 1= —7“;1, et out C est la matrice diagonale telle que C}j; = 7"372.
Question 4. Si pour tout k € Z, ||[Mg||2 < 1, on a pour tout 0 < n < N et tout k € Z,
1T < U], ot || - || désigne la norme euclidienne sur C”7. 11 en résulte que pour tout
0<n<N,
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Cette inégalité assure que le schéma est stable en ce sens que la quantité Z Ar Z A0|u§tl ]2,
j=1 1=0

2
qui est une approximation de l'intégrale / / lu(r, 6, t,)|? df dr, reste bornée au cours

27 1/2
du temps. Notons que v — |jv]| := </ / v(r,0)|? do d’r) définit une norme sur

L?() équivalente & la norme usuelle : Vo € L2(Q), 3[|v|lz2 < [Jv]| < [|v]| 2.

Probléme 2 : espaces de Sobolev et formulations variationnelles

Question 1. On a

Vel = 27‘ 2W|V¢(r0)|2d9dr— 27’ ZW aﬁ(re) i de dr
Ly = 1 0 ’ N 1 0 or"’ '

En dérivant la série de Fourier sous le signe somme (ceci est parfaitement licite pour des
fonctions de classe C'*°), on obtient
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= Gh(r)ex(0) et %(r, 0) = ik (r)ex(0),
kez kez
et donc
2 8¢ 2 a¢ 2
/0 o (r,0) d0—Z|¢)k et /0 %(T,O) d922k2]¢k(7")2
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Finalement, \V(;ﬁHLz Z/ 7|k ()2 4+ B2 or (1) ) r.
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Question 2. On déduit de I'inégalité de Cauchy-Schwarz que pour tout r € [1, 2],

S t) dt’ < (/jldt)lm (/j U’(t)Pdt)l/z < (/12 |f’(t)\2dt>

En élevant au carré les deux membres de l'inégalité ci-dessus, puis en multipliant par r et
en intégrant sur [1,2], on obtient

/12T!f(r)2dr§</ rdr> (/ 7 |2dt) / HF(0) e

Soit ¢ € C*(2) N V. Comme ¢(1,0) = 0 pour tout # € R, la fonction ¢;, vérifie pour tout
k€ Z, ¢, € C([1,2],C) C C([1,2],C) et ¢x(1) = 0. On a donc pour tout k € Z,

3
[ e < [ oera
On en déduit que

91720 = Z/ rlgw(r)? dr < 5 Z/ rlef(r |2d7“<*||v¢HL2(Q
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On obtient ainsi B
Vo e Co(Q) NV, |9l < CallVol 2



avec Cq = /3/2. On déduit de la densité de C*°(Q)NV dans V (muni de la norme H*(£2))
et de la continuité des fonctions H'(€2) 3 v ||v|[2(0) € R et H'(Q) 3 v ||V 12(q) €
R que

Vo eV, (vl < CallVulr2q)-

Question 3. La fonction ug(r,6) = In(r)/In(2) est dans C*°(Q) et vaut 0 sur I'y. Elle est
donc dans V. En outre ug = 1 sur I'y et

Pu 10u  18%u In(2) 1In(2)
—Aug(r, ) = L4 2% U _Z _
uo(r ) or2  ror  r?06? 72 o
Donc ug est solution de (4). Soit u une solution de (4) et w = u — ug. La fonction w est
solution du probléme

P) chercher w € H} () tel que
—Aw = 0 au sens faible dans €.

=0.

On sait (cf. poly Section 5.2.1) que ce probléme admet la fonction nulle comme unique
solution. Donc u = wyg, ce qui prouve que ug est 'unique solution de (4).

Question 4. Pour k = 1,2, on note Ly 'application linéaire qui & une fonction u € H*(Q)
associe u|p, . D’aprés le théoréme de trace, Ly, est continue de H(Q2) dans L?*(T},). Comme
V = Ker(L1), 'espace V, muni du produit scalaire de H'(Q2), est un espace de Hilbert.
Pour tout v € V, on pose |[v|ly = v g1 (). Soit

a(u,v):/QVu-Vv—l—/F uv et b(v):/va.

En utilisant la continuité de Lo, on obtient
V(u,v) € VXV, a(u,0)| < [ Vull 2o IVoll L20)+ 1 L2 ()] 20y [ L2(0) [ 200 < (1+CH) [l [[o]]v-
On déduit par ailleurs de 'inégalité de Poincaré établie & la question 2 que

VueV, a(uw) > [Vulag > (1+C3) " ul?.

La forme bilinéaire (symétrique) a est donc continue et coercive sur V. Comme f € L?(12),
la forme bilinéaire b est continue sur V. Il résulte du théoréme de Lax-Milgram que le pro-
bléme (5) est donc bien posé. Ce probléme est une formulation variationnelle du probléme
aux limites avec condition au bord de Dirichlet sur I'; et condition au bord de Fourier sur
I's, consistant & chercher u € H%(Q) tel que —Au = f au sens faible dans €, u = 0 sur I'y,
et %+u:08urF2.

Question 5. On reconnait dans (6) une formulation variationnelle du probléme linéaire

elliptique avec condition au bord de Neumann

chercher u € H'(Q) tel que
—Au = f, au sens faible dans €2,
% = 0 sur 0.

On sait (Théoréme 5.2.18 du poly) que ce probléme admet une solution si et seulement si
fQ fa=0.0r

/fa—() & / (ar+1)dr=0 < a=-9/14.

Le probléme (6) admet donc une solution wug si et seulement si & = —9/14 et ’ensemble des
solutions de (6) est alors composé des fonctions de la forme ug+ C ot C est une constante
réelle. La solution est donc unique & une constante additive prés, mais n’est pas unique
stricto sensu.



