ECOLE POLYTECHNIQUE — Promotion 2009
Analyse Numérique et Optimisation (MAP431)

Correction de I'examen classant du lundi 27 juin 2011
Durée : 4 heures

Sujet proposé par A. Chambolle et H. Haddar

Probleme 1 : Un probleme de transmission intérieur
(Copies blanches, noté sur 10)

Soit 2 un ouvert borné régulier de R%. On note par 9 sa frontiere et par n la normale
a 0f) dirigée vers 'extérieur de €2. On s’intéresse a la résolution du probleme couplé suivant

( —div(k1Vuy) + ajuy = fi  dans Q,
—diV(/{ZQVUQ) + QU = fg dans Q,

Uy = uy  sur 09, (1)
(9u1 . 8u2
\ ]ﬁ% = kQ% sur 89,

ot pour i =1 et 2, f; € L*(Q), k; € L™(Q), a; € L=(Q),
ki(z) > k>0 et aiz)>a>0

pour presque tout z dans €.
Partie I. Approche variationnelle naturelle

Question 1. On introduit I'espace
V= {v=(v,10) € H(Q) x H'(Q); tq. v; = vy (au sens de la trace) sur 9Q}. (2)
muni de la norme

Iy = ol ) + llvallin@)-

1l.a Montrer que V est un espace de Hilbert.

V' est le noyau de Uapplication linéaire v — ~yo(vy) — Yo(ve) (0t o désigne l'application
trace sur O2) continue de H*(Q2) x H'(Q) dans L*(0Q) x L*(092).
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1.b  Montrer qu'une formulation variationnelle du probleme (1) s’écrit sous la forme :
Chercher u = (u1,us) € V tq.

a(u,v) =L(v) Yv eV, (3)

avec

a(u,v) = /Q(hVulel + aq ugvy) do — /Q(kQVUQVUQ + o ugvy) d

00) = [ (s~ fova) do

Soit v € V. On multiplie I’équation pour w; par v; et on utilise pa formule de Green
pour intégrer par partie le terme en Au,;. En faisant la différence entre les deux équations
obtenues, les termes de bord se simplifient grace a

V1 = V2 et ]{51% = kg% sur 0.

on on

Question 2. Montrer que a: V xV — Ret £ : V — R sont continues. Montrer que la
forme bilinéaire a n’est pas coercive.

La continuité de a (resp. £) s’obtient facilement a 'aide de l'inégalité de Cauchy-Schwarz
et du fait que k; € L>=(Q) et oy € L®(Q) (resp. f; € L*(Q)). La non coercivité de a se
voit clairement sur les uw = (0,uz) avec ug € C°(82) qui sont bien dans V. Pour de telles
fonctions

a(u,u) = —/(kg]VUglz + o lug|?) du,
0
et donc
a(u,u) <0,

ce qui contredit la propriété de coercivité.

Question 3. Montrer qu'il n’y pas unicité des solutions (u1,us) € V de (3) si elles existent
dans le cas k; = ky et a3 = ap. Indication : On pourra considérer (apres justification de
son existence) la solution vy € H'(2) du probléeme variationnel

/(lﬁVuo Vg + oy ugvp) do = / guods Youy € HY(Q),
Q o0
olt g € L*(99) est une fonction non nulle donnée.

Par linéarité il suffit de montrer ’existence de solutions non triviales dans le cas fi =
f2=0. On peut construire une telle solution sous la forme u; = uy = ug € H*()) avec ug
solution du probléme variationnel indiqué. En effet, pour u = (ug,ug), u € V et

a(u,v):/mg('ul—vg)ds:o
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pour tout v € V.
Ainsi, s’il existe une solution non triviale (uy,us) € V' alors on peut en faire une infinité
en ajoutant ug aur deux termes pour n’importe quel g.

Partie II. Etude du cas k; # k;. On supposera dans cette partie qu’il existe une
constante § > 0 tq.

ki(x) — ko(z) > 0k1(x) et aq(z) — ag(x) > day(x)

pour presque tout z dans €.

Question 4. Soit 7" un isomorphisme (application linéaire bijective continue et d’inverse
continue) de V' dans V' tq. la forme bilinéaire ar : V' x V' — R définie par

ar(u,v) :=a(u,Tv) Yu,veV

soit coercive. Montrer que dans ce cas le probleme (3) admet une solution unique qui
dépend continiment de /.

La bijectivité de T montre que le probleme (3) est équivalent a chercher uw € V tq.
ar(u,v) =4(Tv) YveV.

La continuité de T induit la continuité de ar et la continuité de by : v — ((Tv) sur V.
Le théoreme de Lax-Milgram implique [’existence et unicité de la solution du probleme
variationnel précédent qui dépend continiment de lr. Puisque ||lr| < || T||||¢]|, la solution
dépend aussi continiment de (.

Question 5. Montrer a I'aide de I'application 7" définie par T'(v) = (v1,2v; — v9) que le
probleme (3) est bien posé.

T(v) € V puisque 2v1 —vg = vy sur IQ. On remarque que T(T(v)) = v donc T est bijective
dinverse =T. T est clairement continue.

ar(u,v) = /(/{:1Vu1Vvl + ag uyvy) de + /(k2VU2Vv2 + a ugve) da
Q Q

-2 / (koVua Vo + aguguy) d.
Q

Montrons la coercivité de ar.

ar(u,u) = /(l€1|Vu1|2 + k'2|Vu2|2 — 2koVusVuy) do + /(a1|u1|2 + a2|u2|2 — 20uuy ) dx
Q
Z ](1{31|VU1|2 —+ kQ|VU2|2 — 2\/ ]. — (5\/ ]{52|VU2’\/ kl\VulD dl‘
+/‘(a1]u1|2 + a2|u2]2 — 2V1 = §\/as|Vus|/a1|Vuy|) de
Q
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A partir de lidentité remarquable
X2 4Y?2-2/1-6XY = (VA - 0)X - YY) +0X? = (/1 -6)Y — X)* 4 6Y?

nous en déduisons que
)
X2+ Y% —2V1 - 6XY > 5(X2 +Y?).

En appliquant cette inégalité o X = /ko|Vug| et Y = VEi|[Vuy| et a X = \/ag|us]| et
Y = Jaq|ui| nous en déduisons

)
(IT(’LL, u) 2 5/(1€1’VU,1’2 + kg‘VUg‘Q + 061|’LL1’2 + CYQ‘UQF) dz
Q

)
> mina, ) ull?.

Question 6. On note X; l'espace des éléments finis P; de Lagrange construit sur une
triangulation 7;, de . On suppose que la famille de triangulation 7, indexée par h est
réguliere. On note N la dimension de X}, et M le nombre de noeuds sur la frontiere 0f2.

6.a Construire a I’aide de X, un espace d’approximation V}, de V. Quelle est la dimension
de Vh ?
Vi = {on = (00, 00) € Xj, x Xptq. ol = vl sur 0Q}.

La contrainte v = v sur OQ enléve M degrés de liberté a une fonction de Xj x Xp,. Ainsi

la dimension de V;,, = 2N — M.

6.b On note uy € V}, la solution de
a(up,vp) = l(vy) Yo € V. (4)

Montrer la convergence de wu, vers u dans V lorsque h — 0 et préciser la vitesse de
convergence en supposant u € H*(Q) x H?*(Q).

On remarque que 'application T' de la question 5 est aussi un isomorphisme de Vy,. Ainsi
(4) est équivalent a résoudre

aT(uh,vh) = g(TUh) V’Uh S Vh. (5)
D’aprés le Lemme de Céa (Poly, Lemme 6.1.2)
lu —unlly < ¢ nf flu—wvilv.

On note ry, Uopérateur d’interpolation associé a X, (Formule 6.49). Alors

Th @ v (TR, TRV)
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est bien une application de V' dans Vj, puisque si v1 = vy sur OS2 alors ryvy = rv9 sur 0S2.
Ainsi
[u—unllv < ellu—Trully < e(llur — rpurllayq) + llue — rauel|aq))
D’apres la proposition 6.3.16 du Poly,
g — il i) < Ch||ug|| m2(q)-

Nous obtenons donc
Hu — uhHV S CthuHH2(Q)XH2(Q)

Partie III. Etude du cas k; = k».
On supposera dans cette partie (pour simplifier) que k; = ko = 1. Dans ce cas le probleme
(1) s’écrit sous la forme :

—Auy + aquy = f; dans
—Aug + asus = fo dans €,

up —us =0 sur 0F), (6)
Ouy  Oug
\ % — % = 0 sur 89

Question 7. Montrer que r — log(r) n’appartient pas & H*({(r,0),r < §,0 < 6 < 6,})
pour tout § > 0 et 6y > 0. En déduire a I'aide d’un exemple I'existence de solutions de
(11) qui ne sont pas dans V. Indication : considérer la fonction x — log|z — x| qui est a
Laplacien nul sur tout ouvert ne contenant pas zy et prendre xy € 0f).

Posons ¢(r) = log(r) et O :={(r,0),r < 0,0 <0 < 0}.

0 )
WwﬁmjAAGﬁ%mwzm

Ainsi ¢ ¢ HY(O). Par contre

0 )
Hwﬁmj//bwﬁww<m
0 0

Donc ¢ € L*(0). Soit 1 : x — log |z —x|. Quitte a faire une translation et une rotaion de
Q on peut supposer que xo = 0 et que O C ) pour § et 0 suffisamments petits. Dans ce cas
v =¢. En prenant uy = uy =1, fi = a1 et fo = aoth nous avons bien que f; € L*(Q) et
que uy et uy sont solutions de (11) par contre uy et ug ne sont pas dans H(2).

On appellera désormais une solution faible de (11) tout couple (uy,us) € L*(Q) x L*(Q)
vérifiant les équations sur 2 au sens de la dérivation faible et tq. u; —us € H*(Q) et les
conditions aux limites sont vérifiées au sens des fonctions de L?(9€2). On rappelle que

ow _

H}(Q) :={we H*(Q) tq. w=0 et o

0 sur 0NQ}.



Question 8. On supposera dans cette question que o (z) —as(x) > a, > 0 pour presque
tout = dans (2.

8.a Montrer que I'existence d'une solution faible (uy, us) de (11) est équivalente a I'existence
de w = u; — uy € HE(Q) vérifiant (au sens de la dérivation faible)

(—A+a2)(#(—Aw+a1w)): (f1 f2) pehzah g0 (7

Q1 — Qg Q1 — Q2 a1 — Qg

En prenant la différence entre les deux équations on constate que

1
——(—Aw + qw) = uyg + ——— fL= )
Qo — Q1 a— oy

En appliquant Uopérateur (—A+asz) a la derniére équation on arrive a (7). Réciproquement,

en posant
1
Uy = —(—Aw + qw) — hioh
Q9 — O Qg — 041
et par “symétrie”
1
ulz—(—Aw—i—ozgw) fl f2
Q9 — Q4 Qg — 061

il est facile de vérifier que uy —us = w € H*(Q), (u1,uz) € L*(Q) x L*(Q) et vérifie les
équations sur ) au sens de la dérivation faible. Les conditions aux limites sont vérifiées
puisque w € HZ(Q).

8.b On admettra que w — [[Aw||2(q) est une norme équivalente & la norme H?(Q)
sur lespace Hi(2). En déduire que w — | — Aw + avwl|12(0) est également une norme
équivalente & la norme H%(Q) sur Pespace H3(2) (on pourra utiliser par exemple un raison-
nement par contradiction).

On a bien
| = Aw + asw||z2) < || = Awl|r2(q) + [Jazllcollw][z2@0) < cllw][ 2@

Montrons l’inégalité inverse par contradiction. Supposons donc qu’il existe w, suite de
HZ(Q) ¢

w2y = 1 et || — Awy, 4+ aswy || 2) < 1/n.
Par le lemme de Rellich, quite a en extraire une sous suite, on peut supposer que w, est
de Cauchy dans L*(Q?). De l'inégalité

[Aw||12i0) < | = Aw + aswl|r2(q) + [|ezw]|r2()

on déduit que Aw, est également une suite de Cauchy dans L*(Q). Il en résulte que w,
est également une suite de Cauchy dans HZ(Q). Soit w € HZ(Q) la limite de cette suite.
D’une part |w|| g2y = 1 et d’autre part, w € Hg(Q) et vérifie

Aw + asw = 0 dans 2,



donc w = 0 par unicité de la solution de ce probléme (on peut facilement montrer que la
formulation variationnelle associée est bien posée). D’ou on obtient une contradiction.

8.c Ecrire la formulation variationnelle du probleme (7) et montrer son caractere bien
posé. Indication : pour étudier la coercivité, on fera apparaitre dans la forme bilinéaire
prise en (w,w) des termes en | — Aw + apw|?, en |Vw|? et en |w|?.

La formulation variationnelle s’obtient en multipliant par une fonction test w' € H3(Q) et
en appliquant la formule de Green deux fois. On obtient

1 _ _
/ ————(—Aw + qyw)(—Aw' + apw') dz = —MAw' + Mw’dw. (8)
Q01— Q2 Q 01— Q2 Q1 — Qg
La question la plus délicate concerne la coercivité de la forme bilinéaire associée que [’on
va noter 3. Cependant on remarque que
Blw,w) = [, alig@ (—Aw + ayw)(—Aw + aw)dx
= Jo atm; (AW 4 2w + (1 — ap)w)(=Aw + ayw)dx
= [, ——| — Aw + auw|? + w(—Aw + auw)dz
L | — Aw + apw|? + |Vw|? + ag|w|?dzx
> [ == — Aw + axw|*dx
o1 —ao

La maniere de décomposer la forme bilinéaire est inspiré par la question précédente.

Question 9. On supposera dans cette question que oy (z) —as(x) > a, > 0 pour presque
tout x dans 2\ Qg et que ag(x) = as(x) pour presque tout x dans g ou €y désigne un
domaine régulier strictement inclus dans €2. On supposera pour simplifier que f; = fo = f
et que f est & support compact dans © \ €. On pose

W= {w e H(Q); tq. — Aw + ayw = 0 dans Qq}.

9.a Montrer que W muni de la norme H?(Q) est un espace de Hilbert.

W est le noyau de Uapplication lindire w — (—Aw + ayw)|Qy continue de H3(Q) a valeur
dans L*(£).

9.b Montrer que si (uy,us) € H?(Q) x H?*(2) est une solution de (11) alors w = u; —uy €
W et vérifie

/ ;(—Aw + aqw)(—Aw' + apw') de = — fuw'dr (9)
e

\Qp 1 — Q2 0\ Qo

pour tout w’ € W.



Il est clair que w vérifie bien les mémes équations que (7) sur Q\ Qq. 1l est clair également
que w € W. En procédant comme dans [’établissment de la formulation variationnelle de
la question 8, on obtient

/ ! (—Aw + ayw)(—Aw' + asw’) dw + / (w'Ouy/On — udw' /On) ds
Q

\Qo 1 T Q2 o

= — fw'dx
2\

pour tout w' € W, ot on a utilisé que

1

Qo —

Uy = (—Aw + aqw)

dans Q\ Q. Comme uy et w' vérifient
—AW + o’ = —Auy + aqus = 0 dans

nous avons
/ Ausw’ — Aw'usdr =0
Qo

soit en utilisant la formule de Green

/ (w'Ouy/On — ugdw'/On)ds =
89
On obtient ainsi la formulation variationnelle indiquée.

9.c Montrer le caractere bien posé de la formulation variationnelle (9).

Encore une fois la question la plus délicate concerne la coercivité de la forme bilinéaire
associée que l’on va noter 3. En suivant une démarche similaire a la question 8 on obtient

Blw,w) = [0, aray (TAW + crw)(—Aw + apw)dz

(—
= fQ\QO P a2( Aw + aow + (o — ag)w)(—Aw + aw)dx
- fg\go an— aQ\ Aw + aw]? + w(—Aw + apw)dz
O\Qo a1 —az ——| — Aw + apw|* + fQ —Aw + ayw)dx
= fQ\Qo o a2| Aw + aswl*dz + [([Vw|® + as|w]?)dx

> Jo ot — Aw + agwl*dx
Z cllwl|F2q)

Nous avons utilisé a la quatrieme ligne de calcul que

—Aw + asw = 0 dans €.



9.d (question bonus) On admettra que les traces sur d€)y de fonctions dans W sont
denses dans L?(09€)) et que pour toute fonction h trace sur 9y d’une fonction de H?(2\ )
il existe une fonction R(h) € H?*(Q) tq.

—AR(h) + a1 R(h) = 0 dans Qy,
R(h) = h sur 0.

En déduire que si h est la trace sur 9y d'une fonction de H*(Q \ Qo) et si g € L*(9)
vérifie S’
/ (gw’—hw)ds:o V' € W, (10)
0o 3n

sur 0€)g, ou n désigne ici la normale a 0§}y dirigée vers 'extérieur de 2.

OR(h)
n
Puisque R(h) et w' vérifient

alors g =

—Aw' + agw’ = =AR(h) + oy R(h) = 0 dans Qq

nous avons
/ AR(R)w — Aw' R(h)dz = 0,
Qo

soit en utilisant la formule de Green

/mo (81;5?) W — R(h)%“;') ds = 0.

Ainsi, en prenant la différence avec (10) on obtient

NG O

et ceci pour tout w' € W. On en déduit par densité dans L*(0Q) des traces sur 9 de

h
fonctions dans W que g = a];,fl ) sur 0€)g.

9.e (question bonus) On suppose que la solution de (9) est dans H*(Q2\ ). En déduire
I'existence de solutions (uy,us) € H*(Q2) x H*(Q) de (11).

En prenant une fonction test dans C°(2\ Qo) dans (9) on déduit que

(—A + ay) ( (—Aw + oqw)) = —f dans Q\ Q.

Q1 — Qg

En posant
1

Qg — (¥

Uy =

(—Aw + ayw) dans Q\ Qo,



on vérifie sans peine que
(—A+ ag) = f dans 2\ Q.

En reprenant le calcul aboutissant a la formulation variationelle dans ['autre sens nous
obtenons

/ (w'Oug/On — ugdw'’ /On)ds = 0.
Qo

pour tout w'. Posons donc Uy = R(uslsq,) dans Qo. On a d’aprés la question précédente

0122 aUJQ

n On
sur 0. Ainsi ug et Uy vérifient le probléme de transmission (classiquement étudié en TD)

(

—Aug + aguy = f dans Q\ Qo,
— Aty + agtia =0 dans g,

\ G —u=0 sur 0, (11)
8712 8u2
A Q.
\ On on 0 sur 9

En prenant une fonction test p dans C°()) on vérifie sans peine que si on pose
Uy = Us dans

alors
[ w-ap+ayts = [ fods
Q Q
soit
—Aug + asus = f dans €.

On vérifie aisément ensuite que
U] = W + Uy

convient pour contruire une solution (uy,us) de (11).

Remarque : En fait il est également possible de construire a partir de toute solution de (9)
(sans hypothese de régularité supplémentaire) une solution faible de (11).
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Probleme 2 : La forme d’une goutte d’eau
(Copies vertes, noté sur 9)

Question 1. On a posé

_ Osl — Osa
Ola
avec
Osl +Ula Z Osa
Osa+0-la Z Ol
soit

Ola Z O'sl_o-saz —0Olq

c’est-a-dire:
-1 <7 <1

Partie 1.

Question 2. Si une goutte ne touche pas la ligne 0.5, alors son énergie est simplement
donnée par
E(E) = (longueur de OF).

Pour une aire |E| = V donnée, I'inégalité isopérimétrique dit que I'ensemble de périmetre
minimal est un disque. F doit donc étre un disque d’aire V' (et rayon /V/m).

Question 3. Si on suppose que & = 0, alors I’énergie devient
E(E) = (longueur de OF \ 092).

L’ensemble F' est formé de E et de son symétrique par rapport a la droite {y = 0} = 9.
Son bord est donc 'union de F \ 0f) et de son symétrique par rapport a la méme droite.
Par contre, la partie du bord 0E N 02 “disparait” dans 'opération, puisque I’ensemble se
trouve alors des deux cotés. On a donc E(F) = (1/2)(longueur de 9F'). Si E minimise &,
F' doit minimiser son périmetre a aire donnée 2V. D’apres 'inégalité isopérimétrique, F'
est donc un disque symétrique par rapport a la droite 02 (donc de centre inclus dans cette
droite). E est donc un demi-disque de la forme {z? + y* < 2V/m,y > 0}.

Question 4.a.. L’application v(y) est clairement croissante et continue. On peut par
exemple observer que le point le plus haut du cercle 9D(y) est le point (0,7 + \/y? + a?).

Siyg>y,onay+/y?+a® >y +\/y?+a? car la fonction t — t + 12 + a? est
strictement croissante sur R (sa dérivée est 1 4 t/+/t? +a? > 0). Par conséquent, l'arc de
cercle passant par (—a,0), (0,a), ¥ + /4% + a® doit étre a I'extérieur de I'arc passant par
(—a,0), (0,a), 7 + /7% + a2, en d’autre terme la calotte E(7) = D(7) N Q croit au sens
de 'inclusion. On en déduit que 'aire v(y) est une application strictement croissante (et
continue).
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Elle tend vers zéro quand §y — —o0, et vers +00 quand § — —oo. Par conséquent,
pour V donné, il existe un unique g tel que v(y) = V.
4.b. Si D' = EU (DnNYS), alors son aire de D’ est V 4+ |D N S| tandis que son périmetre
est la somme des longueurs de OF \ 02 et de 0D NS (qui est une constante).

Par ailleurs, £(F) est la longueur de OF \ 0N2 plus 26a. Si E minimise cette énergie, D’
doit aussi minimiser son périmetre, a aire V + |D N S| fixée. Par conséquent, ¢a ne peut
étre qu'un disque. Donc = D' N est la portion de disque D N 2.

Partie II. On suppose maintenant que ¢ < 0, £ = {(z,y) : —a <z <a,0 <y < h(x)}
ou h est une fonction positive, continue, vérifiant

/a h(z)de = V. (12)

L’énergie est
= / V14 W (x)2de + 25a (13)

a condition de supposer que h > 0 p.p. dans (—a,a). (En effet, sinon, il faudrait mettre
un poids ¢ a la partie de longueur {z € (—a,a) : h(z) = 0})

Question 5. On suppose que a > 0 est connu, et on admet I'existence d’un minimiseur
h € H'(—a,a) de F,(h) = E(a,h), parmi toutes les fonctions positives vérifiant (12).
Notamment, h est continue.

On suppose que h(x) > 0 pour x €] —a,al. Si ¢ € CX(—a,a), on note K C| — a,af son
support (compact). La fonction h(z) + t¢(x) est une fonction continue. Pour qu’elle soit
positive il suffit que [t| maxy |¢| < ming h, or ming h > 0 par hypothese, donc il suffit que
t soit assez petit.

Par ailleurs, on doit avoir [* h+t¢=V +t [ ¢ =V, donc il faut que [* ¢ = 0.

Pour un tel ¢, cherchons la dérivée en ¢t = 0 de

t»—>/a V14 (W +t) () de . (14)

On doit calculer

a

lim (¢1+ W+t ()2 — \/1+ W (2)? ) dz |

t—0

Pour presque tout x, on a

W@
1+ h/(x)?
par ailleurs on sait que pour tout ¢ il existe t* entre 0 et ¢ tel que

1 i) ; _ (W@) + ¢/ ()¢ (2)
¥<\/1 h —l—t(b \/1—|—h > = \/1—|—(h’(£17)—|—t*¢/(33))2'

€z,

hm <\/1 (W +to')(z \/1—|-h' > —
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Or le membre de droite de cette inégalité est borné par |¢'(x)|, par conséquent on peut
appliquer le théoreme de convergence dominée de Lebesgue et passer a la limite sous le
signe intégral. On trouve

; g [C H@E)
lim | (\/1 Tt ()2 — 1+ 1 ))d - \/m

Enfin, comme h est solution du probleme, la fonction (14) est minimale en zéro et sa dérivée
doit s’y annuler. Donc
“ hW(x)¢ (x
@@

—a \/ 1 + h/($)2

Question 6. On pose F(p) = /14 |p|>. On a
p

Py =L Pl = ———y

VI P N

Notamment, pour tous p,q € R,

(F'(p) = F'(q)(p—q) = (/0 Neear eri(p — q)|23> (p—q)*

Si p # q, ceci est strictement positif, donc F' est strictement convexe. Mais, pour tout
a > 0, c’est inférieur & alp — ¢|* dés que p, g sont assez grands (car F” — 0 a I'infini).

On en déduit notamment que F, est strictement convexe, le minimiseur h doit donc
étre unique. En détails, si h, g sont deux solutions de méme intégrale V', alors (h + g)/2 a
aussi intégrale V', mais

7 (M52 < 30+ ),

Remarque: c’est encore vrai si on tient aussi compte de la contrainte h,g > 0 (ou > 0).

Question 7.
7.a. On considére une fonction f € L*(—a,a) telle que pour toute ¢ € C(—a,a) telle
que f x)dx =0,

" fw @i = 0.

Considérons 0§ € C(—a,a) avec [ 0dz =1, et ¢ € C(—a,a). On pose b= ¢ —

( ffa ¢dx)/(2a)0: c’est une fonction d’intégrale nulle, réguliére et a support compact. On

a donc
O—/f dx—/f dx——/f )0 (z dx/qb
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soit, en posant A = o [ f(x)0'(z) dz,

| s@ét@is = [ oads

et ceci pour toute ¢ € C°(—a,a). Mais cela signifie précisément que f a pour dérivée
faible —A. On sait que dans ce cas, f(zr) = —Az + ¢ pour une constante c.

7.b. On a vu a la question 6. que

¢ W(x)¢'(x)
—a \/ 1 + h/($)2
pour toute ¢ € C°(—a,a) avec [* ¢dx = 0. De toute évidence, la fonction h'/v/1 + h'

(entre —1 et 1), est dans L? (et méme L*°(—a,a)). Donc on peut appliquer le résultat
précédent: cette fonction est affine. En particulier, on a bien

dr = 0.

a h/ a
/ ¢gb'(:v) dr = )\/ o(x) dx
—a /14 W (x)? —a
pour toute ¢ € C®(—a,a), et pour un certain parametre A € R.
Ce A est le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte d’aire ffa h(z)dz =V.

Question 8. On rappelle qu'on suppose a > 0,V > 0. Un commentaire sur I’hypothese
A > 0: en vérité, on pourrait remplacer la contrainte égalité (aire = V') du probleme
par une contrainte inégalité: ffa h(z)dx > V. Cette contrainte serait alors automatique-
ment saturée, en effet, si une solution vérifiait ffa hdz >V, alors (1 — €)h serait encore

admissible, pour € > 0 assez petit, et d’énergie inférieure, une contradiction.
On a:

' —A
i =c—Xx & M(zx)= (c— Az)
1+ h'(z)? 1 —(c— \x)?
(et il faut |Az + ¢| < a).
On trouve
1—(c—Az)?
ho—
A—c ’

et comme h(+a) = 0, on en déduit que ¢ >0, (A\d)>=1— (c+ Xa)> =1— (c— \a)?.
Donc ¢ = 0 ou Aa = 0, mais dans ce dernier cas on aurait h’ =constante et donc (avec
h(+a) =0, h=0),d'ou V =0. Si V > 0, on doit donc avoir A > 0,

PRV YT

A

et en posant R = 1/\, on trouve pour |z| < a,

h(z) = VR2 — 22 — VR? — a?

14



On trouve 1'équation de 'arc de cercle de centre (0, —vR2 — a?) et de rayon R = 1/,
entre les points (0, —a) et (0,a).]
Question 9. On a Rsina = a,
5 SIn 200
2

V = R’a — R’cosasina = R*a — R
tandis que la longueur est 2aR et 1’énergie est donc
E(E) = 2aR+ 26 Rsina.

On doit done résoudre

Figure 1: La goutte en 2 dimensions

R, 2
Au minimum, il existe un multiplicateur de Lagrange X tel que

2R(1+ G cosa) = AR*(1 — cos2a)

min 2R(a + sina) : R? (a— 51n2a> =V

in 2
2(a+0osina) = 2AR (a— sz Q)
Ou encore
1 +&cosa— (AR)sin?a = 0
a+asina — (AR)(a —cosasina) = 0

On peut éliminer & en multipliant la premiere équation par sin «, la seconde par cos «, et
en soustrayant:

sina — (AR) sin® @ — acosa + (AR)(acosa — cos> asina) = 0
soit
sinaw — acosa + (AR)(acosa —sina) = 0
ce qui donne AR =1, soit A = 1/R (ou tan @ = «, mais alors « =0 et ¢ = —1).
On voit alors que ¢ = — cos a.
Si ¢ > 0, on pourrait encore montrer que ¢ = — cos a mais cette fois, a > 7, le centre

a une ordonnée positive — R cos «, et on est dans un cas ou la goutte n’est plus décrite par
un graphe (par contre, les calculs fais dans cette question restent encore valides).
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