ECOLE POLYTECHNIQUE
Analyse numérique et optimisation (MAP431)
Controle classant du 26 Juin 2006
Durée : 4 heures

Corrigé

1 Probléme
Q1

Correction On remarque tout d’abord que le domaine € étant régulier de classe C?, on a
I’équivalence suivante
u€ H}(Q) <= ue H(Q) et upr =0

Soit u € H?(SY) vérifiant (1), on veut montrer que u est solution de la formulation variationnelle
(2). Soit v € H}(SY), on multiplie (1) par v et on intégre par parties. La nullité de v annule le
terme de bord dans la formule de Green et on obtient ainsi (2). Inversement, soit u € H?(2)
et vérifiant (2) pour tout v € H}(S2), on veut montrer que u vérifie (1). La formule de Green
montre alors que pour tout v € H ()

/(—eAu+a.Vu —flv=20
Q

Par densité de H} () dans L?(€2), on conclut que

—eAu+aVu—f=0

Q2
Correction On intégre par parties et on utilise la nullité de u (ou de v) sur la frontiére :
b(u,v) = /(a-Vu)v = —/ udiv(iav) = —/ udiv(a)v—/ u(a- Vo)
Q Q Q Q
D’aprés I'énoncé, div(a) = 0 et on a ainsi
b(u,v) = —/ﬂu(a - V) = —b(v,u)
Pour utiliser le théoréme de Lax-Milgram, on introduit la forme bilinéaire
A:H}(Q)x H}(Q) — R
(u,v) — [ €eVuVuv+b(u,v)

La continuité de A vient de la majoration suivante :

[Au, v)| < €l Vull L2 [Vll L2 @) Fllall e @) VUl L2 0]l 20y < max(e, |al| oo @) lull g 10l

Pour la coercivité de A, on utilise



— le caractére borné de Q2 qui permet d’écrire I'inégalité de Poincaré (dont la constante est
notée Cp)
— Dantisymétrie de u donne b(u,u) =0
On a ainsi

€
Afww) = [ dVuP > Gl

La continuité de la forme linéaire 1
l[:H} Q) — R
v — fQ fou

vient de [(v) < |[fllzz [[oll L2 < [ fll22 l0] g2
Les hypothéses du théoréeme de Lax-Milgram sur A et | sont vérifiées et on a ainsi I'unicité et
Pexistence d’une solution de (2).

Q3

Correction On part de A(u,u) = l(u) et on utilise la coercivité de A et la continuité de [ :

€

lullFn < A(u,u) = Uu) < || flle2 lullg
Cp+1

soit en simplifiant par ||u||g1 (en supposant ||u|| g1 non nul),

Cp+1
€

1fllz2 -

[l <

Q4
Correction On écrit (1) sous la forme
1
—Au=—(—a-Vu+f)
€
D’apreés le rappel de cours, on a :
CQ CQ
lull gz < ==l = a- Vut fllzz@) < == (lall e llull g + 11 Fllz2)

En utilisant la majoration de la question précédente, on a

Cq Cp+1
fullr < <2 (al

+ DI flle>

Q5

Correction Pour € petit, la constante Cy est en 1/¢ et la constante Cy est en 1/¢2.

Q6
Correction La discrétisation s’écrit : trouver up € Vj, telle que pour tout vy, € Vj,

A(uh, ’Uh) = l(vh)



La forme bilinéaire A est coercive et continue et la forme [ est linéaire, on a existence et unicité
de la solution uy, et on peut appliquer le lemme de Cea qui donne :

Cp+1

[l — up|[ 1) < max(e, |[al|L<(q)) inf lu — vn g1 ()
v EVY

Q7

Correction On a une suite de maillages réguliers de et on a alors pour k + 1 > d/2
Pexistence d’une constante C indépendante de h et de v telle que :

lo = (@)l () < Ch{[vllres1(q)

ot i, (v) est 'opérateur d’interpolation des éléments finis Py, introduit dans le cours. Pour k = 1,
on a le résultat voulu.
D’apres la question précédente, on a

|u —unllg1Q) < Cs vgfg/h v —vnllg
En appliquant le résultat d’interpolation on a alors :
|w = upll 1) < Cs Cullullg2(q)
Finalement, en utilisant I’estimation sur la norme H? de la solution u, on a :
|w = upl| ) < C3Ca Co || fll 20
Q8

Correction Il est facile de voir que la constante Cs est en 1/e3 quand ¢ tend vers zéro.

Q9

Correction II suffit de prendre vy, = uj, comme fonction test dans la formulation variation-
nelle discréte.

Q10.a

Correction L’espace des fonctions polynomiales de degré inférieure ou égal a1 de R a valeurs
dans R est un espace vectoriel de dimension finie. Toutes les normes sont donc équivalentes, en
particulier les normes L? et H'. De plus, on a pour tout fonction p :

IVpllL2r) < 1Pl a1 (R)

Q10.b

Correction On procéde comme dans le livre de cours en introduisant une matrice inversible
B et un vecteur b tels que pour tout x € K il existe xy € R vérifiant

r=Bxog+b



Par changement de variable, on obtient que pour tout p polynéme de degré 1 de K a valeurs
dans R on a :
IVl L2y < 1B [det(B)[Y* (| Vpol| L2(r)

ot po(xo) = p(Bxg + b). D’apres le a) de la question, on a donc
IVplr2(x) < CrlI Bl 1det(B)[Y? ||poll z2(r)

Par changement de variable, on a :

[pollz2(r) = | det(B)| /2 1Pl 2 ()
Finalement, on a :
IVPllr2(xy < Cr 1B~ 1Pl 22 (k)

Encore d’aprés le livre de cours, on a :

diam(R)

187 < S

En utilisant la régularité de la suite des maillages, on a :
C,
VE € Thy | Vpllzi) < Cr-Iplla ) -

On conclut de la maniére suivante :

C, Cr
IVPlT2) = D IVDlITak < (CR?)Q > P72 < (CRF)QHPH%Q(Q)

KeTy, KeT,

Ql1

Correction On utilise I'inégalité (11) dans I’équation (10) et on obtient ainsi :

0< / up, = e/ [Vun|* < Cgeh™?|lup72(q)
9] Q
h2

——— répond a la question.
Nacz TP q

11 est facile de vérifier que €y =

Q12

Correction Il est clair que ’expression donnée est la solution exacte et on a pour 0 < x <

1-6:
|UE(.Z‘) _ U()(ZL’)’ _ ’1 — exp(x/e)] < ’1 — eXp((l — 6)/6)‘
|1 — exp(1/e)] |1 —exp(1/e)]
Cette majoration donne la convergence uniforme, quand € tend vers zéro, de u. vers ug sur
Iintervalle [0,1 — §].
Q13

Correction On a
[ue = ra(ue)l| Lo (0,1-n) < llte — ol oo (0,1-n) + lluo — ra(uo) e ©,1-n) + I7n (w0 — ue) | 0,1-n)
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Le second terme de la majoration est en fait nul. En effet, la fonction ug est linéaire et est
donc égale a son interpolation. Le troisieme et dernier terme se majore par ||ug — ue|| o (0,1—p)-
Finalement, on a :

[|ue — Th(UE)HL“’(O,lfh) < 2||lue - UOHL‘X’(O,lfh)
Sur I'intervalle [1 — h, 1], on a la majoration
|ue = ra(ue)ll o 0,1—n) < [wellLoo0,1=n) + 70 (we) || Loo (0,1—n) < 2[[e]| Loo0,1-n) < 2

Puis, on majore la normes L? par :
(e — Th(“e)HLQ(O,l—h) < [Jue — 7“h(UE)”LW(O,l—h) V1—h<|uc— 7“h(us)”Lw(o,l—h)

et
|ue — Th(u6)”L2(1—h71) < [Jue - Th(UE)HLOO(l—h,l)\/H < 2Vh.

On a donc finalement,
e — Th(ue)HL?(o,l) < 2||ue - UOHLOO(O,l—h) +2vh.

Comme |[ue — o[ o< (0,1—n) — 0 quand € — 0, on en déduit que |[uec —rp(uc)||L2(0,1) < 3v'h pour
€ suffisament petit.

Q14

Correction On raisonne par I'absurde en supposant que la majoration (18) existe.
Nous allons tout d’abord montrer que [ u.p est minoré par une constante strictement positive
pour h fixé et € assez petit. En effet,

1 1 1 1 1 1
/ue,h—/ue,h_ue+/ Ue_u0+/ uOZ—Hue,h—ueHLer/ UE_UO+/ ug
0 0 0 0 0 0

D’aprés la majoration (18) et le théoréme de la convergence dominée (ue tend vers uy presque
partout) :

1
/ Uep > —3Vh — o(€) +1/2
0
Donc, pour h assez petit, a la limite quand e tend vers zéro, fol Uep > 1/4.
D’apres la question (11), on doit donc avoir que u.p, tend vers I'infini quand € tend vers zéro.

Mais,
luenllze < lluen = uellz2 + llue — woll 2 + lluoll 2 < 3vh + o(e) + [|uol| 2

et on a ainsi une contradiction.

Q15

Correction En dimension 1 d’espace et pour des éléments finis Py, on sait que le terme
!/ !/ 7 s . .
€ f}071[ Ug p, V), correspond au schéma différences finies :

—Ui—1 + 2U; — Uit1
h

On note ¢; la fonction chapeau valant 1 en ih et zéro ailleurs. Un calcul direct montre que pour
jFEiI+E1:
/ ¢ ¢ =0
10,1]
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et que

[ bl =712
10,1]

Pour le terme venant de la convection f]o 1[u’6 4 Uh, on a donc le schéma aux différences finies

suivants :
Uj41 — Uj—1

2
Au terme multiplicatif h pres, il s’agit d’'un schéma centré connu pour ne pas étre stable dans
la limite € tend vers zéro.

Q16

Correction Remarquons tout d’abord que la modification proposée revient a ajouter un
terme de diffusion numérique avec un coefficient de diffusion [3y,.
D’autre part, le schéma décentré amont de discrétisation de ' :

Uj41 — Uy

h

peut se réécrire sous la forme :

Uit1 — Ui Uil — Ui—1  houio1 — 20 + Ui

h 2h 2 h?

Il a la forme d’un schéma centré auquel on ajoute une diffusion numérique avec un coefficient
de diffusion h/2. En prenant A = 1/2, le schéma proposé coincide donc avec un schéma décentré
amont.

2 Exercice d’optimisation
Q1

Correction Soient x = (z1,...,2,) et y = (y1,...,yn) deux éléments distincts de I™ et
0 €]0,1[, il faut montrer que

flOx+(1=0)y) <0f(x)+(1-0)f(y).
1l existe 1 < iy < n tel que z;, # y;, et par stricte convexité, on a :
Jio(0 i + (1 = 0) yig) <0 f(zi) + (1 —0) f(vio) -
Les fonctions f; étant convexes, on a pour i # ig :
fil@zi + (1= 0)yi) <0 f(zi) +(1—0) f(vi)-

En sommant les inégalités ci-dessus (i # ig), on prouve la stricte convexité de f.

Q2.a

Correction On pose

C:={x=(x1,...,2,) tel que pour tout i,z; > 0 et le <1},
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B:= f(1/n,...,1/n) et m := min; ming<,<1 fi(x).
La fonction f; tendant vers l'infini en zéro, il existe €; > 0 tel que :

zi <€ = fi(x;) >B—(n—1)m

On pose € = min; ¢;. Alors, soit C tel que I'une de ses coordonnées (iy par exemple) soit plus
petite que €, on a :

f(z) :Zfz(arz) > B — (n—l)m—l—Zfi(xi) >B—-—(n—1)m+(n—1)m=DB
i iio

On a ainsi f(x) > B et le minimum de f sur C ne peut donc étre atteint en x. Cela prouve

Iéquivalence des deux problémes d’optimisation.

Q2.b

Correction On pose

Ce :={z = (x1,...,z,) tel que pour tout i,x; > € et Zazl <1},

7

D’apreés la question précédente, il est équivalent de montrer ’existence et 'unicité d’une solution
du probléme de minimisation sur Ck..

L’ensemble C est fermé et borné en dimension finie et est donc compact et f est continue.
Le probléeme de minimisation sur C¢ admet donc au moins une solution. L’unicité vient de la
convexité de C et de la stricte convexité de f.

Q3.a

Correction Soit z = (x1,...,z,) un point de C ne saturant pas la contrainte z1+. .. +x, < 1
c.a.d. tel que r1 + ...+ z, < 1. Nous allons montrer que le minimum ne peut étre atteint en
ce point. En effet, il est alors possible d’augmenter x1 tout en restant dans C.. La stricte
décroissance de f1 diminuera strictement la valeur de f.

Q3.b

Correction Quitte a prendre € plus petit, on peut supposer que les contraintes x; > € sont
inactives. La relation d’optimalité s’écrit alors :

I\ > 0 tel que pour tout i, f'(xf)+ A =0

On a ainsi les égalités demandées.

Q4
Correction Pour le cas (i), on a fl(z) = —p;i/t et f!'(x) = p;/t®. Pour le cas (ii), on a
fl(x) = —pi/t? et f!'(z) = 2p;/t3. Dans les deux cas, la stricte décroissance de f; sur |0, +oo] se

déduit du signe de f! et la stricte convexité se déduit de la stricte positivité de f!'. Les limites
infinies des fonctions en zéro sont évidentes.
Nous considérons maintenant le calcul effectif de la solution basé sur la relation d’optimalité et
le fait que 7 + ...+ x5, = 1.

Cas (i) La relation d’optimalité donne :

pi/xi =X=a] =pi/A.



On déduit de la relation 7 + ... +x; =1

1=i§i:pi=>>\=§i:pi

Finalement, on a :

Cas (ii) La relation d’optimalité donne :
pi/(z)* = A= ai = /pi/X.

On déduit de la relation 27 + ...+, =1 :
1
1:7AZ\/E:»\FA:Z\/@

Finalement, on a :

\/E .
7 Z \/]Tj

Q5

Correction Sur son ensemble de définition, la fonction x3y*z° est positive et il est donc
équivalent de la maximiser que de minimiser I’opposé de son logarithme : —3log(z) — 4log(y) —
5log(z). On est dans le cas i) de la question précédente et on a ainsi : x* = 3/12, y* = 4/12 et
2 =5/12.

Albert Cohen et Frédéric Nataf
Juin 2006.



