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1 Différences finies (8 points)

Etant donné un coefficient de diffusion v > 0, on considére I’équation de la
chaleur dans (0, 1) avec condition aux limites périodique

— —v—— =0 pour (z,t) € (0,1) x R} (1)
T
u(t,z +1) = u(t,z) pour (z,t) € R x R}

et une donnée initiale. Pour At > 0 et Az = 1/N > 0 (avec N un entier positif), on
définit les noeuds d'un maillage régulier

(tn,z;) = (nAt, jAzx) pour n > 0,5 € Z.

On note u une approximation discréte au point (,, ;) de la solution exacte u(t, z).
Pour 3 réels «, 3,7 indépendants de Atf, Az,v et des valeurs uf, on considére le
schéma a trois niveaux suivant
n+1 n n—1 n n n
aui™ + fuf + yuj uj_y — 2uj +uf,

— ] f—
At N NSE 0

avec une initialisation adéquate u(;», uj1 et la condition aux limites uj, y = uf, Vj.

1. Ecrire en fonction de 7 les coefficients «, 8 pour que ce schéma soit consistant.
On supposera dans toute la suite de ’exercice que ces relations sont vérifiées.
Quel schéma retrouve-t-on si v = —1/2 et qu’en dit le cours ? Méme question
pour v = —1. La suite de I'exercice consiste & montrer qu’une petite pertur-
bation des coefficients dans ce schéma en change radicalement les propriétés.

2. Montrer que, si —1/2 < v < 0, le schéma est stable en norme L* sous une
condition de type CFL que I’on précisera. Que peut-on dire alors de sa conver-
gence 7

3. Montrer que, siy < —1ou —1 < v < —1/2, le schéma est inconditionnellement
instable en norme L?. Indication : on montrera que la condition nécessaire de
Von Neumann n’est pas satisfaite.

4. Montrer que, si v > 0, le schéma vérifie la condition nécessaire de stabilité de
Von Neumann sous une condition de type CFL.



2 Formulation variationnelle (12 points)

Dans un ouvert borné régulier 2 de RY on s’intéresse a un modéle de diffusion
avec absorption localisée dans un sous-domaine régulier w C 2 de mesure non nulle.
On note x(x) la fonction caractéristique de ce sous-domaine, ¢’est-a-dire que x(x) =
1siz €w, et x(z) =0 sinon. On introduit le probléme aux limites

—Au+yu=f dans €,
(2)
@ =0 sur 01,
on
ou f € L*(Q) est un terme source donné.
1. Donner la formulation variationnelle de (2).

2. En admettant qu’il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout v € H*(),

o /91)2(95) dx < C </w v (x) dx + /Q Vol (x) dm) ) (3)

démontrer ’existence et 'unicité de la solution de cette formulation variation-
nelle.

3. En supposant que la solution u de la formulation variationnelle appartienne a
H?(2), en quel sens est-elle aussi une solution de (2)?

4. Dans cette question seulement on suppose que Q = R¥N"1x] — 1;+1[ et w =
RYN~1x]—1;0[. Démontrer I'inégalité (3) avec une constante C' = 3. Indication :
pour x = (2, zy) € RV "1x]0; 1] on écrira

N Ju

zy—1 aI'N

v(r zy) =v(a oy — 1)+ (2 t) dt

et on estimera la norme du membre de gauche dans L?(Q \ w).

5. Démontrer l'inégalité (3) dans le cas général en utilisant un raisonnement par
contradiction.

6. Dans (2) on multiplie la fonction caractéristique par 1/¢ > 0 et on note u, la
solution correspondante. Montrer que, lorsque € tends vers 0, la solution .,
restreinte & w, converge vers 0 dans L*(w).



