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@ Conditions d'optimalité avec contraintes d'inégalité
@ Lagrangien, point selle, théoreme de Kuhn et Tucker, dualité

© Algorithmes d'optimisation sans contraintes (début)
X
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| - Conditions d'optimalité avec contraintes d'inégalité

Soit F(v) = (F1(v), ..., Fm(v)): V — RM. On considere

im;J(v) avec K={veV, F(v) <0}
ve

ou F(v) < 0 signifie que Fi(v) <0 pour 1 << M.

Définitions. Soit u tel que F(u) <0.
@ On appelle ensemble des contraintes actives en u
I(u)={ie{l,...,M}, Fi(u) =0}.
@ On dit que les contraintes d'inégalité sont qualifiées en v € K
si la famille (Ffl(u))iel(u) est libre.

Remarque. |l existe d'autres conditions de qualification, plus
générales mais plus compliquées (voir plus loin).

X
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Contraintes et variations admissibles

@ Les contraintes inactives F;(u) < 0 ne jouent aucun rdle.

@ Pour les contraintes actives F;(u) = 0 on peut faire des
variations dans certaines directions (mais pas dans d'autres).

YIS

F,(v) <0

Ffvy<0 N
: inactive en u
active en u X
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Conditions d'optimalité

Théoréme. Soit u € V tel que F(u) < 0. On suppose que J et les
contraintes (Fj)i<j<m sont dérivables en u. On suppose de plus
que les contraintes sont qualifiées en u. Alors, si u est un
minimum local de J sur K, il existe \1,..., Ay € RT, appelés
multiplicateurs de Lagrange, tels que

M
J(u)+> NiFf(u)=0, X >0, Fiu)<0,
i=1
Ai=0 si Fi(u)<O.

Remarque. Les conditions sur les \; peuvent se réécrire
A F(uy=0, A>0 et F(u)<O.

et s'appellent conditions de complémentarité.

Remarque. Pour calculer les multiplicateurs de Lagrange \; des X
contraintes actives i € I(u) on peut utiliser les égalités F;(u) = 0.
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Preuve

Soit K(u) le cdne des directions admissibles au point u

w € V tel que 3(v7)n>0 € K, 3(€")n>0 € RY Vérifiant

K(u) = vl —u
lim v'=wu, lim &"=0, Ilim
n—+00 n—+o00 n—+oco gn

=w

Rappel (Proposition 2.5.5): si u est un minimum local, alors
(J(u),w) >0 VweK(u).

La preuve est constituée de deux étapes:

Q@ On caractérise K(u) en montrant que K (u) = K(u) avec

K(u) = {w € V tel que (F{(u),w) <0 Viel(u)}.

@ On conclut grace au lemme de Farkas. %
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Preuve (suite)

Montrons que K(u) = K(u) = {w € V, (F/(u),w) < 0,i € I(u)}.
Soit w € K(u). Il existe v" € K et " > 0 tel que F(v") <0,

lim v" = u, lim " =0, lim (v —u)/e" =w.
n—-+o00 n—-+o00 n—-+00

Un développement de Taylor conduit a
(1) 0> Fi(v") = Fi(u) + &"(F/(u), w) + o(e").

Si Fi(u) <0, alors (1) ne donne aucune information sur w. Par
contre, si F;(u) = 0 (contrainte active), alors (1) implique

0> (F/(u),w) cest-a-dire que w € K(u).
Réciproquement, w € IntK(u) = {w € V, (F/(u),w) < 0,i € I(u)}
Fi(u+e"w) = Fi(u) + €"(Fj(u), w) + o(e") <0

. - X
Donc IntK(u) C K(u) C K(u) et on conclut car K(u) est fermé.
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Preuve (fin)

On a donc montré que
(J(u),w) >0 VweK(u)={weV,(F(u),w) <0,icl(u)}

Grace au lemme de Farkas, on en déduit que

Sy == NFl(w)

iel(u)

avec A\; > 0 et la somme est réduite aux contraintes actives.

X
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Lemme de Farkas

Lemme. (version simplifiée) Soient ay, ..., ap une famille libre de
V. On considere les ensembles

IC:{WEV, (aj,w) <0 pour 1§i§/\/1},

et

M

k:{qe V, 3 Am 20, ==Y )\,-a,-}.
i=1

Alors pour tout p € V, on a l'implication

(pyw) >0Vwe K = pek.

Remarque. La réciproque étant évidente, il s'agit en fait d'une
équivalence.

Application. Le théoreme précédent se démontre avec le choix X
p=J'(u) et a; = F/(u). :

1
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Preuve du lemme de Farkas

On caractérise K = {w € V,(aj,w) <0 pour 1 << M}.
Soit A le s.e.v. engendré par ay,...,ay et AL son orthogonal:

VYw € V il existe un unique wy € A, wp € A tel que w = wy + wp.

Donc w € K si et seulement si w; € K (aucune condition sur ws).
Soit la base duale by, ..., by de A, définie par (aj, bj) = dj

M
bj = ckak, (Ghgjkem =D7Y D= ({3, a))i<jhkem
k=1
et D est inversible car ay, ..., ap est libre. Comme wy; € A, on a
M
le—z,u,-b,- etw € K & p; >0 pourtoutl < i< M.
i=1
Autrement dit,
M
IC:{WG Vtelquele—z,u,,-b,-etue(RJr)M}. X

i=1
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Preuve du lemme de Farkas (fin)

M
IC:{WE V tel que le—z wib; etue(R+)M}.
i=1

Si (p,w) > 0 pour tout w € K, on prend wy; =0 et
successivement wy et —w» € AL, ce qui prouve que p € A.

Donc, il existe des réels A1,..., Ay tels que
M
pP=— Z )\,-a,-.
i=1
Enfin, pour wo =0 et wy = — Z,Ail wibi avec >0

M
(p,w) =Y Aipj{ai, bj) = pu- X > 0 pour tout i € (Ry )",
ij=1

X

ce qui n'est possible que si A > 0, c'est-a-dire que p € K.



Autre condition de qualification des contraintes

Dans le polycopié on propose une condition de qualification, plus

générale mais plus compliquée:

les contraintes sont qualifiées s'il existe w € V tel que Vi € I(u)
ou bien (F!(u),
ou bien (F!(u),

(©) ’

) <0,
) =0

Exercice. Si la famille (F/(u))jc(u) est libre alors (C) est vérifiée.

et F; est affine.

La condition d'optimalité reste vraie avec (C) mais la
démonstration du lemme de Farkas est plus compliquée (voir
polycopié).
Intérét. Si toutes les contraintes F; sont affines, il n'y a rien a
vérifier | Prendre w = 0.
X
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Il - Lagrangien

Définition. On appelle Lagrangien du probleme la fonction
L(v, +Z i Fi( (v)+u-F(v) Y(v,u) € VX(R+)M

La nouvelle variable positive i € (RT)M est appelée multiplicateur
de Lagrange pour la contrainte F(v) < 0.

Lemme. Le probleme de minimisation est équivalent a

inf J(v)=inf s L
vev Mo ) = 0, sup  LLvp)

Preuve. On vérifie facilement que

{J(v) si F(v) <0

sup, Lvin) = +oo  s'il existe i tel que Fi(v) >0 X

pe(RF)M
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Stationnarité du Lagrangien

Rappel de la définition du Lagrangien:
L(vou) = J)+p-F(v)  Y(vo) € V x (RO,

On peut réécrire le précédent théoréme sous la forme suivante.

Théoreme. On suppose que les contraintes sont qualifiées en u tel
que F(u) < 0. Alors, si u est un minimum local, il existe

Al,. .., Apm > 0, appelés multiplicateurs de Lagrange, tels que
oL oL
(,A)=0 et —(u,\)-(p—X)<0 VYue(RNHM
5y (U ) e ém(”’ ) (n=A)<0 Vue(RT)

Remarque. La deuxiéme condition est I'inéquation d'Euler pour la
maximisation du Lagrangien par rapport a i dans le convexe

fermé (RT)M.
ermé (RT) x
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Preuve

Les conditions d'optimalité sont
M

S+ ANF{(u)=0, X=>0, F(u)<0, X =0siF(u)<0.
i=1

Cette condition est bien la stationnarité du Lagrangien puisque

oL oy 1eon
E(u,)\) =J(u)+ X F(u)=0,
et que l'inéquation d'Euler
oL
g (@A) (=X =F)- (-2 <0 Vue (RT)M

implique que A\; =0 si F;(u) < 0.

X
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Exemple: régularisation d'un signal

Soit A une matrice carrée d'ordre n, symétrique définie positive.
Soit b € R" et € > 0. On considére

min Ax - x.
xeR" tel que ||x—b|]2<e?

Il existe une unique solution x* € R" qui vérifie

(1) soit x* =0 et [|b] <e,

(2) soit x* = (Id + A\"1A)"1h avec A > 0 tel que ||x* — b|| = €.

Preuve. Soit la contrainte n'est pas active et on trouve (1).

Soit la contrainte est active et on trouve (2) avec la condition
d'optimalité (la contrainte est qualifiée car x* — b # 0 quand

Ix* — bl = €). x
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Contraintes d'égalité et d'inégalité

Soit F(v): V. — RMet G(v): V — RNM. On considere

inlf<J(v) avec K={veV, G(v)=0, F(v) <0}.
ve

Théoréme. Soit u € K. On suppose que J et F sont dérivables en
u, que G est dérivable dans un voisinage de u, et les contraintes
sont qualifiées en u:

(G/(1)) 1zian | (FH (1)) 1y, st une famille libre

ou /(u) est I'ensemble des contraintes actives F;(u) = 0. Alors, si
u est un minimum local de J sur K, il existe des multiplicateurs de
Lagrange 1, ..., un, et A1,..., Apm > 0, tels que

N M
S+ uiGH(u)+Y - AiFj(u)=0,1>0, F(u) <0, \-F(u) =0.
i=1 i=1 X
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Point selle

Définition. Soit un Lagrangien £(v, q). On dit que (u,p) € V x P
est un point-selle (ou col, ou min-max) de £ sur V x P si

VgeP L(u,q) < L(u,p) < L(v,p) VveV.

Point-selle




Point selle (2)

Proposition. Soit des fonctions J, F1, ..., Fyy dérivables sur V.
Ou bien K = {F(v) =0} et P =RM.
Ou bien K = {F(v) < 0} et P = (R, ).
Pour (v,q) € V x P, on considere le Lagrangien
L(v,q) = J(v)+q-F(v).

Si (u, p) est un point-selle de £ sur V' x P, alors u € K et u est un
minimum global de J sur K. De plus, on a

M
J(u)+Y " piFf(u)=0.
i=1

X
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Preuve

Dans le cas de contraintes d'égalité, la condition de point-selle est
VgeRM  J(u)+q-F(u) < J(u)+p-F(u) < J(v)+p-F(v) YveV.
la premiere inégalité montre que F(u) =0, i.e. u € K. Il reste alors
(1) J(u) < J(v)+p-F(v) YvevV,

qui montre, pour v € K, que u est un minimum global de J sur K.

Si J et F sont dérivables en u, (1) montre que u est un point de
minimum sans contrainte de J + p- F dans V/, ce qui implique que
la dérivée s'annule en u, J'(u) + p- F'(u) = 0.

Méme principe de preuve pour le cas de contraintes d'inégalité.

X
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Kuhn et Tucker

Théoréme de Kuhn et Tucker. Soit des fonctions J, F1,..., Fy
convexes et dérivables sur V. Soit K = {F(v) <0}, P = (R.)M
et le Lagrangien

L(v,q)=J(v)+q-F(v) V(v,q)eVxP.

Soit u € K ol les contraintes sont qualifiées. Alors les 3
affirmations suivantes sont équivalentes:

@ v est un minimum global de J sur K,

@ 3p < (Ry)M tel que (u, p) est un point-selle du Lagrangien £
sur V x P,

© Ipc (R)M tel que

F(uy<0, p>0, p-F(u)=0, J(u)+p-F'(u)=0.

Remarques.

Ce théoreme ne s'applique que pour des contraintes d'inégalité.

Les conditions d'optimalité sont donc nécessaires et suffisantes X
dans ce cas. '
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Preuve

(1) = (3) Si u est un minimum de J sur K, on peut écrire la
condition d’optimalité: Ip € (R; )M tel que

F(uy<0, p>0, p-Fu)=0, J(u)+p-F'(u)=0.

(3) = (2) On en déduit J(u) + q- F(u) < J(u) + p- F(u) = J(u)
pour tout g € (Ry)M. De plus, comme J(v) + p - F(v) est
convexe, la condition d’optimalité est suffisante et on en déduit

Jw)+p-Flu)<J(v)+p-F(v) YveV,

c'est-a-dire que (u, p) est point-selle de £(v, q) sur V x (R, )M.

(2) = (1) Si (u, p) est point-selle, on a déja montré dans la
Proposition précédente que u est un minimum global de J sur K.

X
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Exemple essentiel

Soit A une matrice carrée d'ordre n, symétrique définie positive.
Soit B une matrice de taille m x n avec m < n et rg(B) = m.
Soit b € R" et ¢ € R™. On considére

min {J(X):;Ax-x—b-x}.

xeRn tel que Bx<c
Il existe une unique solution x* € R" qui vérifie, pour p € (RT)™,
Ax* —b+B*p=0, p-(Bx*"—c)=0, p>0, Bx*<c.

Comment calculer p et x* 7

@ La condition d'optimalité semble non-linéaire...
e En fait c’est un probleme combinatoire !

@ Probleme trées important en pratique car a la base de
I'algorithme SQP. X
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Exemple essentiel (fin)

Stratégie de résolution:

On prédit I'ensemble / des contraintes actives, {1,...,m} = /U /€.

On résout

min J(x)
x€Rn tel que (Bx)i=c;, Vi€el,

qui admet une unique solution x; et un unique multiplicateur de

Lagrange py.

On teste:

Q sip >0etsi(Bx); < ¢ pouri €l on atrouvé la bonne
solution grace au théoreme de Kuhn-Tucker,
@ sinon, on recommence avec un nouveau choix de /.

[l'y a un nombre fini (mais exponentiel) de choix possibles de / !
Il existe un algorithme qui fait mieux qu'une simple énumération.

Grégoire Allaire MAP435 Optimisation et contrdle



Définition. Soit un Lagrangien L(v, q) défini sur V x P.

Pour v € V posons J(v) = sup L(v, q).
qgeP

Pour g € P posons G(q) = inf L(v,q).
veV
On appelle probleme primal

inf J(v),

vev

et probleme dual

supG(q) .

qgeP
Exemple. Lagrangien £(v,q) = J(v) + q- F(v) avec P =RM (ou
RM). Dans ce cas J(v) = J(v) si F(v) =0 (ou F(v) <0) et
J(v) = +oo sinon, tandis qu'il n'y a pas de contraintes pour le X
probleme dual (autres que g € P). ’
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Dualité (2)

Lemme (dualité faible). On a toujours

inf J(v) > supG(q).
veV qeP
Preuve: L(v,q) > inf, L(v,q) = sup, L(v, q) > sup,inf, L(v, q)
Donc
infsup L(v, g) > supinf L(v, q).
v q q v

Théoreme (dualité forte). Le couple (u, p) est un point-selle de
L sur V x P si et seulement si

J(u) = min J(v) = maxG(q) = G(p) -

veVv qgeP

X
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Dualité (3)

Notion trés importante aussi bien du point de vue théorique que
numérique !
@ Le probleme dual peut avoir une interprétation " physique”.
@ Le probleme dual n'a pas de contraintes.

@ Le probleme dual peut étre plus simple a résoudre que le
primal.

@ S'il existe un point selle, une fois connue la solution p du
dual, on obtient la solution u du primal grace a une
minimisation sans contrainte de v — L(v, p).

@ Des algorithmes numériques utilisent cette dualité.

X

Grégoire Allaire MAP435 Optimisation et contrdle



Preuve (dualité forte)

Soit (u, p) un point-selle de £
Vge P L(u,q) <L(u,p)=L"<L(v,p) VveV.
On rappelle que J(v) = supgyep L£(v, q).
Donc I'inégalité de gauche donne J(u) = L*
et I'inégalité de droite £* < L(v,p) < J(v)
Par conséquent J(u) = min,cy J(v) = L*.
On montre de la méme fagon que G(p) = supqep G(q) = L.
Réciproquement, supposons que

J(u) =min J(v) = L" = gﬂeagg(q) =3G(p) -
Par définition de J on a
L(u,q) < TJ(u)=L" VqeP.
Par définition de G on a
L(v,p)>G(p)=L" VYveV, X

ce qui montre que (u, p) est point-selle et L(u; p) = L*.



Asym. déf. >0, Bmxnavecrg(B)=m<n, beR"et cecR".
1
min {J(X):AX‘Xb-X}.
xeRr tel que Bx=c 2

Fonction duale, pour p € R™,

G(p) = min {L’(x,p):%Ax-x—b-x—i—p‘(BX—c)}.

x€eR"

On calcule  G(p) = —%A‘l(b —B*p)-(b—B*p)—p-c.

Probleme dual (sans contraintes !)

max g (p)

Une fois calculé le point de maximum p*, il reste une minimisation
(sans contraintes !) pour trouver le point de minimum x*

: * __1 *
)[g]llgn{[,(x,p)—2Ax-x b-x+p*-(Bx c)} X
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[Il - Algorithmes d’optimisation sans contraintes.

@ Tous les algorithmes d'optimisation sont itératifs.

@ On se limite aux algorithmes déterministes utilisant la
connaissance des dérivées.

@ Un algorithme est dit d'ordre 1 s'il utilise le gradient.

@ Un algorithme est dit d'ordre 2 s'il utilise le gradient et la
dérivée seconde.

@ Gradient a pas optimal (ordre 1).
@ Gradient a pas fixe (ordre 1).

Dans tout ce qui suit, V = RV est un espace vectoriel de dimension
finie, muni d'un produit scalaire (u, v) et d'une norme associée.

X
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Principe des algorithmes de gradient

On veut résoudre
inf J(v) .
veVv ( )

Initialisation: choisir u° dans V.
Itérations: pour n >0
™ =" — uw"  avec >0

avec w" = direction de descente et ;s = pas de descente. Si p est
petit, on a

J(u™) = J(u") = plJ (u"), w") + O(1?),

donc pour descendre il vaut mieux prendre w" colinéaire a J'(u").
Conclusion: algorithme de gradient

™ =u" — " S (™) avec u" > 0. X
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Gradient a pas optimal

On veut résoudre
inf J(v).

vev

Initialisation: choisir u® dans V.
Itérations: pour n >0

un+1 — " — Mn Jl(un)
ol 1" € R est choisi a chaque étape tel que
JWw™™) = inf J(u"—pJ(u").
(") = inf J(u" = ud (u)
1" est appelé pas de descente optimal.
X
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Convergence de I'algorithme

Théoréme Soit J une fonction différentiable. On suppose que J
est a-convexe, pour o > 0,

) 2 J(u) + S (w)v =) + Sllv =l VuveV

et que J' est Lipschitzien sur tout borné de V: VM > 0 il existe
Cpm > 0 tel que

Il +lwll <M = |[J'(v) = S (W) < Cullv —w] .

Alors I'algorithme de gradient a pas optimal converge: V19, la
suite (u") converge vers la solution u.
Remarque. Si J n'est pas a-convexe:

@ l'algorithme peut converger vers un minimum local,

@ le résultat de I'algorithme peut varier selon I'initialisation,

@ |'algorithme peut ne pas converger (il oscille entre plusieurs
limites bien que la fonction décroisse).
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Preuve

A chaque itération n on minimise f(u) = J(u™ — pJ'(u")) et p”
est caractérisé par f'(u") = 0, ce qui s'écrit aussi

(1) (J ("), S (") =0.

Autrement dit (J'(u™1), u™ — u") = 0 et on déduit de
I'c-convexité de J que

J(un) _ J(un+1) 2 5

ce qui prouve que la suite J(u™) est décroissante, minorée par
J(u), donc elle converge et u™* — u" tend vers 0.

Comme J est a-convexe et J(u") est bornée, la suite (u") est aussi
bornée par une constante M. Alors

1/ (u") = S ()2 < Cllu™ = u”||?

”un o un+1H2 ’

et, a cause de (1),
1/ (u™) = S = 1 @+ 1 @D = W) £



Preuve (fin)

On en déduit
1 (u™)[| < Cpal|u™ = u"|],

donc J'(u™) tend vers 0. L'a-convexité de J donne alors
of|u” = ul> < (S'(u") = S (), u" = u) = (J'(u"),u" — u)
< [[S W llu" = ul

ce qui implique
allu” = ul| < |/ (),

d'ou I'on déduit la convergence de |'algorithme.

X
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Variante: gradient a pas fixe

On veut résoudre
inf J(v) .
veVv ( )

Initialisation: choisir u® dans V. Itérations: pour n >0
un+1 — "= Iqu(un) ,

Théoreme. On suppose que J est a-convexe, différentiable et que
J' est Lipschitzien sur V: il existe L > 0 tel que

|/ (v) =S W)| < L|lv—w| Vv,weV.
Alors, si i1 > 0 est suffisamment petit, I'algorithme de gradient a
pas fixe converge : V 1, la suite (u") converge vers la solution u.

Remarque. Si J est C?, alors I'a-convexité est équivalente a
J"(u)(w, w) > a||wl||? pour tout u, w € V, tandis que |'hypothese
sur J' Lipschitz est vérifiée si J”(u)(w, w) < L|w|? Yu,w € V.
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Preuve

Posons v" = u" — u. Comme J'(u) =0, on a
Vn+1 — " — u(J'(u”) _ J/(U))
donc
IR = (v = 2u(S (u") = S (), u” — ) + ]| S (") = S ()]
< (1= 2ap+ L) |v%,

d'apres I'a-convexité et J' L-Lipschitz. Si 0 < u < 2a/L2, on a
0<1—2au+ L?4? <1, dol la convergence.

Remarque. (vitesse de convergence géométrique) On en déduit

2
0 _ @ _
|u" — u|| <A"||u” —u|| avecy=14/1— 2 Pourp =15
D'autres algorithmes d’ordre 1 améliorent la valeur de v mais pas X

la puissance...
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Conclusion

On vient d'étudier les premiers algorithmes "de base”.

La semaine prochaine on étudiera:
@ la méthode de Newton (algorithme d’ordre 2),

@ des variantes adaptées a des problemes spécifiques
(algorithmes d’ordre 1),

@ les vitesses de convergence (optimales ou pas),

X
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