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| - Contrdle optimal de systemes non-linéaires

Considérons le systeme non-linéaire

{ xu(t) = F(t,x,(t), u(t)), Vtelo,T],
x4(0) = xo,

o f(t,x,u) est une fonction de [0,T] x R? x R dans RY. On
limite la valeur des contrdles 3 un fermé non-vide U c R¥

On cherche un contrdle optimal @ € U = L1([0,T]; U) tel que

uel

T
J(@) = inf {J(u)—/ g(t,xu(t),u(t))dt—i—h(xu(T))}
0
avec des fonctions g : [0,T] x RY x Rk - Ret h: RY = R.
X
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Hypotheses sur la dynamique

On suppose que la fonction f : [0,T] x RY x U — RY vérifie:
(a) f CYen (t,x,u) et f C! par rapport 3 x,
(b) 3C tel que, Yy € RY, Vv € U,

[£(t,y,v)| < C(A+ |y[+|v]),
(c) VR >0, 3Cr tel que, YVt € [0,T], Vy € B(0, R), Vv € U,

of
—(t,y,v)| < Cr(1+|v]).
5 By v = Cr(l+|v])
L'objectif des trois hypotheses est de pouvoir appliquer le théoreme
de Cauchy-Lipschitz et assurer que la solution est globale en temps.

Lemme. Sous les hypotheses (a), (b), (c), pour tout contrdle
u € U, il existe une unique trajectoire associée x, € AC([0,T]; R9)
solution du systeme non-linéaire. X
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Existence d'une trajectoire globale en temps

Preuve. On applique le Théoreme 8.3.6 de Cauchy-Lipschitz pour

{ x(t) = F(t,x(t)), Vtelo,T],
x(0) = xo,

avec F(t,x) = f(t,x, u(t)) qui est localement lipschitzienne par
rapport a x car, pour tout t € [0,T] et tout x1,x € B(0, R),

|[F(t,x1)—F(t,x2)| < Go(t)|x1—x2|, Co(t) = sup ‘%(t,y, u(t))|-
y€B(0,R)

On a Go(t) € LY([0,T]; R, grace a (c).
On a |F(t,x)| < B(t) € L1([0,T]) grace a (b).
Il existe donc une unique solution sur un intervalle maximal [0, T*[.

X
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Rappel du Théoreme 8.3.6

Théoreme de Cauchy—Lipschitz. On suppose que :
(i) F(t,x):[0,T] x R — R? est mesurable en t et continue en x
(ii) F(t,x) est intégrable en t

vxeRY, 3 e X0, T];Ry), Vtel0,T], |F(t,x)| < p(t)
(iii) F(t,x) est localement Lipschitzienne en x

vxeRY, 3r>0, 3G e L]0, T];R,),
Vx1,x2 € B(x,r), |F(t,x1)— F(t,x2)| < Go(t)|x1 — x2|

Alors, il existe une unique solution maximale x € AC(J; ]Rd) au
probleme de Cauchy

x(t) = F(t,x(t)), pp. ted, x(0)=x eRq.
Soit J = [0,T], soit J = [0, T.[ avec T, < T et limgyr, [x(t)| = +00. X
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Existence d'une trajectoire globale en temps (2)

Fin de la preuve. Le Théoreme 8.3.6 de Cauchy-Lipschitz donne
donc l'existence et |'unicité d'une solution sur un intervalle
maximal [0, T*[.

Pour montrer que T* > T, on va utiliser le lemme de Gronwall qui
montre que la solution x(t) reste bornée sur [0, T] (pas d'explosion
en T.<T).

X
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Lemme de Gronwall

Lemme de Gronwall. Soit ¢,z : [0,T] — R deux fonctions
continues telles que 1(t) > 0 et

Ja>0, Vtelo,T], z(t)<a+ /Ot¢(s)z(s) ds.

Alors, on a z(t) < aelo w(s)ds pour tout t € [0,T].

Remarque. On utilise parfois I'hypothése (plus forte)
z(t) < P(t)z(t).

On obtient alors la méme conclusion avec oo = z(0).

Notez que si z(t) = v(t)z(t), alors la conclusion est facile avec
une égalité. Toute la difficulté vient donc de I'inégalité...
X
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Lemme de Gronwall (2)

Preuve. Posons

—/Otw(s)ds et v(t)= "’(t)/ (s

En utilisant I'hypotheése, on a
L0 = —ue 0 [ u(s)als) s+ e Mol

dt
= y(t)e ¥ (Z(t) —/ P(s)z(s) ds) < a(t)e V)

Comme v(0) =0, W =1 et W(0) =0, intégrer de 0 a t donne

_\U(t / d} < Oé/ T,Z) V(s) ds = Oé(]. \U(t))‘

En multipliant par e¥(9), on obtient
<a—|—/ (s ds<aew(t) X
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Existence d'une trajectoire globale en temps (3)

Retour a la preuve. Comme

t) =x0+ /Ot f(s,x(s), u(s))ds,

on applique le lemme de Gronwall avec z(t) = |x(t)| et ¥(t) =
ou Cp est la constante de I'hypothese (b), i.e.

£ (8, x, )] < Cp(1 + [x] + |u]),

[ 1A 6) D65 < Gale+ lulsgogan) + [ Cole(s)l s
et I'hypothése du lemme de Gronwall est vérifiée avec
a = |xo| + Co(T + [[ull L1(jo, 77:r))-
Donc la trajectoire reste bornée sur [0, T] car Gronwall donne
Ix(£)| < et X
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Hypotheses sur la fonction objectif

On suppose que g : [0,T] x RY x U = R et h: R? — R vérifient:
(d) g(t,y,v)est C° y — g(t,y,v) est C! et h(y) est C*.
(e) VR >0, 3Cg tel que Vt € [0,T], Vy € B(0,R), Vv € U
‘g(tay7 V)’ < CR(l + ’VD?
(f) ¥R > 0, 3Cr tel que V¢ € [0,T], Vy € B(0,R), ¥v € U
% 1y, v)] < Cr(1+ V).

(g) Les fonctions g et h sont minorées.
Lemme. Pour tout u € U, comme x, € AC([0,T];RY), le critere

-
J(u) = /0 g(t, x,(£), u(t)) dt + h(x,(T))

est bien défini, fini et minoré.
Preuve. Grice a I'hypothése (e), la fonction t — g(t, x(t), u(t)) X
est bien intégrable. X
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Existence d'un contrdle optimal

Le but du cours n'est pas de démontrer (en toute généralité)
I'existence d'un contrdle optimal. C'est parfois délicat...

Néanmoins, comme on I'a déja fait pour le systeme LQ, donnons
une généralisation de ce résultat.

On suppose que la dynamique est linéaire

{ x(t) = Ax(t) + Bu(t) + f(t) Vte][0,T],
x(0) = xo,

avec f(t) € L}([0,T];RY) et des matrices A, d x d, et B, d x k.

X
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Existence d'un contrdle optimal (2)

Théoreme. On suppose que les fonctions (x, u) — g(t, x, u) et

x — h(x) sont convexes de RY x R¥ et RY, respectivement, et que
u s J(u) est infinie a I'infini sur U = L2([0,T]; U). Sous les
hypotheses précédentes, il existe au moins un controle optimal

U €U tel que

.
J(@) = inf {J(u):/o g(t,xu(t),u(t))dt—l—h(xu(T))}.

uel

Remarque. L’hypothése "infinie a I'infini" est vérifiée si U est
borné dans R¥ ou bien s'il existe C > 0 et Gy € R tel que
Clul?> + Gy < g(t, x, u) pour tout (t,x) € R x RY.

X
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Existence d'un contrdle optimal (3)

Preuve. L'application u(t) — x,(t) est affine de L2([0,T]; U) dans
AC([0,T]; RY), donc

XQu+(1-0)v = Oxy + (1 - Q)Xv

et J(u) est une fonction convexe puisque (x, u) — g(t,x, u) et
x +— h(x) sont convexes. Donc u — g(t, x,, u) et u+— h(x,) sont
aussi convexes.

Comme en plus J(u) est infinie a I'infini dans I'espace de Hilbert
U = L%([0,T]; U), on peut appliquer le Théoréme 2.3.9 du cours
qui donne |'existence d'un point de minimum.

X
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Il - Principe du minimum de Pontryaguine (PMP)

Pour énoncer le principe du minimum de Pontryaguine (PMP)
nous allons avoir besoin de deux notions importantes:

@ I'Hamiltonien,
@ I'état adjoint.
On a déja vu ces notions dans le cas du systeme

linéaire-quadratique. On les généralise au cas d'un systéme
non-linéaire.

Aprés I'énoncé du PMP on I'appliquera a plusieurs exemples.
On verra sa démonstration au cours suivant.

Attention ! Certain auteurs parlent du principe du maximum de
Pontryaguine (changement de signe...).

X
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Principe du minimum de Pontryaguine

:

Lev Pontryaguine (1908-1988)

Un des peres fondateurs de la théorie du contrdle avec Richard )
Bellman (1920-1984) aux USA. X
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Hamiltonien

Définition. Le Hamiltonien associé au systeme de contrdle
non-linéaire est I'application H : [0,T] x RY x R? x Rk — R
définie par

H(t,x, p,u) = p*f(t,x,u) + g(t,x, u).

Attention ! Ici, (x, p, u) est un vecteur de RY x RY x R¥,
indépendant du temps t, et pas les solutions d'EDO.

Remarque. On retrouve I'Hamiltonien du systeme LQ si
f(t,x,u) = Ax+ Bu et si g(t,x,u) = S(u*Ru+(x — £)*Q(x — €)).

X
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Définition de I'état adjoint

L'état adjoint p € AC([0,T]; RY) est la solution de I'EDO linéaire

{ 9(t) = —A(t)*B(t) — b(t) Vte[0,T],
B(T) = 82(x(T)) € R,

ol pour tout t € [0,T],

At) = (e x(0) 7(0) € R, B(e) = (e x(0), a(0)) € B
Remarques.

Les hypotheses (c) et (f) assurent que A(t) et b(t) sont dans

L1([0,T]) et donc qu'il existe une solution unique de I'équation
adjointe.

Si f(t,x,u) = Ax+ Bu, g(t,x, u) = 3(u*Ru+ (x—£)*Q(x—¢)) et
h(x) = %(X—é)*D(x—f), on retrouve I'état adjoint du systeme LQ.
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Définition de matrice Jacobienne

Rappel sur la notation:
RY 5 x = f(x) € R?

La matrice Jacobienne dans R9*9 est

of of,
OF () = ( ’(x)) .
Ox 0x; 1<ij<d

Les gradients des composantes de f sont rangés en ligne.

Si f(x) = Ax, on retrouve %(x) = A.

X
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Principe du minimum de Pontryaguine (PMP)

Théoréme. Sous les hypotheses (a)-(g), si U € U est un contrdle
optimal, alors en notant X = xz € AC([0,T]; R9) la trajectoire
associée et p € AC([0,T]; RY) I'état adjoint, on a, p.p. t € [0,T],

u(t) € argergin H(t,x(t),p(t),v),

ou H est le Hamiltonien.

Remarques.
© Le principe du minimum ne dit rien sur |'existence d'un
contréle optimal.
@ |l s'agit d'une condition nécessaire mais pas suffisante en
général.
© Dans I'Hamiltonien on ne voit pas la fonction h du critére au
temps final T mais elle est cachée dans I'adjoint pen T.

X

@ Une fois trouvé 7, il faut résoudre les deux EDO pour X et p.
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Principe du minimum de Pontryaguine, PMP (2)

On verra la démonstration du PMP lors du prochain cours.

On a déja démontré le PMP dans le cas (tres particulier) du
systéme linéaire quadratique (LQ). D'ailleurs, pour le systeme LQ,
on avait démontré que cette condition était nécessaire et suffisante.

Le reste de ce cours est consacré a des exemples d'application du
PMP et... des contre-exemples !

X
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Exemple du systéme linéaire quadratique (LQ)

Pour f(t) € L}([0,T];RY) et des matrices Ad x d et B d x k

{ x(t) = Ax(t) + Bu(t) + f(t) Vte[0,T],
x(0) = xo,

on minimise pour u € L2([0,T]; U), avec U C R¥,

T T
Ju) = % /O u(t)* Ru(t) dt—i—% /0 e (1) Qex. () dt+%exu(T)*DeXu(T)

ol e, = x, — & est I'écart avec une trajectoire cible
¢ € CO[0, T; RY).

Lemme. Si U = R et si la matrice R est symétrique définie
positive, alors I'Hamiltonien admet un unique point de minimum
qui est précisément le contrble optimal

U=—-R'B*p. X
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Exemple du systéme linéaire quadratique (fin)

Preuve. Comme R est définie positive, I'Hamiltonien est fortement
convexe en u

H(t, x, p, u) = p*(Ax+Bu+f(t))+%u*Ru+%(x—§(t))*Q(x—g(t)).

Pour calculer le minimum de H quand U = R, on calcule % =0
et on trouve une unique solution

U=—-R'B*p.
Remarque. Si U C R¥ est convexe, la conclusion reste vraie mais
U est donné par l'inéquation d'Euler
(B*p+ Ru)"(v—1u) >0 VveU.

Remarque. Une fois trouvé T(t) pour t € [0,T], il faut résoudre X
les deux EDO pour X et p (qui dépendent de T). ‘
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Contre-exemple de non-existence de controle optimal

On contrdle un point matériel par sa vitesse u(t) € U = [—1, 1]
x(t) = u(t), Yt € [0,T], x(0)=0.

Pour T =1, le critére & minimiser sur U = L2([0,T]; U) est

J(u) = /leu(t)2 dt—i—/ol (u(t)? — 1) dt.

Lemme. On a inf,ey J(u) = 0 et il n'existe pas de contrdle
optimal.

Remarques.

La raison de la non-existence est le caractére non convexe de J(u)
(méme phénomeéne qu’en optimisation).

Le deuxieme terme de J(u) peut s'interpréter comme une

pénalisation pour obtenir des contrdles " bang-bang”. X
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Contre-exemple de non-existence de contrdle optimal (2)

Preuve. On a toujours J(u) > 0. On construit une suite
minimisante de contrdles (de type bang-bang), pour n € N,

un(t) = (-1k, te [2kn,k+1[ ke {0,...,2n—1}.

On a |Ixy, |l Lo (0,1) < 3~ et J(up) < 755, donc infuey J(u) = 0.

Si Ju € U tel que J(T) = 0, alors xz(t) = 0 et T(t) = +1, mais
u(t) = xz(t) = 0 = contradiction !

ol (1)
hUHUHUHL |

X
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Contre-exemple de non-existence de contrdle optimal (3)

Le contre-exemple “tombe” si on change la fonction objectif en

1
J(u) = |xs(1) —§|2dt—|—/0 (u(t)? —1)? dt,

pour n'importe quel point cible £ € R. Il existe méme une infinité
de contrdle optimaux si —1 < ¢ < 1.

u=-+1
z(t) € Ayt zo) = Ap-11y(t, o)

o 1

X

L'existence ou non d'un contrdle optimal est donc tres délicate.
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Contre-exemple du caractéere non suffisant du PMP

On consideére encore le contrdle d’'un point matériel par sa vitesse
u(t)e U=[-1,1] avecxo=0et T =1

x(t) = u(t), Yt €[0,1], x(0)=0.

On minimise sur U = L2([0, 1]; V)

1
J(u) :/O (xa(£)2 — 1) dt

Lemme. |l existe un contréle qui vérifie le PMP mais qui n'est pas
optimal.

Preuve. Minimiser J(u) revient a minimiser la distance de x(t) a
I'ensemble {—1,1}. Comme x(t) = u(t) € U, on a x(t) € [—t,t],
vVt € [0,1]. Il y a donc deux contrdles optimaux, qui sont :

o U (t) =+1 avec x4 (t) =t,

e U_(t)=—1avec x_(t) = —t.
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Contre-exemple du caractére non suffisant du PMP (2)

On calcule la valeur du minimum

1
min J(u) = J(uy) = J(u) = /0 (> —1)%dt = %

Soit T un contréle qui vérifie le PMP. Le Hamiltonien a minimiser
est convexe en v (affine !)

H(t %, p,v) = pv+ (x2 — 1)2

et
) ~(t )
y , X, Py V) = p.

Donc T est un minimiseur de H sur U, si et seulement il vérifie
I'inéquation d'Euler

p(lv—1u)>0 VveU=][-1,]1]

X

ol p est I'adjoint associé a u.



Contre-exemple du caractére non suffisant du PMP (3)

Montrons que Ty et TU_ vérifient le PMP qui est équivalent a
plv—1u)>0 VveU=][-1,]1]
L'état adjoint est solution de
p(t) = —4x(x* —1) Vte[0,1], p(1)=0.

On vérifie que pour Uy on a p, < 0 car X4(t) =t et p,(t) >0,
tandis que pour T_ on a p_ >0 car x_(t ):—tetp (t) <O.

Onadoncp (v—uy)>0etp_(v—u_)>0,VvelU=[-11]

Donc uy et u_ vérifient bien le PMP !

X
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Contre-exemple du caractére non suffisant du PMP (4)

Mais 4p(t) = 0 vérifie aussi le PMP !

En effet, Xo(t) = 0, donc py(t) = 0 et I'Hamiltonien devient
H(t,?o,ﬁo,v):ﬁovﬁ-(Y%—l)z:l Vt € [07 1]7

qui admet bien v = 0 comme minimiseur (entre autres).

Or Tp(t) =0 n'est pas un contrdle optimal car J(0) =1 > 3.

Le PMP n'est donc pas une condition suffisante.

X
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[I1 - Controle optimal d'une épidémie

On modélise une épidémie avec le modele SIR, complété par un
contrdle (“vaccination”) 0 < u(t) < m

S(t) = —aS(t)/(t) + u(t)
I(t) = aS(t)I(t) = pI(t) — u(t)
R(t) = BI(t)

avec a > 0 le taux d'infection, 5 > 0 le taux de guérison.
@ S = individus susceptibles d'étre infectés.
@ |/ = individus infectés.
@ R = individus retirés par guérison définitive ou... disparition.
On vérifie que la population totale est constante
N = S(t)+ I(t) + R(t).
Pour u € L2([0, T]; [0, m]), avec ¥ > 0, on minimise
1 T
J(u) = 4I(T) + 2/ u(t)2dt. «
O -
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Modele SIR (sans contrdle)

Données initiales: Sg > 0,1y > 0, Ry > 0 avec Sg+ I + Rp = N.

Lemme. Si u(t) =0, alors S(t) > 0,/(t) > 0,R(t) >0 et la
solution (unique) existe pour tout temps.

Remarque. Si Iy =0, alors S(t) = S, I(t) = lo, R(t) = Ro.
Si So =0, alors S(t) = 0.

Preuve. Si [y > 0 et Sy > 0, alors, au moins pour un petit
intervalle de temps, la solution est strictement positive. Soit 7 > 0
le premier temps ou soit /(7), soit S(7) s’annule (R(t) est
croissante). Alors soit /(t), soit S(t) vérifie une ODE du premier
ordre avec donnée nulle en 7. Donc soit /(t), soit S(t) est nulle
sur [0, 7], ce qui n'est pas possible.

L’existence est globale pour tout temps car N = S(t) + /(t) + R(t).

X
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Détermination de I'adjoint

On note x = (S,/,R)* et on a

—aSl+u of —al —aS 0
f(x,u)=aSI =Bl —u|, a—(x,u): al aS—p8 0].
Bl x 0 B0

L’adjoint est p = (ps, p1, pr)*, solution de

—al al 0
p(t) =—|-a$S a$S- B /8 p(t)¢ vVt € [OaT]7
0 0 0

avec p(T) = (0,v,0)*. Donc pr(t) =0 et
Ps(t)) _ al(ps(t) — pi(t))
(P/(t)> - (045(Ps(t) > '

p/(t)) + Bpi(t)
X



Exemple d'une épidémie

L'Hamiltonien est strictement convexe en u et vaut

1
H(x, p,u) = ps(—aSl + u) + p(aSI — gl — u) + prpl + §u2.

Le point de minimum sur R est atteint en umin = p; — ps.
On en déduit la valeur du contréle optimal

0 si pi(t) — ps(t) <0,
u(t)=q pi(t) —ps(t) si0<plt ) ps(t) <
m si pi(t) — ps(t) = m.

En particulier, au temps final p;(T) — ps(T) = . Donc, si v > m,
on vaccine au maximum au temps final.

X
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IV - Exemple de la ruche d’abeilles

Modele simple de dynamique de populations: population d’abeilles
a(t) et de reines r(t) qui évolue selon I'équation

: a(t) (u(t))a(t)
0= (0) = (it ) <07
a(0 0
x(0) = Eog ; 0
avec p(u) = (1 — u) — [ et des paramétres «, 3,7 > 0 et a > 3.

Modélisation. Le contrdle u(t) € U = [0, 1] représente |'effort des
abeilles pour fournir des reines, tandis que ¢(u) est le taux de
reproduction des abeilles.
Comme ¢(u) = a1 — u) — 3 est décroissante, produire des reines
colite aux abeilles !
e Siu(t)=1,0naa(t)=—pa(t) <0 : la population d'abeilles
décroit (exponentiellement).
e Siu(t)=0,0naa(t)=(a—pB)a(t) >0 : la population X
d’abeilles croit (exponentiellement). :

r



Ruche d'abeilles (2)

On veut maximiser la population de reines au temps T.

Le probleme de contréle optimal est donc de trouver
ueU =L>(0,T]; U), avec U =0,1], tel que

J(@) = min {J(u) - —r(T)}.

uel
On va appliquer le PMP pour résoudre ce probleme.

Tout d’'abord, on vérifie que a et r, représentant des populations,
restent positifs.

Lemme. Pour tout t € [0,T], on a a(t) > 0 et r(t) > 0.
Preuve. On inteégre

a(t) = a(0)elo #(u()ds 5 o
donc F(t) = yu(t)a(t) > 0 et r(t) > r(0) > 0. X



Ruche d’abeilles (3)

Définissons I'état adjoint. On note x = (a, r)* et

F(x, u) = <¢(“)a> . g(x,u) =0, h(x)=—r.

Yyua

Comme af(x, u) = <"°7(Z') 8) et 2 72(x,u) = 0, I'état adjoint

p = (pa, pr)* est solution de

{ Ba(t) = —o(u(t))pa(t) — 7u(t)pr(0),
pr(t) =0,

avec la condition finale (pa(T), pr(T))* = a—Q(X( T)) = (0,-1)*.
Donc

pa(t) = —p(u(t))ps(t) +yu(t), pr(t)=—-1, Vt[0,T].
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Ruche d'abeilles (4)

Définissons le Hamiltonien:

H(x,p,u) = p*f(x,u) + g(x, u) = pap(u)a + yprua.
Comme a(t) > 0, p,(t) = —1 et p(u) = a(l —u) — 3, le PMP s’écrit

u(t) € arg miny(t)u YVt e [0,T],
u€e(0,1]

avec v, appelée fonction de commutation, définie par

(t) = —py(t)a — 7.

La minimisation est simple: pour tout t € [0,T], on a

e sii(t) >0, u(t)=0;

e siy(t) =0, u(t) € [0,1] quelconque;

e siy(t) <0, u(t)=1.
Le contrdle optimal est donc bang-bang, sauf si p,(t) = —v/a sur  x
un intervalle de temps de mesure non nulle. X
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Ruche d’abeilles (5)

Reprenons alors |'équation de I'état adjoint :
Pa(t) = —(a (1 —a(t)) — B)P,(t) +~u(t) Vte[0,T].
o si p,(t) > —21 (& 9(t) <0), alors T(t) =1 et on a

Bu(0) = 55,(0) 7> P g

o sip,(t) < —1 (& 1(t) >0), alorsi=0etona
ﬁ.a(t) = (B - O‘)ﬁa(t) > 0;
@ sip,(t)=—21 (& ¢(t) =0), alors

() = 12 )

Donc t — p,(t) est toujours strictement croissante, et p, ne peut  x
pas étre égal 3 —vy/a sur un intervalle de mesure non nulle. X
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Ruche d’abeilles (6)

Comme p,(t) est strictement croissante, la fonction de
commutation ¥ (t) = —p,(t)a — v est strictement décroissante.
Au temps final, p,(T) =0donc (T)=—y<0etu(T)=1.
L'adjoint p, est continu, donc il existe au plus un temps t, < T
(de commutation) tel que (t,) =0 :

P(t) >0etu(t)=0sit <t, P(t)<0etu(t)=1sit>t,.

Ainsi, sur [t,, T], le contrdle optimal fournit des reines.

Sur [t., T] on peut résoudre I'équation adjointe
Pa(t) = BPa(t) +v,  Bu(T) =0,

ce qui donne

p,(t) = —% (1 - eﬁ(f‘”>, vVt € [t., T).
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Ruche d'abeilles (7)

De la formule

pat) = —”(1 - eﬂ“”), vee e, T,

s
comme p,(t.) = —y/c, on déduit
1
t*zﬁln(l—g)—i— T > —o0.

Conclusion. Deux cas peuvent se produire.

e Cas 1: t, <0 (cas d'un horizon temporel T petit).
Le contrdle optimal est alors T = 1 sur [0, T], ce qui signifie
que I'on fournit des reines en continu de t =0 jusqu'a t=T.
e Cas 2: t, > 0 (cas d'un horizon temporel T grand).
Le contrdle optimal est @ = 0 sur [0, t.[ et T =1 sur |t,, T],
ce qui signifie que la population d'abeille grandit jusqu'a t, X
puis ensuite elle produit des reines. :
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Ruche d'abeilles (8)

Si t, > 0 on peut calculer I'adjoint sur I'intervalle de temps [0, t.]
Palt) = (B— a)Py(t) = Py(t) = — el lime)
Sur [0, t[ on a a(t) = (o — B)a(t) et 7(t) = 0, donc
a(t) = a(0)el® Pt et F(t) = 0.
Sur [t., T] on a a(t) = —j3a(t) et 7(t) = va(t), donc

aty
a(t) = a(0)e*te Pt et F(t) = 'ya(OB)e (efﬁt* - efﬁt> .
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Ruche d’abeilles (9)

Le principe du minimum de Pontryaguine (PMP) a permis de
calculer explicitement le contréle optimal (s'il existe !) qui est
unique et de type bang-bang.

Il faut un autre argument pour démontrer qu'effectivement il existe
un contrdle optimal et donc que le contréle donné par le PMP est
bien optimal.

X
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Ruche d'abeilles (10)

Lemme. Il existe au moins un contrdle optimal pour le probleme
de la ruche d’abeilles.

Preuve. Le Lemme 5.2.4 du polycopié assure que |'ensemble
atteignable A(T, xp) est compact. On minimise une fonction
continue, —r(T), sur un ensemble compact, donc le minimum est
atteint en un point de A(T,xp). Le contrdle correspondant est un
contréle optimal.

Les hypothéses du Lemme 5.2.4 sont bien vérifiées:

(i) f(x, u) est de classe C1;

(i) U = [0, 1] est compact dans R;

(iii) les trajectoires sont uniformément bornées;

(iv) I'ensemble des vecteurs vitesse {f(x,u) | u € U} est convexe
car f(x, u) est affine en u et U est convexe.

X

Grégoire Allaire MAP435 Optimisation et contrdle



