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‘Optimisation de I’épaisseur d’une membrane.

Membrane occupant un ouvert borné Q de R”Y. Forces f € L?(),
déplacement u € Hj () solution unique de

—div(hVu) = f dans Q,
u=0 sur 0f2.

Paramétrique car le domaine de calcul §2 est fixe. L’épaisseur h(x) n’est qu’un

parametre.

Ensemble admissible des épaisseurs h défini par

U, = {h e L), hmaz = h(x) > hpin > 0 dans Q,/ h(x)dx = h0|Q|} :
Q
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Probleme d’optimisation de forme paramétrique

inf J(h):/ﬁj(u)dw‘

hel,q

ol v dépend de h & travers I’équation d’état, et j fonction de classe C! de R
dans R telle que |j(u)] < C(u? 4+ 1) et |5/ (u)| < C(Ju] + 1).

Exemples:

[1 Compliance ou travail des forces extérieures (mesure de la rigidité)

[1 Critere de moindres carrés pour atteindre un déplacement cible
ug < LQ(Q)

j(u) = u—uol’
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Continuité de la fonction Coﬁt'

Proposition 5.1. L’application

h— J(h) = /Qj(u)dx

est continue de U4 dans RR.

Preuve. Par composition des 2 fonctions continues ci-dessous.

Lemme 5.2. L’application @ — [, j(@) dz est continue de L?(Q) dans IR.

Preuve. Par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue.

Lemme 5.3. L’application h — u est continue de U,q dans Hj ().
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[Preuve du Lemme 5.3.]

Soit une suite h,, € Uyq telle que ||hy, — hoo|| () — 0. Soit u,, la solution
unique dans Hj () de I’équation de membrane associée & h,,

—div (h,Vu,) = f dans Q
Uy = 0 sur 0f2,

& /thvun-vcpdx:/qusdx Vo e Hy (9.

On soustrait la formulation variationnelle de u,,, a celle de wu,,

/ haV(Up — Up) - Vo dar = / (R — b))V, - Védr Vo€ Hy(Q).
Q Q

En choisissant ¢ = u,, — u,, on en déduit

C
IV(un = um)llr2@) < 75— [If 2@ 17m = nllL= (@),

man

ce qui prouve que u, est une suite de Cauchy dans Hj ().
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5.2 Théories d’existence'

Aucun des théoremes du cours ne s’applique en général !

En général il n’existe pas de forme optimale !

C’est une question importante car la non-existence a des conséquences

facheuses pour les calculs numériques.
Remedes possibles: pour obtenir 1’existence on modifie la définition de
I’ensemble admissible ,.

. Discrétisation: ensemble admissible de dimension finie.

. Régularisation: ensemble admissible ayant une propriété de compacité.

. Cas particulier: “miracle” pour la compliance car le probleme est

convexe.
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(Non—existence de forme optimale en général]

[0 Tl existe des contre-exemples mathématiques (un peu compliqués).
[ Ca se voit numériquement: non convergence, instabilités...

Contre-exemple intuitif (qui peut se justifier) a 2 équations d’état:

A | A

ne

On veut que la membrane soit
1. solide pour le chargement horizontal 1,

2. faible pour le chargement vertical 2.
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[Déﬁnition du contre-exemple]

—div(hVu1) =0 dans €, —div (hVuz) =0 dans €,

hVui-n=e-n sur 0f), hVus -n=eg-n  sur 0f),

inf J(h):/ el-nulds—/ €o - N Us ds
he€Uaq o o)

On minimise la compliance dans la direction ey, et on la maximise dans la

direction es.

Il s’agit de la méme membrane pour les 2 chargements.
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[Raisonnement intuitif ]

Si h est uniforme =- matériau isotrope = meme résistance mécanique dans

toutes les directions, donc pas optimal.

Faisons des couches horizontales de faible et forte épaisseurs alternées:

= structure laminée solide horizontalement et faible verticalement.
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[Raisonnement intuitif (suite et ﬁn)]

[1 Verticalement, les lignes de contrainte doivent traverser les couches

d’épaisseur minimale: la structure est donc faible.

[1 Horizontalement, les lignes de contrainte suivent les couches d’épaisseur

maximale: la structure est donc forte.

[1 Cependant, comme la condition aux limites est uniforme sur le bord, la
structure sera plus solide pour le chargement horizontal si les couches
sont de petite taille (ce qui fait peu dévier les lignes de force de
’horizontale).

Si h oscille a petite échelle, on obtient un matériau composite anisotrope.
Pour atteindre le minimum il faut que 1’échelle d’oscillations tende vers 0.

Donc il n’existe pas d’épaisseur optimale !
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(5.2.2 Existence pour un modele discrétisé]

Soit une partition (w;)1<i<n du domaine €2, qui vérifie

n
Q= Uwi, wiﬂwj = () pour 7 # j.
i=1

On introduit le sous-espace U, de U,q défini par
n ={he€l,g, h(x)=h;dansw;, 1<i<n}.

Toute fonction h(x) est représentée de maniere unique par un vecteur

(hi)i<i<n € R™: on identifie U, a un sous-espace de R".

On s’est donc ramené en dimension finie. C’est plus facile !
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Théoréeme 5.9 (dimension finie). Le probleme d’optimisation

int
ey, T

admet au moins une solution optimale.

Preuve. On remarque que U, est un sous-espace compact de R". Comme

J(h) est une fonction continue sur U, d’apres la Proposition 5.1, on peut
appliquer le Théoreme 3.3 qui donne l'existence d’un point de minimum de J

n
sur ¢, ;-

Remarque. Que se passe-t-il quand n — oo ? Numériquement, minima

globaux ou locaux 7 Conclusion: théoreme d’intérét tres limité.
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(5.2.3 Existence pour un modele avec contrainte de régularité]

0
8%1

est 1'espace des fonctions mesurables bornées sur Q. L’espace W1>°(Q) est un

Soit W () = {qﬁ e L°°(Q) tel que

cL®(Q),1<i< N}, ot L= ()

espace de Banach pour la norme
[Bllw.co () = Sup (lo()] + [Vo(z)]).

On se fixe a priori une constante R > 0, et on introduit le sous-espace U, ;*
U ={h €UaNWHX(Q), |h]lwreem <R}
Interprétation: contrainte de “faisabilité” pratique car I’épaisseur ne peut pas

varier trop vite.

Théoreme 5.12. Le probleme d’optimisation

inf J(h
haibeq 7 ()

admet au moins une solution optimale.
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Preuve. On considere une suite minimisante (hy)n>1

nh—{{)lo J(hy) = <h€12§§g J(h)> .
Par définition, la suite h,, est bornée (uniformément en n) dans ’espace
W12 (Q). On applique alors une variante du Théoréme de Rellich qui affirme
qu’on peut extraire de cette suite une sous-suite (que 1’on note toujours h,,
par simplicité) qui converge dans L°°(€2) vers une fonction limite ho, (de plus
hoo € WH°(Q)). On sait déja que lapplication h — J(h) est continue de U,q
dans IR, donc

lim J(hy,) = J(heo),

n—oo

ce qui prouve que ho est un point de minimum global de J dans U *.
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Théoreme d’intéret pratique limité.
0 Comment choisir la constante R qui intervient dans la définition de U, ;7 7
[0 En général, pas de convergence quand R tend vers l'infini.

[0 Numériquement, minima globaux ou locaux ?

[0 Numériquement on préfere la contrainte de régularité

1Al 1) < R.
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5.3.1 Calcul du gradient continu'

—div (hVu) = f dans Q
u=0 sur 0f).

U=1{he L>*(Q), Fhy>0 tel que h(z) > hy p.p. dans Q}.

Lemme 5.15. L’application h — u(h), qui a h € U fait correspondre la

solution u(h) € Hj(Q), est différentiable et la dérivée directionnelle en h dans
la direction k € L°°(€2) est donnée par

<u/(h)7 k> = U,
oll v est I'unique solution dans Hj () de

—div (hVv) = div (kVu) dans )
v=20 sur 0f).
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Preuve. Formellement, il suffit de dériver I’équation par rapport a h, mais
pour donner un sens rigoureux a ce calcul il faut travailler sur la formulation

variationnelle (voir livre).

Pour calculer la dérivée directionnelle, on définit h(t) = h + tk pour t > 0.
Soit u(t) la solution pour I’épaisseur h(t). On dérive par rapport a t:

formellement, on obtient

—div (h(t)Vu/'(t)) = div (b (t)Vu(t)) dans
u'(t) =0 sur OS2,

et comme h'(0) = k on a u'(0) = .
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Lemme 5.17. Pour h € U, soit u(h) I’état dans H}(Q) et

oll j est une fonction de classe C' de IR dans IR telle que [j(u)] < C(u? +1) et
17/ (w)] < C(Ju| + 1) pour tout v € R. L’application J(h), de U dans IR, est
différentiable et la dérivée directionnelle en h dans la direction k € L>°(€2) est

donnée par

k) = [ (u)vds.

ot v = (u/(h), k) est I'unique solution dans H}(Q) de

—div (hVv) = div (kVu) dans )
v=20 sur Of).

Preuve. Par simple composition d’applications dérivables.
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(Etat ad]j oint)

On introduit un état adjoint p défini comme 'unique solution dans Hj () de

—div (hVp) = —j'(u) dans 2
p=20 sur Of).

Théoréme 5.19. La fonction cout J(h) est dérivable sur U et on a
J'(h) =Vu-Vp.

Si h € U,q est un minimum local de J sur U, 4, il vérifie la condition nécessaire

d’optimalité

/Vu-Vp(k—h)dazZ()
Q

pour tout k£ € U, 4.
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Preuve. Pour rendre explicite J'(h) a partir du Lemme 5.17, il faut éliminer

v = (u'(h),k). On utilise I’état adjoint pour cela: on multiplie I’équation de v

par p et celle de p par v et on integre par parties

/th-V’UdCIZ —/j’(u)vdx
Q Q

/hVU-Vpdaz —/kVu-Vpda:
Q Q
Par comparaison de ces deux égalités on en déduit que
(T (h). k) = / i () da = / EVu - Vpdz,
Q Q

et ceci, pour tout k € L>°(Q). Comme Vu - Vp appartient & L*(Q), on vérifie
bien que J'(h) est continue sur L ().
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(Méthode pour trouver 1’état adjoint)

Pour des variables indépendantes (h, @, p) € L=(Q) x HE () x HA(Q), on
introduit le Lagrangien

L(h, i, p) = /

Q

j(ﬁ,)da:—l-/

Q

p (— div (izvra) _ f) dz,

ou p est la fonction multiplicateur de Lagrange pour la contrainte qui relie u a
h. Par intégration par parties on a aussi

L(h,a,p) = /

Q

i(a) de + /Q (izv;a-va— fp) dz,

La dérivée partielle de £ par rapport u dans la direction ¢ € H} () est

7' (0) o dx + /

i (hvga - ng) dz,

qui, lorsqu’elle s’annule, n’est rien d’autre que la formulation variationnelle de

I’équation adjointe.
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[Formule simple de la dérivéej

Le Lagrangien conduit a la formule suivante

oL
oh

J'(h) = = (h, u, p)

avec u 1’état, et p ’adjoint.

Cela n’est pas une surprise ! En effet,
J(h) = L(h,u,p) Vp

car u est I’état. Donc, si u(h) est dérivable, on a

/(). K) = (O (. 5). K+ (o (). o ()

On prend alors p = p, I’adjoint, pour obtenir

oL

(T (h), k) = (2

h,u,p), k)
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‘ 5.3.2 Algorithme numérique I

(Gradient proj eté]

1. Initialisation de I’épaisseur hg € U,q (par exemple, une fonction
constante qui satisfait les contraintes).

[térations jusqu’a convergence, pour n > 0:

ot = Py (B = 1 (k) ).

ou p > 0 est un pas de descente, P, , est I'opérateur de projection sur le
convexe fermé U,4 et la dérivée est donnée par

J'(h,) = Vu, - Vp,

avec u, la solution de I’équation d’état et p,, celle de I’équation adjointe

(associées a I’épaisseur hy,).

Pour que cet algorithme soit entierement explicite, il nous faut préciser ce

qu’est l'opérateur de projection Fy .
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On caractérise 'opérateur de projection Py _,

(Puad (h)) () = max (Romin, min (Aymax, h(z) + £))

ou £ est I'unique multiplicateur de Lagrange tel que

/ Py, (h) dz = ho|9).
Q

La détermination de la constante £ n’est plus explicite: il faut utiliser un

algorithme itératif en utilisant la propriété que la fonction
(= F(0) = / max (hypin, min (e, h(x) + £)) dz
Q

est strictement croissante sur 'intervalle [£~, 7], image réciproque de
(Pmin |, Bmaz |2]]. Grace a cette propriété de monotonie, ’algorithme itératif

est simple: on commence par déterminer un encadrement [¢!, ¢?] tel que
F(£') < ho|Q < F(€7),

puis on procede par dichotomie pour trouver /.
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En pratique, on utilise plutot un algorithme de gradient projeté a pas

variable (mais non optimal) qui garantit la décroissance de la
fonctionnelle J(h,y1) < J(hy).

L’algorithme est plutot lent. Accélération possible par une méthode de

quasi-Newton.

Le surcoiut engendré par le calcul de I’état adjoint est tres faible : il suffit
de calculer un nouveau second membre, en utilisant la solution de
I’équation d’état, et de résoudre le systeme linéaire avec ce nouveau

second membre, la matrice de rigidité étant inchangée.

On détecte la convergence lorsque la condition d’optimalité est satisfaite a

un seuil € > 0 pres

|hn — mMax (hmzna min (hmaxa hn T ,unJ/(hn) + gn))’ S Eﬂnhmax-
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5.4 Le cas auto-adjoint: la compliance.

Lorsque j(u) = fu, on trouve que p = —u puisque j'(u) = f. Ce cas

particulier est dit auto-adjoint.

On utilise 1’énergie duale ou complémentaire

/fuda:: min /h_1|7‘|2daz.
0O reL2(Q)N O

—divr=f danS Q

On peut alors réécrire le probleme d’optimisation comme une double
minimisation
inf min htrPde |
heUaq reLZ()N Q

—divr=Ff danS Q

et I’ordre des deux minimisations est sans importance.
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5.4.1 Un résultat d’existence

On réécrit le probleme sous la forme

inf / htr|2dz .
(h,T)EuadXH 0

avec H = {7 € L*(Q)Y, —divr = f dans Q}.

Lemme 5.8. La fonction ¢(a, o) = a~!'|o|?, définie de RT x R" dans R, est

convexe et vérifie
a

P(a,0) = ¢(ag,00) + ¢' (a0, 00) - (a — ag,0 — 0p) + Pp(a, o — a—oao),

ou la dérivée est donnée par

2
¢'(ao,00) - (b,7) = |<70|2 +—00-T.
a agp
Théoreme 5.23. Il existe une solution optimale au probleme d’optimisation

de formes.
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(5.4.2 Conditions d’optimalité]

Lemme 5.25. Soit 7 € L?(Q2)". Le probléeme

min /h_1|T|2dx
helyq 0

admet un point de minimum h(7) dans U,q qui vaut

( h*(x) s hmin < h* (%) < hmag

hmz’n sl h* (x) S hmzn avec h* (:E) —
L hma:c si h* (ZC) Z hmax

()]
N

ol £ € R™ est le multiplicateur de Lagrange tel que [, h(z)dz = ho|€|.

Preuve. La fonction h — [, h™!|7|?dx est convexe de Uyq dans R et on

calcule facilement sa dérivée.
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‘ 5.4.3 Algorithme numérique I

(Méthode de critere d’optimalité]

1. Initialisation de I’épaisseur hg € U, 4.

2. Itérations jusqu’a convergence, pour n > 0:

(a) Calcul de I'état 7,, solution unique de

reL?2(Q)N
— divr=fdans

min / hotr]Pde
Q

a ’aide de I’épaisseur précédente h,,.

(b) Mise a jour de I’épaisseur :
hn—i—l — h(T’n)v

ou h(7) est le minimum défini par la formule d’optimalité. Le
multiplicateur de Lagrange est calculé par dichotomie.
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Remarquons que la minimisation en 7 est équivalente a la résolution de
I’équation
—div (h,Vu,) = f dans Q
=0 sur 0f2,

et que 'on retrouve 7,, par la formule
Tn = hy, VU,.

Cet algorithme s’interprete comme une minimisation alternative en 7 puis en
h de la fonctionnelle. En particulier, on en déduit que la fonction objectif

décroit toujours au cours des itérations

J(hnsr) = / Bl g [2de < / Bl e < / Bl Pd = J(h).
N

Cette algorithme s’interprete aussi comme une méthode de critere

d’optimalité.
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5.5 Approche discréte'

Une discrétisation du probleme est-elle plus simple 7

Par application d’une méthode d’éléments finis I’équation devient un systeme

linéaire d’ordre n

K(h)y(h) =

ou K(h) est la matrice de rigidité de la membrane (qui dépend de h), b le
second membre des forces f, y(h) le vecteur des coordonnées de la solution u
dans la base des éléments finis (de dimension n). On discrétise aussi h

CCLiZ;lSC_{hE]Rny hmaxthzhmzn>o7zclhz_h0|9|}7

1=1

ol Y . ¢;h; est une approximation de [, h(z)dz.
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Apres approximation de la fonction cofit, le probleme discret est
inf {JUC(h) = j4*(y(h))},
heudise
ot j95¢ est une approximation (réguliere) de j de R™ dans IR. Dans le cas de

la, compliance

§¢(y(h)) = b-y(h) = K(h)~'b-b.

Dans le cas d’un critere quadratique pour approcher un déplacement cible

jdisc(y(h)) B(y(h) —yo) - (y(h) — yo)-

Question pratique: comment calculer le gradient de J9¢(h) ?

Applications: condition d’optimalité, méthode numérique de minimisation.
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Une fausse bonne idée

Formule explicite: y(h) = K(h)~'b, donc

(J%5¢) (h) = /' (h) (9*°) (y(h)) avec ¢'(h) = —K(h)"'K(h)'K(h)~'b.

Rappel: f'(h) = (0f(h)/0hi)1<i<n.

Inutilisable car il faut résoudre n + 1 systemes linéaires de matrice K (h) pour
obtenir toutes les composantes de 3'(h). Rappelons que K (h) est une tres

grande matrice (de taille n) dont on ne calcule jamais I'inverse.

Par conséquent, on n’utilise pas la formule explicite y(h) = K(h)™b. On

utilise plutot une méthode adjointe.
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(Etat ad]j oint]

On définit I’état adjoint p € R" solution de

K (h)p(h) = — (%) (y(h)).

En prenant le produit scalaire de K (h)y'(h) = —K'(h)y(h) par p(h) et celui de
K(h)p(h) = — (jdisc)’ (y(h)) par y'(h), on obtient, pour chaque composante 1,

oy 0K 0y

() = = (Wy(h) - p(R) = = () (k) - (),

d’ou 'on déduit

K(h)p(h)

(755’ (1) = B (g (0) = (- (W) 500 )

1<i<n

En pratique, c’est cette formule que 'on utilise pour évaluer le gradient
(J disc)’ (h) puisqu’elle ne nécessite que deux résolutions de systemes linéaires.
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Conclusion

Il n’y a pas de simplification a utiliser une approche discrete plutot

que continue.

Certains auteurs préferent discrétiser d’abord, optimiser ensuite. Cela garantit

une parfaite compatibilité mais cela nécessite une parfaite connaissance du

solveur numérique (quasi impossible si on n’a pas écrit soi-méme le code !).

Ici, on suit 'autre philosophie optimiser en continu puis discrétiser. C’est
beaucoup plus simple ! On ne perd rien en précision si on choisit bien ses

espaces d’éléments finis.
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5.6 Optimisation de 1’épaisseur d’une plaque élastique

[ _ dive = f dans ()

o =2phe(u) + Ahtr(e(u))Id dans €2

u=~0 sur I'p

| on=yg sur I'n

avec e(u) = 3 (Vu + (Vu)'), le tenseur des déformations.
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Ensemble des épaisseurs admissibles:

U,g = {h € L), hmaz = h(z) > hpin > 0 dans Q,/

. h(x)dx = h0|Q|} .

Le probleme d’optimisation de la compliance s’écrit

inf J(h):/f-udaz—i—/ g-uds.
Q I'n

held,q

Les résultats théoriques sont les memes.

On applique l'algorithme du critere d’optimalité.
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[Conditions aux limites et maillage pour une plaque élastiquej

I

Calculs FreeFem++ ; programmes disponibles sur la page web

http://www.cmap.polytechnique.fr/“allaire/cours_X annee3.html
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[Epaisseur aux itérations 1, 5, 10, 30 (initialisation uniforme).j

hnin = 0.1, hpmaee = 1.0, hg = 0.5 (épaisseur croissante du blanc au noir)
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[Comparaison des déformeées initiale et ﬁnale]
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[Courbe de Convergence]
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[Instabilités numériques (Checkerboards)]

[l Eléments finis P2 pour u et PO pour h = OK

[0 Eléments finis P1 pour u et PO pour h = instable !
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[Contre—exemple numérique a l'existence d’une forme optimale (en élasticité)]

On cherche la forme qui se déforme horizontalement le moins possible et
verticalement le plus possible.

conditions aux limites déplacement cible
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[Formes optimales pour les maillages a 448, 947, 3992, 7186 triangles]
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[Pas de convergence par raffinement de maillage !]

De plus en plus de détails apparaissent quand le pas du maillage diminue.

La valeur de la fonction objectif diminue avec le pas.

Y—
8
o
o
c
=
s
c
o
LL

10 20 30 40 50 60 70 80 90

Nombred’iterations
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‘ 5.6.4 Reégularisation I

Triple motivation:
[1 Eviter les instabilités en utilisant les éléments finis P1 pour u et PO pour
h (moins cher que P2-P0).
Obtenir un algorithme qui converge par raffinement de maillage.

Revenir au cadre “régularisé” de la section 5.2.3 (avec existence de

solutions optimales).
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Idée principale: on change le produit scalaire.
(J'(h), k) = /Q kVu-Vpdr Yk eUy.
Précédemment on identifiait I,4 & un sous-espace de L?(f2), donc
(J'(h), k) :/QJ’(h)kda: = J'(h) =Vu-Vp.

Si maintenant on identifie un ensemble admissible “régularisé” U 7 a un

sous-espace de H*(Q), on a

(T (). k) = /Q (VI (h) - Vi + J' (Wk) dz .

et ’on en déduit la nouvelle formule du gradient

’

—AJ'(h)+ J'(h) =Vu-Vp dans Q,

.7 (h)

\ 5 =0 sur 0f).
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(Forme optimale régularisée]

Eléments finis P;-FP,. Minimisation de la compliance. Algorithme des

directions alternées.
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(Convergence par raffinement de maﬂlage]

Cas test du “contre-exemple numérique” (maillages 448, 947, 3992, 7186).
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Conclusion

[0 Ca marche !

[0 Ca coute plus cher (résolution du Laplacien pour calculer le gradient).

[0 Difficulté dans le choix du parametre de régularisation € > 0

—eAJ'(h)+ J'(h) =Vu-Vp dans Q

[0 Ca lisse les “petits” détails.
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