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CHAPITRE VI

OPTIMISATION GEOMETRIQUE (DEBUT)

Département de Mathématiques Appliquées Conception optimale



Optimisation de la géométrie d’une membrane'

Membrane occupant un ouvert borné variable  de RY de frontiére

0N=TUl'yUTlp,

ou I' # () est la partie variable de la frontiere, I'p # () est une partie fixe de la
frontiere sur laquelle la membrane est fixée, et I'yy # () est une autre partie

fixe de la frontiere sur laquelle sont appliqués les efforts g € L*(T'y).

( —Au =0 dans
u=2~0 sur I'p

g—z g sur 'y

ou
. JOn

sur I’

(Pas de force volumique pour simplifier)
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[Variation de frontiere en optimisation géométrique)
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( Optimisation de la géométrie d’une membrane)

Probleme d’optimisation de forme géométrique

Qlerg;d J(Q)

Il faut définir I’ensemble des formes admissibles U,,. Toute la difficulté est la.

Exemples:

[ Compliance ou travail des forces extérieures (mesure de la rigidité)
J(Q) = / gu ds
I'n

[J Critere de moindres carrés pour atteindre un déplacement désiré

Uug € L2(Q)
/ lu — uo|*da
Q

ou u dépend de €2 a travers ’équation d’état.
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‘6.2 Résultats d’existence'

En général, il n’existe pas de forme optimale !

[0 Existence sous une condition géométrique.
[0 Existence sous une condition topologique.
[0 Existence sous une condition de régularité.

[1 Contre-exemple en 1’absence de ces conditions.

Questions liées:

[1 Comment poser le probleme 7 Comment représenter des formes 7
[0 Calcul des variations sur les formes.

[1 Cadre mathématique pour faire du calcul numérique.
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6.2.1 Contre-exemple de non-existence I

Soit D =]0; 1[x]0; L[ rectangle de R*. On remplit D d’un mélange de deux
matériaux homogenes isotropes caractérisés par un coefficient d’élasticité (3
pour le matériau solide, et a pour le matériau mou (presque du vide) avec
B >> a > 0. On désigne par x(z) = 0,1 la fonction caractéristique du

matériau mou «, et on définit
ax(z) + (1 — x(x)).

(Autre interprétation possible: épaisseur variable qui ne prend que deux valeurs.)
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Equation d’état:
—div (e, Vu,) =0 dans D
ayViy -n=-e;-n sur dD

Chargement horizontal uniforme.

Fonction objectif: compliance

100 = [ (e muyds

Ensemble admissible: aucune contrainte géométrique ou régularité de
la forme, i.e. y € L>°(D;{0,1}). Mais on impose une contrainte de volume

1

Uupa = {X c L (D;{0,1}) tel que — | x(z)dx = 9} :
1Dl Jp

sinon on n’a intérét a utiliser que du matériau solide !

Le probleme d’optimisation de formes est

inf J(y).

Xeuad
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[ Non-existence ]

Proposition 6.2. Si 0 < 6 < 1, il n’existe pas de forme optimale dans

I’espace U,.

Remarque. Cause de la non-existence = absence de condition géométrique

ou de régularité sur le bord de la forme.

J(x) J(X }

Plein de petits trous sont meilleurs que peu de gros trous !
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(Intuition mécanique]

Suite minimisante k — +o00: k fibres rigides alignées dans la direction des
efforts ey, et distribuées uniformément. Pour avoir une condition aux limites
uniforme sur les bords latéraux, il faut que les fibres soient de plus en plus

fines et alternent de plus en plus souvent avec des fibres molles.

Principe d’une suite minimisante qui n’atteint jamais le minimum.
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(6.2.2 Existence sous une condition géométrique]

On se fixe un domaine de travail borné D. On définit

(1) Q vérifie la propriété du cone uniforme

Uy,g = < 2 C D tel que
(’LZ) FDUFN C 0f) et |Q| =V

ou V{ est un volume imposé.

Théoreme 6.6 (D. Chenais). Le probleme d’optimisation

Qlerg;d J(Q)

admet au moins une solution optimale.

Remarque. La condition (i) met une borne sur le rayon de courbure du bord

et empéche la formation de petits trous.
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Définition d’un cone

Soit un angle 8 €]0, 7/2[, une hauteur h > 0, et une direction unité ¢ € R".
On appelle cone d’angle 6, de hauteur h et de direction & 'ouvert

C(0,h, &) ={z ¢ R" tel que - & > ||z|| cos @ et ||z| < h}.

Pour y € RY . on appelle cone de sommet y Pouvert

y—+C(0,h,&) ={y+ x tel que x € C(0,h,£)}.
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(Propriété du cone uniforme]

Soit un angle #, une hauteur h > 0, et un rayon r > 0. Un ouvert €2 est dit
“vérifier la propriété du cone uniforme” si pour tout point de son bord

x € 0} il existe un vecteur unité &, tel que

Vy e B(x,r)NQ y+ C(0,h, &) C Q.
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(6.2.3 Existence sous une condition topologique (en dimension N = Q)J

On se fixe un domaine de travail borné D ¢ R?. Pour toute forme Q C D on
définit son nombre de trous, ou plus précisément, le nombre de composantes

connexes de son complémentaire

#ee(D \ )

Pour un entier k£ fixé, et un volume Vj, on définit

(1) #ee(D\ Q) < k

Uy,g = < 2 C D tel que
(Z’L) FDUFN C 0f) et |Q| =W

Théoreme 6.9 (V. Sverak, A. Chambolle). Le probleme d’optimisation

Qlerllxlf;d J(Q)

admet au moins une solution optimale.

Remarque. La condition (i) empéche la formation de nombreux trous.
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‘ 6.2.4 Existence sous condition de régularité I

Cadre mathématique de transformation par difféomorphisme d’un domaine de

référence régulier 2y (utile aussi pour calculer un gradient).

Espace de difféomorphismes (ou bijections régulieres) sur R™

T ={T tel que (T — Id) et (T — Id) € WH*(RY;RY)}.

(Il s’agit de perturbations autour de l'identité Id: = — x.)
Définition de Wl’oo(]RN -RY ). Espace des champs de vecteurs lipschitziens:
RY — R"
z = ¢z
@llw.c ryryy = sup (|é(z) ()[R ) < 00

zeRYN

Remarque: ¢ est continue mais ses dérivées sont seulement bornées.
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[Espace de formes admissibles]

Soit (2o un ouvert de référence régulier.
C(Q) ={Q tel qu'il existe T € T,Q2 =T ()} .
[0 Chaque forme €2 est paramétrée par un difféomorphisme T (non unique !).

[0 Toutes les formes admissibles ont la méme topologie.

[1 On définit une pseudo-distance sur D(£)g)

d(Q1,Qs) = inf (|7 — 1d]| + |7~ - 1d|)

T€T|T(Ql):Q2 Wl,oo(]RN;]RN> .

0 Si Q) est borné on peut utiliser C*(RY;R") au lieu de WH>*(RY;R"Y).
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(T héorie d’existence)

Espace de formes admissibles

Uod = {Q € C() tel que I'p UFN C 0N et | = VO}.

On fixe une constante R > 0, et on introduit le sous-espace régulier

U 7 ={Q € Uyq tel que d(2,Q) <R, }.

a

Interprétation: contrainte de “faisabilité” pratique.

Théoreme 6.11. Le probleme d’optimisation

inf J(Q2
Qégggg ()

admet au moins une solution optimale.

Remarque. La topologie est la méme pour toutes les formes dans U4,4. De

plus, les bords des formes de U, 77 ne peuvent pas trop osciller.
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‘ 6.3 Diftférentiation par rapport au domaine I

But: calculer une dérivée de J(£2) en utilisant la paramétrisation par le
difféomorphisme T

On se limite aux difféomorphismes
T=1d+60 avec 6cWHRY;RY)

Idée: on va dériver § — J((Id + 60)Qp) en 0.

Remarque. Cette approche généralise la méthode d’Hadamard de variation

de la frontiere le long de sa normale: 25 — €2; pour t > 0

0 = {It c RY ] dxp € 0€) ! Tt = Ty + 759(930) ”7/(1'0)}

avec une fonction d’accroissement donnée g.
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emm e m e (1dH0)Q

L’ensemble Q = (Id + 0)(€g) est défini par
Q={x+60(z)|xecQ}.

On peut donc voir #(x) comme un champ de vecteur qui transporte le

domaine de référence 2.
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Lemme 6.13. Pour tout § € WH°(RY;R") vérifiant 101100 (my Yy < 1,
alors T'= Id + 6 est une bijection de RY qui appartient & 1’ensemble 7.

Démonstration. A partir de la formule

0(a) =0) = [ (o= 9)- VO(y +tla — )t

on obtient que | 0(x) — 0(y) |< [|0]|y1.00(mv.rY) | T — ¥y |, et donc O est

strictement contractante. Alors T = Id + 6 est une bijection de RY.

En effet, Vb € R on introduit I’application K(x) = b — 6(z) qui est aussi
contractante, et donc admet un unique point fixe y, c’est-a~-dire b = T'(y) et T

est bien une bijection de R¥.

Comme VT =1+ V6 (avec I = VId) et que la norme de la matrice V6 est
strictement plus petite que 1 (||I]| = 1), VT est inversible. On vérifie alors que

(T - 1d) € Who(RY; RY).
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Définition de la dérivée par rapport au domaine I

Définition 6.15. Soit J(€2) une application de I’ensemble des formes
admissibles C(£)g) dans R. On dit que J est différentiable en (2 si la fonction

0 — J((Id+ 6)())

est différentiable en 0 dans ’espace de Banach Wl’OO(IRN; RY ), i.e. il existe
L = J' (), une forme linéaire continue sur W (R™;R"Y) telle que

J((Id+0)(Q0)) = J(Q0) + L(O) + 0(8) , avec gi_r)% % =0.

On dit que J'(£2g) est une dérivée de forme, et J'(€2)(6) est une dérivée

directionnelle.
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La dérivée directionnelle J'(£24)(0) ne dépend que de la composante
normale de 6 sur le bord de ().

Cette propriété surprenante est liée au fait que les variations internes d’un

domaine 2 ne change pas sa forme, i.e.

0cCHQON et |0 <<1 = (Id+6)Q = .
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Proposition 6.15. Soit €y un ouvert borné régulier de R”. Soit J une
application différentiable en Qg de C(£2g) dans R. Sa dérivée directionnelle
J' (20)(0) ne dépend que de la trace normale sur le bord de 0, i.e.

J'(Q0)(01) = J'(Q0)(62)

si 01,0y € WH(RY;RY) sont tels que s — 6, € CHIRY;RY) et

01 -n=05,-n sur 0¥).
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Preuve. On pose § = 6, — 6. On introduit la solution de

() =0(y(t))
y(0) =z

qui vérifie
y(t+t',2,0)=y(t,ylt' x,0),0) pour toutt,t’ € R

y(At,x,0) = y(t,z,\0) pour tout A € R

On définit alors une application de RY dans RY, z — €(z) = y(1, z, 6), qui
est une bijection d’inverse e?, e = 1d, et t — e?(x) est solution de l’e.d.o.
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Lemme 6.20. Soit § € WL (RY;R") tel que § - n = 0 sur 9. Alors on a
e (o) = Qo pour tout t € IR.

Preuve. Si c’est faux, dx € Qg tel que la trajectoire y(t, x) sorte de €y (ou
réciproquement), donc Ity > 0 tel que xg = y(tg, ) € 0.

Localement le bord 02y est paramétré par une équation ¢(x) = 0 et la
normale est n = ng/|ng| avec ng = V¢ (définie dans un voisinage du bord).

On modifie le champ de vecteurs en § = @ — (0 - n)n pour obtenir une

trajectoire modifiée (¢, xg) qui vérifie, pour tout ¢ > ¢,

d dy

(8l 2)) = 2 - Vo) = ) -ning| = 0

Comme ¢(y(tg, o)) = 0, on en déduit que ¢(y(t,zo)) = 0, i.e., la trajectoire g
reste sur 0€)y. Or 6 -n = 0 sur 0€)y, donc y est aussi une trajectoire pour le
champ de vecteur 6. Par unicité de la solution de l’e.d.o., on a

y(t) = y(t) € 00y pour tout temps ¢ ce qui est une contradiction avec x € €.

Remarque. Il est essentiel que 6 soit tangent au bord 0.
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Suite de la preuve de la Proposition 6.15.

Comme e??(Qy) = Qp pour tout t € R, la fonction J est constante le long de
ce chemin, et on a
dJ (e (Q0))
dt

Par dérivation composée, on en déduit

(0) = 0.

det@

0 =7'60) (%) © =760 (9) =0,

dJ (e (90))
dt

car la trajectoire e’ (z) vérifie

det? (x)
dt

ce qui donne le résultat par linéarité en 6.
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Rappels I

Pour calculer des exemples de dérivées de formes on rappelle des formules de
changement de variables.

Lemme 6.21. Soit O un ouvert de R”. Soit un difféomorphisme T' € T et
1 <p < +oo. Alors f € LP(T (o)) si et seulement si foT € LP(Qy), et on a

/ fdr = foT |detVT | dx
T(Q0) Qo

/ fdet(VT)™! | da = foTdx.
T(QO) Qo

D’autre part, f € WHP(T(€)) si et seulement si foT € WHP(€y), et on a
(VF)oT = ((VT)™)' V(foT).

(* = adjoint ou transposée)
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Changement de variable dans une intégrale de bord.

Lemme 6.23. Soit O un ouvert borné régulier de R”". Soit un
difféomorphisme T € 7 N CY(RY;R™). Soit f € L (0T (Q0)), alors
foT e LY09), et on a

/ fds= [ foT|detVT|| (V) ™) n |p~ ds,
OT(20) 20

ou n est la normale extérieure a 0f).
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Exemples de dérivées I

Proposition 6.22. Soit €y un ouvert borné régulier de R . Soit
f(z) € WHL(RYN) et soit J Papplication de C(Qy) dans IR définie par

J(Q):/Qf(a:)da:.

Alors J est différentiable en €2y et on a
J'(Q0)(0) = / div(0(z) f(z)) dz = / 0(x) - n(x) f(x)ds
Qo IR

pour tout # € WH(RY: RY).

Remarque. Pour ne pas se tromper dans les calculs, le plus stur (mais pas le
plus facile) est de faire un changement de variable pour se ramener au

domaine fixe (2.
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[Preuve intuitive]

—

Surface balayée par la transformation (Id + 0)Qy = 09y X (9 : n)

Donc

/ f(x)dx = () dr + ()0 - nds+ o(0).
(1d+6)9 Q 89
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Preuve. On réécrit J(£2) comme une intégrale sur le domaine fixe €2

J((Id+6)%) = [ fo(Id+6)|det(Id+ V0) | dz.
Qo

L’application 8 — det(Id + V) est dérivable de Wh°(RY; R") dans
L*®(RY) car

o(0 o (RN.-RN
det(Id + VO) = det Id + divf + 0o(f) avec lim 0t reim) =

0.
0—0 [|0]| 100 RV RV

D’autre part, si f(z) € WHI(IRYN), application # — f o (Id + 6) est dérivable
de WH°(RY;R") dans L*(R"Y) car

Fo(Id+6)(z) = f(z)+Vf(z) 0(z)+o0(6) avec lim lo(0)]] 1 (r)

= 0.
0—0 ||0]|w 1.0 (rY RN

Par composition de ces deux dérivées on obtient le résultat.
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Proposition 6.24. Soit €y un ouvert borné régulier de R . Soit
f(z) € W2L(RY) et soit J Papplication de C(Qy) dans IR définie par

J(Q) = " f(x)ds.

Alors J est différentiable en €2y et on a

J'(Q0)(0) = /{m (Vf-0+ f(divd — VOn -n))ds

pour tout § € WH*(RY:R"Y). Par intégration par parties (sur le bord), cette

formule est équivalente a

7(920)(6) = /m 0. (g_?{ + Hf) ds,

ol H est la courbure moyenne de 0€)y définie par H = divn.
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[Interprétationj

Deux exemples simples:

[ Si 0Q est un plan, alors H = 0 et la variation de l'intégrale de bord est

proportionnelle a la dérivée normale de f.

[0 Si f =1, alors J(£2) est le périmetre (en 2-D) ou la surface (en 3-D) du
domaine () et sa variation est proportionnelle a la courbure.
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Preuve. Apres changement de variable on a

J((Id+60)Q) = [ fo(1d+0)|det(Id+ V)| | ((Id+VO) ") n |gw~ ds.
89
On sait déja que 6 — det(Id + V@) et  — f o (Id 4 ) sont dérivables.
Par ailleurs, § — ((Id + V@)_l)t n est dérivable de W1 (R™;R") dans
L>®(090; RY) car

00)]| = opem™)

((Id + V@)_l)t n=mn—(V0)'n+o(f) avec lim 0.
0—0 [|0]|w1.00 (RN RV

Par composition avec la dérivée de I'application g —| g |[g~, on en déduit

9 o o]
’ ((Id + V@)_l)tn |RN: 1—(v0)tnn_|_0(9) avec lim ||0( )HL (0Q0)

= 0.
0—0 [|0||yy1.00 (RN RN

Par composition de ces trois dérivées on obtient le résultat. La formule avec la

courbure est alors le produit d’une intégration par parties sur la surface 0€).
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6.3.3. Dérivation d’une fonction dépendant du domaine I

Soit une fonction (€2, ) définie sur un domaine (2.
Il existe deux notions de dérivée:

1) Dérivée eulérienne (ou de forme) U

u((Id 4+ 0)Q,z) = u(Q,x) + U0, z) +0(0) , avec gi_r)% o ||E9||)H =0

OK si x € Qg N (Id + 0)Qy (définition locale non valable sur le bord).
2) Dérivée lagrangienne (ou matérielle) Y

On définit la transportée u(f) sur €y par

w0, 2) = uo (1d + §) = u((Id+6’)QO,x +9(:p)) Va € Q.

On obtient la dérivée lagrangienne Y en dérivant u(6, x)

0
u(f,x) =u(0,z) +Y(0,z) +0(0) , avec gir% HT|(9H)H =0,

Département de Mathématiques Appliquées Conception optimale



En dérivant w = uw o (Id + 6), on vérifie que
Y(0,2) =U(0,x) + 0(z) - Vu(Qo, x).

La dérivée eulérienne, quoique naturelle, est tres délicate a utiliser et souvent

formelle. Par exemple, si u € H}(Q), 'espace de définition varie avec ... ou

bien quelle condition aux limites vérifie la dérivée 7
On recommande 'usage de la dérivée lagrangienne pour ne pas se tromper.

Remarque. On fera les calculs avec Y mais on exprimera les résultats avec U

(plus simple).
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[Dérivation composée par rapport au domaine]

Proposition 6.28. Soit €y un ouvert borné régulier de R”. Soit
u(Q)) € LY(IRY). On suppose que sa transportée T est dérivable en 0 de
whee(RY; RY) dans L' (RY), de dérivée Y. Alors ’application

est différentiable en Qg et V8 € WH°(RY;R") on a

T(Q0)(8) = /Q (w(Qp) dive + Y (6)) da.

Autrement dit, avec la dérivée eulérienne U on a

T(Q0)(8) = /Q (U(0) + div(u(0)0)) da.

Département de Mathématiques Appliquées Conception optimale



De méme, si u(6) est dérivable en 0 comme application de W1 (RY; R"Y)
dans L'(0€), alors Iapplication J(Q2) = [, u(Q) dz est différentiable en

et on a

7(00)6) = [

. (u(QO) (divh — VOn - n) + Y(e))ds.

Autrement dit, avec la dérivée eulérienne U on a

J'(Q0)(0) = /8 N (U(e) +0-n (8“§20) + Hu(QO)>) dz.
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‘ 6.3.4 Dérivation d’une équation par rapport au domaine I

Désormais, u(€2) est solution d’une e.d.p. dans le domaine €.

On rappelle que
Y(0,2) =U(0,x) + 0(z) - Vu(Qo, x).

La dérivée eulérienne, quoique naturelle, est tres délicate a utiliser et souvent

formelle. Par exemple, si u € H}(Q), 'espace de définition varie avec ... ou

bien quelle condition aux limites vérifie la dérivée 7

On recommande 1'usage de la dérivée lagrangienne: on se ramene au domaine
fixe 2y et on dérive par rapport a 6. C’est la facon la plus siire et la plus

rigoureuse de calculer une dérivée de u, mais les calculs sont un peu lourds.
On verra plus tard une méthode formelle mais plus simple.

Les résultats dépendent du type de condition aux limites.
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Condition aux limites de Dirichlet

Pour f € L?(R") on considere le probleme aux limites

—Au=f dans
u=20 sur 0f2,

qui admet une unique solution u(2) € H}(Q).

Sa formulation variationnelle est: trouver u € H}(Q) tel que

/Vu-qud:C:/fqbd:c Vo e Hy(Q).
Q Q

(Simplification du livre avec g = 0.)
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On définit Q = (Id 4+ 0)(£2) et le changement de variable

r=y+0(y) yey xell

Proposition 6.30. Soit la solution u(Q2) € Hj () et sa transportée
u(f) € Hy (o)

u(Q)(@) = u((1d+6)(Q) ) o (1d + 0) (y).

L’application 8 — w(#), de Wh>(R";R") dans H'(Qp), est différentiable en

0, et sa dérivée dans la direction 6, appelée dérivée Lagrangienne est
Y = (w'(0),0)
o Y € H} () est la solution unique de

—AY = —A(6-Vu(Qp)) dans Q
Y =0 sur 0€).
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Démonstration. On fait le changement de variable z = y + 6(y) avec y € (g

dans la formulation variationnelle
/ Vu-Vodr = / fodr Vo€ Hy(Q).
Q Q

On prend une fonction test ¢ = 1o (Id + 0)~ 1, ie. ¥(y) = ¢(z). On rappelle
que

(V) o (Id+6) = ((1+ve)—1)tv(¢o (1d+9)).

On obtient: trouver u € Hj () tel que, pour tout ¥ € H}(Qp),

/A(e)va-wdy: Fo(Id+0)y|det(1d + V6)|dy
Qo Qo

avec A(0) = | det(I + VO)|(I+ V)~ (I +V6)~1)".
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On dérive par rapport a 6 en 0 la formulation variationnelle

/A(e)va-wdy: Fo(Id+0)|det(1d + V6)|dy
Qo Qo

ou ¢ est une fonction qui ne dépend pas de 6.

On a déja vu lors de la démonstration de la Proposition 6.22 que le membre
de droite est dérivable. De plus, I'application § — A(f) est dérivable car
H0(9)||Loo(RN;RN2)

A(B) = (14 divd)I — VO — (V)" +0(f) avec lim = 0.
0—0 HHHWl,oo(RN;RN)
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Comme u(6 = 0) = u(€2), on obtient donc

(divef—ve— (V@)t)Vu(QO) Vipdy = /Q

VY-wdy+/ div<f9)¢dy

Qo Q0

Comme u(0) € Hj (), sa dérivée Y appartient aussi & H}(Qg). Donc Y est

la solution de
~AY = div |(divg I = VO — (V6)") Vu($0) | + div(f6)  dans O
Y =0 sur 0€2.

On utilise alors Au(€y) = —f dans €2y, ainsi que I'identité suivante (qui se

démontre par simple identification pour tout v € H*(€Qg) tel que Av € L?(Qy))

A (Vo -0) = div ((Av)@ — (div)Vo + (ve + (ve)t)w) |

pour en déduire le résultat. (ouf!)
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[Dérivée de forme U ]

Corollaire 6.32. La dérivée eulérienne U de la solution u(€2), définie par la

formule

est solution dans H'(Qy) de

—AU =0 dans (2

U=—(0- n)% sur 0€)g.

(Démonstration évidente a partir de Y'.)

Nous allons montrer formellement (sans passer par Y') que U est la dérivée
eulérienne “locale” de 2 — u(£2) (autrement dit, on dérive dans un repere

fixe).

Département de Mathématiques Appliquées Conception optimale



Dans la formulation variationnelle on prend une fonction test ¢ a support

/qu-ngdx:/wfqbdx.

Si on dérive par rapport a €2, ni la fonction test, ni le domaine d’intégration

compact w C {)

n’en dépende. On trouve donc

/VU-ngdx:O & —AU =0.

Pour trouver la condition aux limites on dérive formellement

/ u(Qpds =0 Vi € C°(RY)
oS

(8(U¢) —|—Hu¢> 0-nds=20
on

qui donne le bon résultat car u = 0 sur 0.

= U¢d3+/

890 890

Remarque. Le calcul direct de U n’est pas toujours aussi simple !
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