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z*{}|.~��1�*�����K��~@�]���B���B~T����~@�]���B�K�K�g�������K���I���=�,�K~T�]���*���$�K�3�K�B�K�K�����}�K�g�K��~B�g�=���=�S�
u�g�����K�����*���*�g�

u ∈ H1
0 (Ω)

���g�#�$�K�
∫

Ω

h∇u · ∇φ dx =

∫

Ω

fφ dx ∀φ ∈ H1
0 (Ω).

� ~B�}�K�l�9�K�Q�]���B�����|)~T�*�]~B� �*���=���g���¡��~y���*�������K�j��~��1�*� �=�]���*�v�*¢,£��=�=�]�Q�p�l�¡� �
��~}�1�*����� ��~T�����*�j�T~B����~T�]���*�K�K�=�����¤� �r�¥�¦�g�$�9~T�����*���#�¦�=�§~@�¤�g�*� ����� �g���=�r�g�B�����¨�K� �
�g�*�S���]~B���$���B{3©��B�K�Bª9���*�K�«�]�B� �

(h, v, q) ∈ Uad × H1
0 (Ω) × H1

0 (Ω)
ª9�*�~

L(h, v, q) =

∫

Ω

|∇v −∇u0|
2dx +

∫

Ω

h∇v · ∇q dx −

∫

Ω

fq dx.

|.~��1�B�����K��~T�]���*�N�T~B����~T�����*�K� �g������� ���I���=�$�9~T�]���*�¬~B�@£��B���S�]�y�=�����9~B���K�l�9�K�Q�]���B�
�K�*�K� �g���9~B�

〈
∂L

∂v
(h, u, p), φ〉 = 0 ∀φ ∈ H1

0 (Ω),

�g�j�$�K�.�g���¡�=�$�K���T~B���g�S�®

2

∫

Ω

∇(u − u0) · ∇φdx +

∫

Ω

h∇p · ∇φ dx = 0 ∀φ ∈ H1
0 (Ω).

� ~B�}�=�*�K���=�$�K�g�S�¯�I���l�§~T�®~T�@£��*���S�
p ∈ H1

0 (Ω)
�g���®���*��� �]���*���K�

{

−div (h∇p) = 2∆(u − u0)
�9~B�K�

Ω,

p = 0
���K�

∂Ω.

°�{}|.~}� �g���Q�*�=�±� �±��~��1�*�K�l�]���*���*¢,£��=�=�]�Q�
J(h)

�=���)�K�*�K� �g�Bª����*�K�#���*� �
k ∈ L∞(Ω)

ª
�9~B�

〈J ′(h), k〉 =

∫

Ω

J ′(h)k dx = 〈
∂L

∂h
(h, u, p), k〉 =

∫

Ω

k∇u · ∇p dx.

� ~B�}�=�*�K���=�$�K�g�S�²ª��*��~
J ′(h) = ∇u · ∇p

{
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φ
ª$�g�����S�]�=�*�]~T�$�±�9~T�±�K~B�������g�=ª$�=���g�[���]��������~B�S�¤���=�

�g�*� �K�������*�K��~B�	� ���������]�=�g{�
A�B� ���²~B���g�K���5~B���gªH��~N�1�B�����K��~T�]���*�7�T~B����~T�����*�K� �g�����
�g�����K�����*���*�g�

u ∈ H1(Ω)
���g�#�$�K�

∫

Ω

∇u · ∇φ dx + k

∫

Γ

uφ ds =

∫

ΓN

φ ds ∀φ ∈ H1(Ω).

°�{}|%��|.~B�*��~B�K�*���g���g���r��~j���*�����}�K�®��~��1�*�K�l�]���B���B¢,£��g�l�]���#�=���K�¡��~¯�1�*����� ��~T�����*�
�T~B����~T�]���*�K�K�=�����Tªg�T���=����� �� � �����Tª0���*� �)���*� �

(Ω, v, q) ∈ Uad×H1(R2)×H1(R2)
ª

�*��~

L(Ω, v, q) =

∫

ΓN

v ds +

∫

Ω

∇v · ∇q dx + k

∫

Γ

vq ds −

∫

ΓN

q ds

�� �v~n¢K���g���K���������*�����K�¯�K�l�9�K���r���=�¨�1�*�K�l�]���B�K�
v
�=�

q
���K�

R
2 ���*� �¨�g�S�]���g�r�l�

�9~B�¤���K�
Ω
���*�K�¤~²�B�*���¤~T���K���K�K�g�p�T~B����~B¢ ���g�H���K�K�=���=�K�9~B�S���g�g{��¤|.~��1�*����� ��~T�����*�

�T~B����~T�]���*�K�K�=�����®�K�j�¥�¦�g�$�9~@�]���B��~T�@£��*���S�����g���

〈
∂L

∂v
(Ω, u, p), φ〉 = 0 ∀φ ∈ H1(R2),

�g�j�$�K�.�g���¡�=�$�K���T~B���g�S�®
∫

ΓN

φ ds +

∫

Ω

∇φ · ∇p dx + k

∫

Γ

φp ds = 0 ∀φ ∈ H1(R2).

� ~B�}�=�*�K���=�$�K�g�S�¯�I���l�§~T�®~T�@£��*���S�
p ∈ H1(R2)

�g���®���*��� �����*��� �






−∆p = 0
�9~T�K�

Ω,
∂p

∂n
= −1

���K�
ΓN ,

∂p

∂n
+ kp = 0

���K�
Γ,

�g�j�$�K�.�����K�����$�K���$�K�
p = −u

 �����K���*¢K���=�����=���¡~B� �����P~T�@£��*���S���l{
� {��9�*�����g�����g���g�S�¨��~��K�=�����B�g���K���1�*�������g�¦�*¢ �����=�$�}�K~B�

J ′(Ω)(θ) =
∂L

∂Ω
(Ω, u, p)(θ) =

∂L

∂Ω
(Ω, u,−u)(θ).

� �*�����
ΓN

�g���}�������l�®���g� �
Γ
���=� �}�T~B�����g�gª �*�v�g��K�g�K� ���

J ′(Ω)(θ) = −

∫

Γ

θ · n

(

|∇u|2 + k
∂u2

∂n
+ kHu2

)

ds,

���
H
�=���®��~��=�*�K��¢K�K���������B�g�K� �B{ � � ∂u

∂n
= −ku

���K�
Γ
ª9� �*�K�

J ′(Ω)(θ) = −

∫

Γ

θ · n
(

|∇u|2 + ku2(H − 2k)
)

ds.

°



� � knf k ��q}mvq«e=h.ijd.elk�m w�� bGk�e=myd)h

z*{}|%��� ����� �g�������K�j�����K�������]~T�����*���K�j�¥�¦�g� �g���B�������g�����=�}� ���=�g�������

−
1

2

∫

Ω

u dx = min
v∈H1

0
(Ω)

1

2

∫

Ω

A∗∇v · ∇v dx −

∫

Ω

v dx,

�K�*�K�j�����K���*¢ ���g�����g���®�g�$�K���T~B���g�S�®

min
(θ,A∗)∈Uad

min
v∈H1

0
(Ω)

1

2

∫

Ω

A∗∇v · ∇v dx −

∫

Ω

v dx + `

∫

Ω

θ dx.

� � ���g�����=���9~B�K�B�g���¥�¦�*��� �����K�=�������K��������~T�]���*�K�gª%�l��
v
�=�

θ
�	� �=�����¨�5~B���

�]���*� �*�=�����r�]�=�K���=�K�
A∗ ∈ Gθ

�$�K�3�����K���������
A∗∇v ·∇v

{������B�=�¡~T���=�*�K���=ªS�*�
�]~B�Q�}�$�#�����%���	���¡�K�j�K���=�K�K�����K���~T�����K���K���]~T�K�vz��l�¡� ���I� ~T�����B�K�g�¨~��B�g�

∇v�K�r��~B�K� �g���±��=�¨�$�#�¦���,���*�Q�H� �r�g�*� �K�K�=�����,����������� ����~B���p�K~B�K�p�=�=�����¨�K�����=�=�]���*�#{

 � �����=���=�$�®�K�Q�

min
A∗∈Gθ

A∗∇v · ∇v = λ−(θ)|∇v|2,

�#�¦�����������=���K�Q�§~T�g{
°�{�� �%���	���®�K�j�²~T���g� ���g�«�=����*� �}���*���S�

x ∈ Ω
���������K���n�K�c�K�

j(θ) =
1

2
λ−(θ)|∇v|2 + `θ

���K�)�¥�¦���S���g���T~B�����
[0, 1]

{ � �����g��~B���,� ���$�K�
j
�g���p�g�B�$�B� ���r�l�p~B� ���l�A� �n�K�K���$�K�

���B���S�}�K�j�����K���n�K�c�g�

θ∗ = max

(

0, min

(

1, |∇v|

√

αβ

2`(β − α)
−

α

β − α

))

.

©��*�K����~������ �������]~@�]���B���K�j��~n�1�*�K�=�����*�v�*¢$£��g�=�����A�g���¡�=�$�K���T~B���g�S�]��

min
v∈H1

0
(Ω)

∫

Ω

F (∇v) dx −

∫

Ω

v dx

~²�*�g�
F (∇v) = j(θ∗)

ª9�B�¦�g��� �P�� �K�����

F (∇v) =











α
2
|∇v|2 + `

���
θ∗ = 1

β

2
|∇v|2

���
θ∗ = 0

|∇v|
√

2αβ`

β−α
− α`

β−α

�����K�B�
�$�K���=���v¢K���g� �K� �N�1�*�K�l�]���B�2�g�B�$�B� ���¬�²~B�

F
�=�����I���=�$�B�g���*�K���<�g�*�S�B� ���¬�K�

�����K���n�K�Z�K�g�¤� �g�	���9~B�]~T¢��*���g� α
2
|∇v|2+`

�=� β

2
|∇v|2

 �5~B�����±�K���K�g�������y���*� �
�g�¦�g���g�*�S�T~B��� �g��� �l{$|.~��1�*�K�=�����*� �K�g�����r�K�

v
�$�K�®�¥�¦�*�������K���������¨�=�����g�B�$�B� �����l�

��� �K�K���®j�¥�¦��� �9� �¥ª*�K�B�K�¡�=�����¡~T�K���l�±�K�[���*���S���K�¡�����K���n�K� ~T���K���9�,� �¡�]�B� �]�=�
���=�®�1�*�����=�«�g�$�K�Q�B~T���g�S���g�}�K���=�g�=�K�g�S�]�=�g{
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