
ECOLE POLYTECHNIQUEProgramme d'Approfondissement SISMConeption optimale de strutures (G. Allaire)Corrigé de l'examen érit du 26 Mars 2008 (2 heures)1 Optimisation paramétrique : 10 points1. Lorsque ℓ = 0 la fontion objetif peut se réérire
− sup

h∈Uad

min
u∈H1

0
(Ω),u 6=0

∫

Ω
h |∇u|2dx
∫

Ω
u2dxen sortant le signe − de l'optimisation, e qui transforme la minimisa-tion en maximisation. Comme h ≤ hmax on a

min
u∈H1

0
(Ω),u 6=0

∫

Ω
h |∇u|2dx
∫

Ω
u2dx

≤ min
u∈H1

0
(Ω),u 6=0

∫

Ω
hmax |∇u|2dx
∫

Ω
u2dxpour tout épaisseur h ∈ Uad. Don la fontion onstante h ≡ hmax mini-mise la fontion objetif. Autrement dit, en l'absene de ontrainte surle volume ou le poids, la membrane qui maximise sa première fréquenepropre de vibration est la plus épaisse. Cela est onforme à l'intuitionqui indique que les strutures les plus solides (ou les membranes lesplus tendues) ont les premières fréquenes propres de vibration les plusgrandes (ou les sons les plus aigus).2. On retrouve l'équation d'état en dérivant par rapport à q le Lagrangien.Autrement dit,
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0 (Ω)est la formulation variationnelle de l'équation d'état. On voit que leLagrangien est symétrique en v et q. Don sa dérivée par rapport à
v est identique à elle par rapport à q. L'équation pour l'état adjointest la même que pour l'état (le problème est auto-adjoint). Néanmoins,omme la fontion propre n'est dé�nie qu'à une onstante multipliativeprès, on en déduit que p et u sont proportionnels. Pour onnaitre laonstante de proportionalité, on dérive le Lagrangien par rapport à µet, à l'optimum, ette dérivée étant nulle, on obtient
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D'où
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.3. La dérivée de la fontion objetif J(h) est donnée, pour tout k ∈ L∞(Ω),par
〈J ′(h), k〉 =

∫

Ω

J ′(h)k dx = 〈
∂L

∂h
(h, λ, u, p), k〉.On obtient don

〈
∂L

∂h
(h, u, p), k〉 =

∫

Ω

k (ℓ + ∇u · ∇p) dx,'est-à-dire que
J ′(h) = ℓ −

|∇u|2
∫

Ω
u2dx

.4. En maximisant, par rapport à v ∈ H1
0 (Ω), le Lagrangien M(h, v) onobtient la fontion objetif J(h). On alule failement
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dxqui n'est rien d'autre que la formule préédente pour J ′(h). Ce alulse justi�e en remarquant que J(h) = M(h, u) où u est la solution del'équation d'état. Si on dérive, on obtient
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(k)〉où le dernier terme est nul ar il s'agit de la formulation variationnellede l'équation d'état.5. Si la solution est radiale et régulière, alors à l'origine, x = 0, on anéessairement ∇u(0) = 0. Par onséquent, à l'origine on a J ′(h)(0) =

ℓ > 0. La dérivée ne s'annule pas à l'origine et est positive, don laseule possibilité pour que h soit optimale est que h(0) = hmin d'aprèsl'inéquation d'Euler.2 Optimisation géométrique : 7 points1. Par dé�nition le Lagrangien est la somme de la fontion objetif et dela formulation variationnelle de l'équation d'état onsidérée omme uneontrainte. Comme ΓD est �xe, on peut dé�nir un espae de fontions
V = {v ∈ H1(R2) tel que v = 0 sur ΓD}.2



Pour tout (Ω, v, q) ∈ Uad × V × V , le Lagrangien est
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−∆p = 0 dans Ω,
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p = 0 sur ΓD.On en déduit que p = −2u don le problème est autoadjoint. Une autrefaçon de le remarquer est de voir que, dans e as,
J(Ω) =

∫

Ω

|∇u|2dx =

∫

ΓN

fu dsqui n'est rien d'autre que la ompliane.Pour tenir ompte numériquement de la ontrainte, imposée dans Uad,que ΓD et ΓN sont �xes, il su�t de prendre le hamp de veteurs θ,dans la dérivée diretionnelle J ′(Ω)(θ), nul sur les bords ΓD et ΓN .3



3 Homogénéisation : 3 points1. On érit la formule de lamination
θ (A∗ − β Id)−1 = (α − β)−1 Id +

(1 − θ)

β

p
∑
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miei ⊗ ei (1)pour des diretions unités |ei| = 1 et des paramètres de lamination
mi ≥ 0 ave ∑p

i=1 mi = 1. Comme, par hypothèse, les diretions eisont orthogonales on en déduit qu'elles sont des veteurs propres de lamatrie A∗ pour des valeurs propres λi données par
θ (λi − β)−1 = (α − β)−1 +

(1 − θ)

β
mi.Si on veut que A∗ soit isotrope, il faut que toutes ses valeurs propressoient égales, 'est-à-dire que p = N et mi = 1/N . On obtient ainsi leseul matériau omposite isotrope véri�ant l'égalité dans la borne infé-rieure de Hashin et Shtrikman, 'est-à-dire le plus mauvais onduteur.2. Si on éhange les r�les de α (l'inlusion) et β (la matrie), la formulede lamination est

(1 − θ) (A∗ − α Id)−1 = (β − α)−1 Id +
θ
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miei ⊗ eiet le même raisonnement onduit aussi à la onlusion que p = N et
mi = 1/N . Dans e as A∗ est le seul matériau omposite isotropevéri�ant l'égalité dans la borne supérieure de Hashin et Shtrikman,'est-à-dire le meilleur onduteur.
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