
ECOLE POLYTECHNIQUEProgramme d'Approfondissement MAPConeption optimale de strutures (G. Allaire)Corrigé (par O. Pantz) de l'examen érit du 17 Mars 2010
1 Optimisation paramétrique : 7 points1. Le Lagrangien est l'appliation de L∞(Ω; [hmin, hmax]) × H1

0 (Ω)4 àvaleurs dans R dé�nie par
L(h, u1, u2, p1, p2) = j(u1, u2)−

∫

Ω

h(∇u1·∇p1+∇u2·∇p2) dx+

∫

Ω

f1p1+f2p2 dx,où
j(u1, u2) =

∫

Ω

|u1 − αu2|2 dx.Les états adjoints sont les éléments p1(h) et p2(h) de H1
0 (Ω) dé�nis par

∂L
∂u1

(h, u1(h), u2(h), p1(h), p2(h)) = 0et
∂L
∂u2

(h, u1(h), u2(h), p1(h), p2(h)) = 0.Or,
〈

∂L
∂u1

(h, u1, u2, p1, p2), q

〉

= 2

∫

Ω

(u1 − αu2)q dx −
∫

Ω

h∇q · ∇p1 dxet
〈

∂L
∂u1

(h, u1, u2, p1, p2), q

〉

= −2α

∫

Ω

(u1 − αu2)q dx −
∫

Ω

h∇q · ∇p2 dx.Les états adjoints sont don solutions des EDP
{

−∆p1 = 2(u1 − αu2) dans Ω
p1 = 0 sur ∂Ωet

{

−∆p2 = 2α(αu2 − u1) dans Ω
p2 = 0 sur ∂Ω1



2. En dérivant la relation
J(h) = L(h, u1(h), u2(h), p1, p2)par rapport à h est en évaluant ette dernière en p1 = p1(h), p2 = p2(h), ilvient

〈J ′(h), k〉 =

〈

∂L
∂h

(h, u1(h), u2(h), p1(h), p2(h)), k

〉

.Or
〈

∂L
∂h

, k

〉

= −
∫

Ω

(∇u1(h) · ∇p1(h) + ∇u2(h) · ∇p2(h))k dx.Ainsi
J ′(h) = −(∇u1(h) · ∇p1(h) + ∇u2(h) · ∇p2(h)),où u1(h), u2(h) sont les solutions du problème diret et p1(h) et p2(h) sontles solutions du problème adjoint.3. Si α est une onstante, on a p2 = −αp2. On peut don déduire p2 de

p1. Si α est une fontion de x, on ne peut plus déduire p2 de p1. La seulesimpli�ation possible porte sur l'assemblage de la matrie de rigidité et safatorisation éventuelle qui est identique pour tous les problèmes.2 Optimisation géométrique : 6 pointsOn introduit le Lagrangien assoié au problème d'optimisation
L(ω, u, p) =

∫

Ω

|u − u0|2 dx −
∫

Ω

∇u · ∇p dx +

∫

ω

fp dx.On onstate que, pour tout élément p ∈ H1
0 (Ω), on a

J(ω) = L(ω, u(ω), p), (1)où u(ω) est la solution de l'équation aux dérivées partielles
{

−∆u = χωf dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.Soit θ un hamp de veteur sur Ω tel que θ · n = 0 sur le bord de Ω. Endérivant l'expression (1), il vient
〈J ′(ω), θ〉 =

〈

∂L
∂ω

, θ

〉

+

〈

∂L
∂u

, 〈u′(ω), θ〉
〉

.2



Or
〈

∂L
∂u

, q

〉

= 2

∫

Ω

(u − u0)q dx −
∫

Ω

∇p · ∇q.Si p(ω) désigne la solution du problème aux limites
{

−∆p = 2(u(ω) − u0) dans Ω
p = 0 sur ∂Ω,

(2)on a
〈

∂L
∂u

(ω, u(ω), p(ω)), q

〉

= 0pour tout q ∈ H1
0(Ω). On en déduit que

〈J ′(ω), θ〉 =

〈

∂L
∂ω

(ω, u(ω), p(ω)), θ

〉

.En�n,
〈

∂L
∂ω

, θ

〉

=

∫

∂ω

fp θ · n ds.Ainsi,
〈J ′(ω), θ〉 =

∫

∂ω

fp(ω) θ · n ds.où p(ω) est solution du problème adjoint (2).3 Homogénéisation : 7 points1. Le tenseur A∗(θ) est diagonal. La omposante assoiée à la diretion e1 estla moyenne harmonique des ondutivités tandis que la omposante assoiéeà la diretion e2 est la moyenne arithmétique de es dernières. On a don
A∗(θ) =

(

(θα−1 + (1 − θ)β−1)−1 0
0 θβ + (1 − θ)α

)

.Le omposite ainsi obtenu est isotrope si et seulement si
(θα−1 + (1 − θ)β−1)−1 = θβ + (1 − θ)α,ou enore

(θβ + (1 − θ)α)2 = αβe qui donne l'unique valeur possible
θ =

√
α√

α +
√

β
.3



2. On introduit le Lagrangien dé�ni sur L∞(Ω; [0, 1]) × H1
0 (Ω)2 par

L(θ, u, p) =

∫

Ω

|u − u0|2 dx +

∫

Ω

A∗(θ)∇u · ∇p dx −
∫

Ω

fp dx.L'état adjoint est obtenu est dérivant le Lagrangien par rapport à u. Il vient
〈

∂L
∂u

(θ, u, p), q

〉

= 2

∫

Ω

(u − u0)q dx +

∫

Ω

A∗(θ)∇q · ∇p dx.Cette dérivée partielle s'annule pour tout q ∈ H1
0 (Ω) si et seulement si l'ad-joint p ∈ H1

0 (Ω) est la solution de
{

−div (A∗(θ)∇p) = −2(u − u0) dans Ω
p = 0 sur ∂Ω,La dérivée de la fontion oût est obtenue en dérivant le Lagrangien parrapport à θ, puis en évaluant ette dérivée en (θ, u(θ), p(θ)). Notons que

dA∗

dθ
=

(

− αβ(β−α)
(θβ+(1−θ)α)2

0

0 β − α

)

.Par dérivation du Lagrangien, il vient
〈J ′(θ), k〉 =

∫

Ω

dA∗

dθ
∇u · ∇p k dx.don

J ′(θ) =

(

− αβ(β−α)
(θβ+(1−θ)α)2

0

0 β − α

)

∇u · ∇p .
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