
ECOLE POLYTECHNIQUEProgramme d'Approfondissement SISMCon
eption optimale de stru
tures (G. Allaire)Examen é
rit du 26 Mars 2008 (2 heures)1 Optimisation paramétrique : 10 pointsOn 
onsidère une membrane élastique d'épaisseur variable, �xée sur sonbord, qui au repos o

upe un domaine plan Ω (un ouvert borné régulier de
R

2). On 
onsidère le mouvement vibratoire de 
ette membrane, 
'est-à-direque son dépla
ement verti
al u ∈ H1
0 (Ω) est une fon
tion propre (non nulle),asso
iée à une valeur propre λ(h) ∈ R, solution de

{

−div (h∇u) = λ(h)u dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.
(1)On s'intéresse au mode fondamental de la membrane, 
'est-à-dire que λ(h)est la plus petite valeur propre du problème (1) qui est aussi donnée par laformule

λ(h) = min
v∈H1

0
(Ω),v 6=0

∫

Ω h |∇v|2dx
∫

Ω v2dx
. (2)On admettra que le minimum dans (2) est atteint et que (1) est l'équationd'Euler asso
iée, qui admet une unique solution à une 
onstante multipli-
ative près. La membrane est d'épaisseur h(x) qui appartient à l'ensembleadmissible

Uad = {h ∈ L∞(Ω) , hmax ≥ h(x) ≥ hmin > 0 dans Ω} .On 
her
he à maximiser 
ette première fréquen
e propre de vibration. On
onsidère don
 la fon
tion obje
tif
inf

h∈Uad

{

J(h) = −λ(h) + ℓ

∫

Ω
h(x) dx

}

,où ℓ ≥ 0 est un multipli
ateur de Lagrange �xé pour une 
ontrainte sur l'airede la membrane.1. Démontrer que si ℓ = 0 l'épaisseur optimale est une 
onstante que l'onpré
isera. Quelle interprétation mé
anique peut-on en donner ?2. Soit le Lagrangien, dé�ni pour (h, µ, v, q) ∈ Uad ×R×H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω),
L(h, µ, v, q) = −µ + ℓ

∫

Ω
h(x) dx +

∫

Ω
(h∇v · ∇q − µvq) dx. (3)Comment retrouve-t-on l'équation (1) à partir du Lagrangien ? Déduireaussi du Lagrangien l'équation pour l'état adjoint.1



3. Cal
uler la dérivée par rapport à h de la fon
tion obje
tif J(h). On se
ontentera d'un 
al
ul formel en admettant que la solution de (1) estdérivable par rapport à h.4. On dé�nit un nouveau Lagrangien, plus simple, pour (h, v) ∈ Uad ×
H1

0 (Ω),
M(h, v) = −

∫

Ω h |∇v|2dx
∫

Ω v2dx
+ ℓ

∫

Ω
h(x) dx.Comment retrouver J(h) à partir du Lagrangien M(h, v) ? Cal
uler ladérivée partielle de M(h, v) par rapport à h. Que retrouve-t-on ? Jus-ti�er 
e 
al
ul (on admettra en
ore que la solution de (1) est dérivablepar rapport à h).5. On suppose maintenant que ℓ > 0, que Ω est un disque de rayon R > 0et que l'épaisseur est une fon
tion radiale h(r). On admettra que lasolution de (1) est aussi radiale. Déduire de la 
ondition d'optimalitéqu'au voisinage de l'origine l'épaisseur optimale (si elle existe) est né-
essairement égale à hmin.2 Optimisation géométrique : 7 pointsOn 
onsidère à nouveau l'optimisation d'une membrane, d'épaisseur 
onstante,représentée par un domaine plan Ω (un ouvert borné régulier de R

2). Lebord de 
e domaine est divisé en trois parties de mesures non nulles, ∂Ω =
Γ∪ΓN ∪ΓD. Les bords ΓD et ΓN sont �xes et seul Γ peut varier. On introduitl'ensemble admissible des formes

Uad =
{

Ω ⊂ R
2 tel que (ΓD ∪ ΓN ) ⊂ ∂Ω

}

.Le dépla
ement u(x) de la membrane est la solution de


























−∆u = 0 dans Ω,

∂u
∂n

= f sur ΓN ,

∂u
∂n

= 0 sur Γ,

u = 0 sur ΓD,

(4)où f ∈ L2(ΓN ) est une for
e surfa
ique donnée. Soit σ0(x) ∈ L2(R2)2 unve
teur de 
ontraintes 
ible. On 
onsidère la fon
tion obje
tif
inf

Ω∈Uad

{

J(Ω) =

∫

Ω
|∇u − σ0|

2dx

}

,où u est la solution de (4) et |z| la norme eu
lidienne du ve
teur z ∈ R
2.1. Donner le Lagrangien du problème et en déduire l'état adjoint.2. Cal
uler(formellement) la dérivée de forme de la fon
tion obje
tif.3. Quel résultat retrouve-t-on si σ0 ≡ 0 dans R

2 ? Pré
iser 
omment onpeut tenir 
ompte, numériquement, des 
ontraintes imposées par Uad.2



3 Homogénéisation : 3 pointsOn utilise les notations du 
hapitre 7 du 
ours. Soit deux matériaux
ondu
teurs de 
ondu
tivités isotropes 0 < α < β que l'on mélange en pro-portions respe
tives θ > 0 et (1− θ) > 0. On 
onsidère un laminé séquentielde rang 1 ≤ p ≤ N dans des dire
tions unités (ei)1≤i≤p orthogonales, de ma-tri
e α et d'in
lusion β. On note A∗ le tenseur de 
ondu
tivité du matériau
omposite 
orrespondant.1. Montrer qu'il n'y a qu'un seul 
hoix possible de p et des proportionsde lamination (mi)1≤i≤p qui 
onduit à un tenseur A∗ isotrope. Quelle
ondu
tivité homogénéisée extrème trouve-t-on ainsi ?2. Même question en é
hangeant les r�les de α (l'in
lusion) et β (la ma-tri
e).
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