Introduction & la théorie du
micromagneétisme

Feuille d’exercices N. 1

Exercice 1

Le but de cet exercice est de donner le bon cadre variationnel pour ré-
soudre un Laplacien en domaine non borné. C’est typiquement ce qu’il faut
faire lorsque 'on veut calculer le potentiel démagnétisant induit par une dis-
tribution d’aimantation.

On considére un domaine borné et régulier Q C R3, et une distribution
d’aimantation m € H'(Q,R?). Le potentiel démagnétisant ¢q(m) est une
solution de la formulation variationnelle

Va(m) -V@/)dx:/m-VQﬁdx (1)
R3 Q
pour toute fonction-test ¢ € D(R3).

Sur des domaines bornés I'existence (et I'unicité) de solution a ce type de
probléme s’obtient en général par 1'utilisation du théoréme de Lax-Milgram.
Ici, 1a forme bilinéaire

w(6,0) = | Vo-Vids 2

empéche de poser le probléme dans H'(R3) (déja, dans les domaines bornés,
on ne peut pas avec une telle forme bilinéaire résoudre des problémes dans
H'(Q) et I'on doit rajouter une condition au bord de type Dirichlet pour
pouvoir résoudre. La coercivité dans ce cas se montre grace a l'inégalité de
Poincaré¢). Dans le domaine non borné R?, on construit un analogue de H}.
Cet espace s’appelle I'espace de Beppo-Levi, BL! que 'on introduit dans cet
exercice.

1. Soit ¢ € D(R). Montrer que

+oo

+oo
(r)?dr < 4/0 r2(¢'(r))? dr. (3)
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On pourra utiliser pour cela une intégration par parties en écrivant

¢(r)* =1 x ¢(r)*.



2. Montrer que pour ¢ € D(R?), on a

¢(5’5)2 2
TP de <4 g |IVo(z)|” du. (4)

On pourra passer en coordonnées sphériques et utiliser ’estimation de
la question précédente.

3. On pose

o
VI TP

BL' = {qﬁ tel que € L*(R?) et Vo € LQ(RS)} (5)

muni du produit scalaire

@tdon = [ S ok [ Vo) vodn )

Montrer que BL' est un espace de Hilbert. Montrer que D(R?) est
dense dans BL!.

4. En utilisant les questions précédentes montrer que BL! muni du produit

scalaire
(@) = [ Vola) - Vi(o)da 7
est aussi un espace de Hilbert. On montrera que les normes sous-
jacentes || - ||gr1 et || - || sont en fait équivalentes.
5. Résoudre le probléme du potentiel démagnétisant dans (BLY, || - || 1)

6. Montrer que BL' # H*(R?).

Exercice 2

Etant donné un ouvert €2 borné dans R?, et une distribution d’aimantation
m € H'(Q2), montrer que le potentiel démagnétisant ¢q(m) généré par m et
solution du probléme (1) vérifie le probléme de transmission

Agpg(m) = divm dans €,
Agpg(m) =0 dans R? \ Q,

[pa(m)] = 0 a travers 01, (8)
{891)(;(771)} = —m -n a travers Jf).
n

2



On écrira pour cela la formulation variationnelle vérifice pas ¢q(m) et on
utilisera des fonctions test adaptées.

Exercice 3

1. Soit w un ouvert borné et régulier. On considére aussi m € H'(Q, R3),
et I'on étend m en dehors de €2 en posant

oy mx)sizeq,
m(z) = { 0 sinon. )
Montrer que
divin = divm xq + m - n dsq (10)

au sens des distributions D’(IR?)

Dans I'équation précédente, n est la normale sortante a 9€2, xq est la
fonction caractéristique de €2 et dgn est la mesure 2 dimensionnelle du
bord définie comme distribution par

Vo € R®, < dpq, ¢ >= | o¢(x)do,. (11)
o0

2. Soit (;)i=1...v des ouverts disjoints tels que R®* = U¥,€2;. On consid-
ere m; € H'(£;) et on pose

m(z) = m;(z) si z € Q. (12)

Calculer divim dans D’(R?’).



