
Introdu
tion à la théorie dumi
romagnétismeFeuille d'exer
i
es N. 1Exer
i
e 1Le but de 
et exer
i
e est de donner le bon 
adre variationnel pour ré-soudre un Lapla
ien en domaine non borné. C'est typiquement 
e qu'il fautfaire lorsque l'on veut 
al
uler le potentiel démagnétisant induit par une dis-tribution d'aimantation.On 
onsidère un domaine borné et régulier Ω ⊂ R
3, et une distributiond'aimantation m ∈ H1(Ω,R3). Le potentiel démagnétisant φd(m) est unesolution de la formulation variationnelle

∫

R3

∇φd(m) · ∇ψ dx =

∫

Ω

m · ∇ψ dx (1)pour toute fon
tion-test φ ∈ D(R3).Sur des domaines bornés l'existen
e (et l'uni
ité) de solution à 
e type deproblème s'obtient en général par l'utilisation du théorème de Lax-Milgram.I
i, la forme bilinéaire
a(φ, ψ) =

∫

R3

∇φ · ∇ψ dx (2)empè
he de poser le problème dans H1(R3) (déjà, dans les domaines bornés,on ne peut pas ave
 une telle forme bilinéaire résoudre des problèmes dans
H1(Ω) et l'on doit rajouter une 
ondition au bord de type Diri
hlet pourpouvoir résoudre. La 
oer
ivité dans 
e 
as se montre grâ
e à l'inégalité dePoin
aré). Dans le domaine non borné R

3, on 
onstruit un analogue de H1
0 .Cet espa
e s'appelle l'espa
e de Beppo-Levi, BL1 que l'on introduit dans 
etexer
i
e.1. Soit φ ∈ D(R). Montrer que

∫ +∞

0

φ(r)2 dr ≤ 4

∫ +∞

0

r2(φ′(r))2 dr. (3)On pourra utiliser pour 
ela une intégration par parties en é
rivant
φ(r)2 = 1 × φ(r)2. 1



2. Montrer que pour φ ∈ D(R3), on a
∫

R3

φ(x)2

1 + |x|2
dx ≤ 4

∫

R3

|∇φ(x)|2 dx. (4)On pourra passer en 
oordonnées sphériques et utiliser l'estimation dela question pré
édente.3. On pose
BL1 =

{

φ tel que φ
√

1 + |x|2
∈ L2(R3) et ∇φ ∈ L2(R3)

} (5)muni du produit s
alaire
(φ, ψ)BL1 =

∫

R3

φ(x)ψ(x)

1 + |x|2
dx+

∫

R3

∇φ(x) · ∇ψ(x) dx. (6)Montrer que BL1 est un espa
e de Hilbert. Montrer que D(R3) estdense dans BL1.4. En utilisant les questions pré
édentes montrer que BL1 muni du produits
alaire
(φ, ψ)

Ḣ1 =

∫

R3

∇φ(x) · ∇ψ(x) dx (7)est aussi un espa
e de Hilbert. On montrera que les normes sous-ja
entes || · ||BL1 et || · ||Ḣ1 sont en fait équivalentes.5. Résoudre le problème du potentiel démagnétisant dans (BL1, || · ||Ḣ1).6. Montrer que BL1 6= H1(R3).Exer
i
e 2Etant donné un ouvert Ω borné dans R
3, et une distribution d'aimantation

m ∈ H1(Ω), montrer que le potentiel démagnétisant φd(m) généré par m etsolution du problème (1) véri�e le problème de transmission












∆φd(m) = divm dans Ω,
∆φd(m) = 0 dans R

3 \ Ω,
[φd(m)] = 0 à travers ∂Ω,
[

∂φd(m)

∂n

]

= −m · n à travers ∂Ω. (8)2



On é
rira pour 
ela la formulation variationnelle véri�ée pas φd(m) et onutilisera des fon
tions test adaptées.Exer
i
e 31. Soit ω un ouvert borné et régulier. On 
onsidère aussi m ∈ H1(Ω,R3),et l'on étend m en dehors de Ω en posant
m̄(x) =

{

m(x) si x ∈ Ω,
0 sinon. (9)Montrer que divm̄ = divmχΩ +m · n δ∂Ω (10)au sens des distributions D′(R3)Dans l'équation pré
édente, n est la normale sortante à ∂Ω, χΩ est lafon
tion 
ara
téristique de Ω et δ∂Ω est la mesure 2 dimensionnelle dubord dé�nie 
omme distribution par

∀φ ∈ R
3, < δ∂Ω, φ >=

∫

∂Ω

φ(x)dσx. (11)2. Soit (Ωi)i=1,···,N des ouverts disjoints tels que R
3 = ∪N

i=1Ω̄i. On 
onsid-ère mi ∈ H1(Ωi) et on pose
m̄(x) = mi(x) si x ∈ Ωi. (12)Cal
uler divm̄ dans D′(R3).
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