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Les splittings trees sont des arbres aléatoires satisfaisant :

@ les individus se comportent indépendamment les uns des
autres et ont des durées de vie i.i.d.,

@ conditionnellement a sa date de naissance « et a sa durée de
vie (, chaque individu se reproduit selon un processus

ponctuel de Poisson d’intensité b sur (o, o + (),
@ les naissances arrivent séparement.
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Les splittings trees sont des arbres aléatoires satisfaisant :

@ les individus se comportent indépendamment les uns des
autres et ont des durées de vie i.i.d.,
@ conditionnellement a sa date de naissance « et a sa durée de

vie (, chaque individu se reproduit selon un processus
ponctuel de Poisson d'intensité b sur (o, a + (),
@ les naissances arrivent séparement.

«0O)>r «Fr «

it
-



Le modele Preuve du Théoreme | Modele 2
©000000000000 000000000000 0000

Splittings trees

Les splittings trees sont des arbres aléatoires satisfaisant :
@ les individus se comportent indépendamment les uns des
autres et ont des durées de vie i.i.d.,
@ conditionnellement a sa date de naissance « et a sa durée de
vie (, chaque individu se reproduit selon un processus
ponctuel de Poisson d'intensité b sur (o, a + (),
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Splittings trees

Les splittings trees sont des arbres aléatoires satisfaisant :

@ les individus se comportent indépendamment les uns des
autres et ont des durées de vie i.i.d.,

@ conditionnellement 3 sa date de naissance « et a sa durée de
vie (, chaque individu se reproduit selon un processus
ponctuel de Poisson d'intensité b sur (o, a + (),

@ les naissances arrivent séparement.
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FIGURE: Un exemple de "splitting tree”. Le temps est en ordonnées et
I"axe horizontal représente la filiation.
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FIGURE: Un exemple de "splitting tree”. Le temps est en ordonnées et
I"axe horizontal représente la filiation.
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FIGURE: Un exemple de "splitting tree”. Le temps est en ordonnées et
I"axe horizontal représente la filiation.
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FIGURE: Un exemple de "splitting tree”. Le temps est en ordonnées et
I"axe horizontal représente la filiation.
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mesure positive sur (0,00) de masse b.

@ On note A(+)/b la loi commune des durées de vie ou A est une
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@ On note A(+)/b la loi commune des durées de vie ou A est une
mesure positive sur (0,00) de masse b.

@ On ne considére que des arbres surcritiques

m :=/ riN(dr) > 1.
(0,00)

DA
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@ On note A(-)/b la loi commune des durées de vie ou A est une
mesure positive sur (0, 00) de masse b.

@ On ne considére que des arbres surcritiques :

m:= / riN(dr) > 1.
(0,00)

e Si X(t) désigne le nombre d'individus vivant au temps t, le
processus (X(t),t > 0) est un processus de
Crump-Mode-Jagers (CMJ) (ou processus de branchement
général) qui est binaire (une naissance a la fois) et homogene
(taux constant des naissances).



Le modele Preuve du Théoreme | Modele 2
0000080000000 000000000000 0000

@ On note A(-)/b la loi commune des durées de vie ou A est une
mesure positive sur (0, 00) de masse b.

@ On ne considére que des arbres surcritiques :

m:= / riN(dr) > 1.
(0,00)

e Si X(t) désigne le nombre d'individus vivant au temps t, le
processus (X(t),t > 0) est un processus de
Crump-Mode-Jagers (CMJ) (ou processus de branchement
général) qui est binaire (une naissance a la fois) et homogene
(taux constant des naissances).

@ Ce processus n'est en général pas Markovien sauf si les durées
de vie sont des exponentielles de parametre d; dans ce cas X
est un processus de vie et de mort avec taux de naissance b et
de mort d.
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Immigration
@ Soient T; < T < --- les points d'un processus de Poisson

d'intensité ¢ > 0. A chaque temps T;, un individu immigre sur
I'lle et fonde une nouvelle population qui évolue comme X et
indépendamment des autres populations.
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Immigration
@ Soient T; < T < --- les points d'un processus de Poisson

d'intensité ¢ > 0. A chaque temps T;, un individu immigre sur
I'lle et fonde une nouvelle population qui évolue comme X et
indépendamment des autres populations.

o Plus précisément, si (Z/(t), t > 0) désigne la i-eme plus vieille
famille (celle débutée au temps T;), alors

Z'(t) = Xi(t = T) sy

ol X1, Xp,... sont des copies de X indépendantes de
(Tii>1).
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Immigration
@ Soient T; < T < --- les points d'un processus de Poisson

d'intensité ¢ > 0. A chaque temps T;, un individu immigre sur
I'lle et fonde une nouvelle population qui évolue comme X et
indépendamment des autres populations.

o Plus précisément, si (Z/(t), t > 0) désigne la i-eme plus vieille
famille (celle débutée au temps T;), alors

Z'(t) = Xi(t = T) sy

ou Xi, X2, ... sont des copies de X indépendantes de
(Ti,i >1).

@ On notera (Z()(t),t > 0) la i-eme plus vieille famille parmi
celles qui survivent et T() sa date de naissance.
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Immigration
@ Soient T; < T < --- les points d'un processus de Poisson

d'intensité ¢ > 0. A chaque temps T;, un individu immigre sur
I'lle et fonde une nouvelle population qui évolue comme X et
indépendamment des autres populations.

o Plus précisément, si (Z/(t), t > 0) désigne la i-eme plus vieille
famille (celle débutée au temps T;), alors

Z'(t) = Xi(t = Ti) e 1y

ol X1, Xp,... sont des copies de X indépendantes de
(Ti,i >1).

@ On notera (Z()(t),t > 0) la i-eme plus vieille famille parmi
celles qui survivent et T() sa date de naissance.

@ Soit /(t) la population totale au temps t

I(t) =) _Z'(1).

i>1
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FIGURE: Splitting trees avec immigration. Le temps est en ordonnées et
vivantes.

I"axe horizontal représente la filiation. Au temps t;, trois populations sont
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FIGURE: Splitting trees avec immigration. Le temps est en ordonnées et

I"axe horizontal représente la filiation. Au temps t;, trois populations sont
vivantes.
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F1GURE: Splitting trees avec immigration. Le temps est en ordonnées et
I"axe horizontal représente la filiation. Au temps t;, trois populations sont
vivantes.



On fait différentes hypothéses sur les types des immigrants.

Modele 1 : Quand un immigrant arrive, il est d’'un
ceux des individus précedemment arrivés.

de
Modele 2 : Un nouvel immigrant est de

Dans ce modele, pour i > 1, on notera
de type i au temps t.

avec probabilité p;.
le nombre d’individus
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On fait différentes hypothéses sur les types des immigrants.

Modéle 1 : Quand un immigrant arrive, il est d'un type différent de

ceux des individus précedemment arrivés.
Modele 2 : Un nouvel immigrant est de
Dans ce modele, pour i > 1, on notera

de type i au temps t.

avec probabilité

le nombre d'individus

«0O)>r «Fr «

it
-

DA



Le modele Preuve du Théoreme | Modele 2
0000000000800 000000000000 0000

Types

On fait différentes hypotheses sur les types des immigrants.

Modeéle 1 : Quand un immigrant arrive, il est d'un type différent de
ceux des individus précedemment arrivés.

Modele 2 : Un nouvel immigrant est de type i avec probabilité p;.
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Types

On fait différentes hypotheses sur les types des immigrants.

Modeéle 1 : Quand un immigrant arrive, il est d'un type différent de
ceux des individus précedemment arrivés.

Modele 2 : Un nouvel immigrant est de type i avec probabilité p;.
Dans ce modele, pour i > 1, on notera /;(t) le nombre d'individus
de type i au temps t.
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Abondances asymptotiques pour le Modele 1

Théoreme (1)
On a avec probabilité 1

lim 1(6)7H(Z20(2), Z9(t),---) = (PL, Pa,---)

t—o0

ol (P1, Pa,...) est de loi GEM de paramétre /b, c'est a dire
!
P2 B T[a-8)
j=1

avec (Bj)i>1 une suite de v.a. i.i.d. de loi Beta(1,0/b).

Modele 2
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Abondances asymptotiques pour le Modele 1

Théoreme (1)
On a avec probabilité 1

lim 1(6)"1(ZW(2), ZO(), ) = (P1, Pa,---)

t—o0

ol (P1, Pa,...) est de loi GEM de paramétre /b, c'est a dire
!
P2 B T[a-8)
j=1

avec (Bj)i>1 une suite de v.a. i.i.d. de loi Beta(1,0/b).
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On remarque que la limite ne dépend que du ratio

immigration-naissance 6/b mais pas de la loi de durée de vie A(-).



@ Le modele considéré est une généralisation a des temps de vie

quelconques du modeéle fle-continent de S. Karlin et J.
McGregor (1967)

@ S. Tavaré (1987) a démontré le Théoreme | dans le cas d'un
processus de

avec immigration :
A(dr) = bdoo(dr).
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@ Le modele considéré est une généralisation a des temps de vie
quelconques du modele fle-continent de S. Karlin et J.
McGregor (1967)

@ S. Tavaré (1987) a démontré le Théoreme | dans le cas d'un
processus de naissance pure avec immigration :

A(dr) = bdxo(dr).
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Pour A > 0, on définit

P(A) = A — /(0 oo)(1 — e *)A(dr).

La fonction v est convexe, dérivable sur (0,0), ¥(0"7) =0 et
Y'(0%) =1— [7° rA(dr) <O.

[l existe donc un unique

tel que
et lorsque t tend vers I'infini.

. Clest le
associé a X, c'est a dire que X(t) se comporte comme

«O>r «Fr «=>»
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Notations

Pour X\ > 0, on définit
P(\) =\ — / (1 — e )A(dr).
(0,00)

La fonction v est convexe, dérivable sur (0,00), ¥(07) =0 et
W(0F) = 1— [ rA(dr) < 0.

I existe donc un unique 1 > 0 tel que ¢/(n) = 0. C'est le paramétre
Malthusien associé a X, c'est a dire que X(t) se comporte comme
e lorsque t tend vers l'infini.



Soit Ext I'évenement d’extinction {tlim X(t) = 0}. Alors
— 00

P(Ext) =1 —1/b

et conditionnellement a Ext®,

e T X(t) £ E

t—00

ou E est une v.a. exponentielle de paramétre 1'(n)

(1)
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Propriétés de X

Proposition (Lambert 2010)

Soit Ext I'événement d’extinction {tlim X(t) = 0}. Alors
P(Ext) =1—-n/b (1)

et conditionnellement a Ext€,

e MX(t) = E (2)

t—o0

ou E est une v.a. exponentielle de parametre ¢’ (n).
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Propriétés de X

Proposition (Lambert 2010)

Soit Ext I'événement d’extinction {tlim X(t) = 0}. Alors
P(Ext) =1—-n/b (1)

et conditionnellement a Ext€,

e MX(t) = E (2)

t—o0

ou E est une v.a. exponentielle de parametre ¢’ (n).

En fait, la convergence dans (2) a lieu presque siirement (Nerman
(1981)).



On en déduit le comportement asymptotique des familles
survivantes :
Proposition
On a

o (T, j> 1) sont les temps d'arrivée d'un processus de
Poisson d'intensité 0n/b.
()

e (ZW (1), ZO)(¢),...) 25

—_pT@ —_nT®@

o (e nT E1,e nT EQ)
ou les E; sont des copies indépendantes de E et
indépendantes des T().
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On en déduit le comportement asymptotique des familles
survivantes :

Proposition
On a

o (T, i > 1) sont les temps d’arrivée d’'un processus de
Poisson d'intensité 0n/b.

e~ (ZW(1), Z@(1),...) 25 (e TV, e TVE,,. ..

t—o0

ou les E; sont des copies indépendantes de E et
indépendantes des T,

Modele 2
0000
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On en déduit le comportement asymptotique des familles
survivantes :

Proposition
On a

o (T, i > 1) sont les temps d’arrivée d’'un processus de
Poisson d'intensité 0n/b.

e (ZM(t), Z@(1),...) 2% (e E, e TR, ...

t—o0

ou les E; sont des copies indépendantes de E et
indépendantes des T,
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Esquisse de preuve :
_ i —nT@O (=70 i
e an( )(t) = € nT e n(t T )X(,)(t — T( ))I{T(i)gt}

s e T E( )
t—oo !



On rappelle que (\) =

—)\
A— f(ooo (1—e)A\dr)
qui y est assoaee comme |'unique fonction
continue et strictement croissante W :

:[0,00) —
/‘X e MW (x)d
J0

[0, 00) telle que
1
=

. A>T
oy
Proposition (Lambert 2010)
Si P, désigne la loi de (X(t),t > 0) conditionné & avoir un unique
ancétre dont la durée de vie est x

Px(X(t) = 0) = W(t —x)/W(t)
et conditionné a étre non nul, X(t) suit une loi

succes de probabilité 1/ W (t)

de
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Convergence de la population totale

On rappelle que P(A) = A — f(o Oo)(1 — e *)A(dr) et on définit la
fonction d'échelle qui y est associée comme |'unique fonction
continue et strictement croissante W : [0, 00) — [0, 00) telle que

* —AXx )dx = ———
/Oe W(x)d = s, 2>
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Convergence de la population totale

On rappelle que P(A) = A — f(o Oo)(1 — e *)A(dr) et on définit la
fonction d'échelle qui y est associée comme |'unique fonction
continue et strictement croissante W : [0, 00) — [0, 00) telle que

* —AXx )dx = ———
/Oe W(x)d = s, 2>

Proposition (Lambert 2010)

Si P, désigne la loi de (X(t),t > 0) conditionné & avoir un unique
ancétre dont la durée de vie est x,

P (X(t) =0) = W(t —x)/W(t)

et conditionné a étre non nul, X(t) suit une loi géométrique de
succés de probabilité 1/ W(t).




Théoreme
(i) Pour t positif, I(t) est une v.a. binomiale négative de

paramétres 1 — W(t)~! et 0/b. i.e. pour s € [0,1], sa
fonction génératrice est

1 0/b
Gis) =E [sl(t)} - (1 - s(zvftz/V(t)—l)) '

l.i

(7)
= Ze TV E p.s.
i>1

tlimﬁ e "tI(t)
et | suit une distribution Gamma '(6/b,v'(n))

DA
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Théoreme

(i) Pour t positif, I(t) est une v.a. binomiale négative de
paramétres 1 — W(t)~! et 0/b. i.e. pours € [0,1], sa
fonction génératrice est

. 0/b
Ge(s) =E ['0] = (1 —s(livft)W(t)—l)) '

= lim e ™I(t) = S e "VE ps.
i>1

et | suit une distribution Gamma T(6/b,v'(n))




Convergence en loi : (i) et e " W(t) — 1/9'(n)

o] = e ) = (20

Pour démontrer la , on décompose /(t)

en populations survivantes et non-survivantes :
e I(t)=> e MZ0(t) + Y e Xi(t — T) > T 3nmxs
i>1 i>1

ol Ext; est I'événement d'extinction du processus X;.

Le second terme est majoré par C; := ) ;+4 l{tZT,}yilﬂxt, ou Y;
est la de (Xi(t),t > 0). C'est aussi la
progéniture totale d'un Galton-Watson conditionné a s'éteindre

donc sous-critique : C; processus de Poisson composé donc croit
linéairement et donc le %0 Psy -

> <

>
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Esquisse de la preuve du (ii)

Convergence en loi : (i) et e " W(t) — 1/¢/(n)

E[e™] = lim (e7 "+ (1- e ™) W(t)>—2 _ ( v'(n) >"

t00 a+v'(n)

Pour démontrer la convergence presque siire, on décompose /(t)
en populations survivantes et non-survivantes :

e "I(t) = Z et Z20)(1) + Z e ' Xi(t — Ti)Le>TynExy
i>1 i>1

ol Ext; est I'événement d’extinction du processus X;.
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Esquisse de la preuve du (ii)

Convergence en loi : (i) et e " W(t) — 1/¢/(n)

E[e™] = lim (e7 "+ (1- e ™) W(t)>—2 _ ( v'(n) >"

t00 a+v'(n)

Pour démontrer la convergence presque siire, on décompose /(t)
en populations survivantes et non-survivantes :

e "I(t) = Z et Z20)(1) + Z e ' Xi(t — Ti)Le>TynExy
i>1 i>1

ol Ext; est I'événement d’extinction du processus X;.

Le second terme est majoré par C; := )~y Li>7) Yilpxt, ou Y;
est la progéniture totale de (Xi(t),t > 0).
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Esquisse de la preuve du (ii)

Convergence en loi : (i) et e " W(t) — 1/v/(n)

E[e] = lim (e7 "+ (1- e ") w(p)

o

0
_ (W) P

t—o0 a+ 1/}/(77)

Pour démontrer la convergence presque siire, on décompose /(t)

en populations survivantes et non-survivantes :

e "I(t) = Z et Z20)(1) + Z e ' Xi(t — Ti)Le>TynExy
i>1 i>1

ol Ext; est I'événement d’extinction du processus X;.

Le second terme est majoré par C; := Zizl Li>7) Yilpxt, ou Y;
est la progéniture totale de (Xj(t),t > 0). C'est aussi la
progéniture totale d'un Galton-Watson conditionné a s'éteindre
donc sous-critique : C; processus de Poisson composé donc croft
linéairement et donc le second terme tend vers. 0 p.s.



Pour le second terme, on utilise un théoréme de convergence

dominée.
-t z(D(4)) = —n T RUSNE:
;igg (e720(e)) ;e sup (7" X3 (1))

=] =] = = £ DA



Le modele Preuve du Théoreme | Modele 2
0000000000000 000000@00000 0000

Pour le second terme, on utilise un théoreme de convergence

dominée.
ntz0) (¢ - T nt x
s (e7200) =3 e sum (o ()
Lemme

Soient ((;,i > 1) des v.a. telles que E[log™ (1] < oo et (i,i > 1)
un processus de Poisson indépendant. Alors, pour r > 0,
Y i>1 € Ti(; converge p.s.
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Pour le second terme, on utilise un théoreme de convergence

dominée.
ntz() -nT T() 'r]tXi ¢
> sup (7 20(0) =3 e sup (e (0)
Lemme

Soient ((;,i > 1) des v.a. telles que E[log™ (1] < oo et (i,i > 1)
un processus de Poisson indépendant. Alors, pour r > 0,
Y i>1 € Ti(; converge p.s.

Proposition
Si (X(t),t > 0) est un processus de CMJ binaire homogeéne, on a

Ext°] < 00

<|og+ g (e‘”tX(t))> 2

t>0




La preuve est basée sur une décomposition en épine dorsale du
splitting tree conditionné a ne pas s'éteindre.

X(t) = X + X7 + XE
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La preuve est basée sur une décomposition en épine dorsale du
splitting tree conditionné a ne pas s'éteindre.

X(t) = X° 4+ X7 + X8

N

ou
@ XX est le nombre d'individus vivant au temps t ayant une
descendance infinie. En particulier, (X£°,t > 0) est un
processus de Yule de taux 7.

Modele 2
0000
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La preuve est basée sur une décomposition en épine dorsale du
splitting tree conditionné a ne pas s'éteindre.

X(t) = X° 4+ X7 + X8

N

ou

@ XX est le nombre d'individus vivant au temps t ayant une
descendance infinie. En particulier, (X£°,t > 0) est un
processus de Yule de taux 7.

° Xtd est le nombre d'individus vivant au temps t provenant

d'arbres greffés sur la droite de I'arbre de Yule et conditionnés
a s'éteindre.
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La preuve est basée sur une décomposition en épine dorsale du
splitting tree conditionné a ne pas s'éteindre.

X(t) = X° 4+ X7 + X8

N

ou

@ XX est le nombre d'individus vivant au temps t ayant une
descendance infinie. En particulier, (X£°,t > 0) est un
processus de Yule de taux 7.

° Xtd est le nombre d'individus vivant au temps t provenant
d'arbres greffés sur la droite de I'arbre de Yule et conditionnés
a s'éteindre.

° Xtd est le nombre d'individus vivant au temps t provenant
d’arbres greffés sur la gauche de |'arbre de Yule et
conditionnés a s'éteindre.
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Calcul de la loi du vecteur limite

@ Avec les deux premieres parties de la preuve, on a

(Z0(),...) e ™(ZM(),...) (01 02 ) Ds.

s goee
g O

I(t) e~ /(t)

ol o :=exp (—nTW) E et o := > i1 0i-
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Calcul de la loi du vecteur limite

@ Avec les deux premieres parties de la preuve, on a

I(t) e~ tI(t) oo

(Z0(t),...) _ e (ZW(),..) (01 o2

ol o :=exp (—nTW) E et o := > i1 0i-
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g O
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@ De plus, les (gj);>1 sont les points d'un processus de Poisson

§ eV (n)y

non-homogene sur (0, 00) d'intensité Eidy car
y

(T();>1 est un PPP(61n/b) et les (E;)i>1 sont des
exponentielles i.i.d. de parameétre ¢'(n).
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Calcul de la loi du vecteur limite

@ Avec les deux premieres parties de la preuve, on a

I(t) e~ tI(t) oo

(Z0(t),...) _ e (ZW(),..) (01 o2

ol o :=exp (—nTW) E et o := > i1 0i-
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@ De plus, les (gj);>1 sont les points d'un processus de Poisson

§ eV (n)y

non-homogene sur (0, 00) d'intensité Eidy car
y

(T();>1 est un PPP(61n/b) et les (E;)i>1 sont des
exponentielles i.i.d. de parameétre ¢'(n).

o (2,22,...) suit donc une loi GEM(6/b).



© Le modele
@ Splitting trees
@ Immigration
@ Résultats

© Preuve du Théoreme |
e Convergence de (X(t),t > 0)
@ Convergence de la population totale
@ Calcul de la loi du vecteur limite

© Modele 2
@ Résultat
@ Preuve

«O» «F»r «

i
it
it
N)
¥l
i)



Dans ce modele, les immigrants sont de type i avec probabilité p;.

. - Op;
Pour i > 1, soit aj := =t
Alors

lim 1(t)" Y (h(t), h(t),...) = (P}, P5,...) p.s.

t—o<
ol pour i >1
i—1
1 (@) o /
P 5[] - B)
=i
et (B/)i>1 est une suite de v.a. indépendantes de loi

Beta ((\,-.%Zj . 1pj>.

En particulier, pour i > 1, P! suit une loi Beta B(«j,0/b — ;).
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Abondances asymptotiques pour le Modele 2

Modele 2
©000

Dans ce modele, les immigrants sont de type i avec probabilité p;.

Théoreme (I1)
Pour i > 1, soit o i= eg,-'
Alors

tirgol(t)_l(ll(t),I2(t),...): (P{,P},...) p.s.

ot pour i > 1
i—1

d
P9 B T[(-B)
j=1
et (B})i>1 est une suite de v.a. indépendantes de loi
Beta (O‘iv 5 2jzit1 Pj) :
En particulier, pour i > 1, P! suit une loi Beta B(«j,0/b — ;).




@ Si Ni(t) est le nombre d'immigrants de type /i arrivés avant le
temps t, (N'(t),t > 0) est un processus de Poisson de

parametre Op; et les processus (N/,i > 1) sont indépendants.
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@ Si Ni(t) est le nombre d'immigrants de type i arrivés avant le

temps t, (N'(t),t > 0) est un processus de Poisson de
parametre Op; et les processus (N',i > 1) sont indépendants.

@ On en déduit que /1(t), h(t),... sont indépendants et leurs
comportements asymptotiques sont les mémes que ceux de
I(t) dans le Théoreme | mais en remplagant 6 par 6p;.
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@ Si Ni(t) est le nombre d'immigrants de type i arrivés avant le
temps t, (N'(t),t > 0) est un processus de Poisson de
parametre Op; et les processus (N',i > 1) sont indépendants.

@ On en déduit que /1(t), h(t),... sont indépendants et leurs
comportements asymptotiques sont les mémes que ceux de

I(t) dans le Théoreme | mais en remplagant 6 par 6p;.
Proposition

On rappelle que o; = Op;/b. Alors

e_"tl,-(t) — I; p.s. i>1

t—o0o

ou les variables I; sont indépendantes et I; suit une loi Gamma

M (ci, ¥ ().




On en déduit que pour r > 1,

Jim 17 (). (1) = ('71

I <
/ p.s.
puis on calcule la loi de la limite en utilisant / =3 ;- [;,
li ~T(ai, ¢'(n)) et 1~ T(0/b,¢'(n)).
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Merci de votre attention.
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