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Notations

Soit (X, ¢ > 0) un processus de Markov & valeur dans E U {9}
o (E,E) espace mesurable, 0 € E
o PP, loi issue de z € EU {9}
o Py semi-groupe sur B,(E U {0}): P.f(z) =E.f(Xy)

P(E) I'ensemble des mesures de probabilité sur E

pour 4 € P(E), on note P, = [, P, dp(z)

o Tp:=inf{t >0: X, =0}

Hypotheses:
o Vit > 719, X = O (point absorbant)
e Vz € E,Py(1p <o0)=1
e Vz e E,Vt>0,P,(t<79) >0
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Distributions quasi-stationnaires

o Distribution quasi-stationnaire (QSD) : a € P(E) tq. Vt > 0,
Pu(X; €-|t<T9) =«

o Distribution conditionnelle limite (QLD) : o € P(E) tg.
du e P(E), Pu(X; €|t <Tg) = a (par ex. pour la cv. étroite)

o Limite de Yaglom : a € P(E) tq. YVt >0, Vz € E,
P,(Xi € -|t<Tm) =«

o QLD universelle : a € P(E) tq. Yt >0, Vu € E,
P.(Xi€-|t<Ts) = a

Proposition

1@ o

o« QLD universelle = « Limite de Yaglom = a QLD < o QSD
o Sia QSD, alors g > 0 tq. P (t < 79) = e~ Mot
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But de I' exposé

Existence et/ou unicité d'une QSD, convergence vers une QLD :

» Classiquement, on utilise une approche spectrale sur le
générateur infinitésimal du processus de
Markov(Perron-Frobenius, Krein-Rutman, spectre d’opérateurs
auto-adjoint compact ou & résolvante compacte...)
~~ caractérisation spetrale des QSD

o On cherche ici des criteres généraux plus probabilistes qui
peuvent se justifier par exemple pour des processus non
réversibles

» On s’inspire de critéres connus dans le cas réductible (coefficient
d’ergodicité de Dobrushin, condition de Doeblin, cf. Meyn and
Tweedie)
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Le critere

Le critere

Hypothese (A)
1l existe une mesure de probabilité v sur E tq.
(AL) g, c1 >0 tq. Ve € E,

Pm(Xto € - | t) < Ta) > Cll/(')
(A2) Jea>0tq. Vo € E et V>0,

P,(t < T79) > P, (t < 79)
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Le critere

Interprétation de (A)

(A1) Penser & v = clg ou K est un compact. Par exemple, si F = Rf‘f_
et 0=0, K ={z Rl :a<|z|< b}
~ g, ¢ >0 tq. Pu(truqoy < to) > ¢
OK si X descend de Pinfini (en dimension 1)
(A2) On ne survit nulle part beaucoup mieux qu’issu de v.
Vrai par exemple si 34 tq. v(A) > 0 et
infyea Py (t < 79) > csup,epPe(t < 19)
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Le critere

Coefficient d’ergodicité de Dobrushin

Dans le cas ol (Xy, ¢ > 0) est irréductible sur E, s’il existe tg, ¢; >0
et v € P(E) tq. Vo € E, P, (X, € -) > c1v, alors
o Vz,ye E,

[Ps (X5, € ) =Py (Xsy € )lvr < 2(1—c1) = (1=c1)||0: =0yl vr < 2
© Vi, pz € E
P, (X, € ) =Py (Xey € )llve < (1 — el — p2llvr,

o et par la propriété de Markov, Vz,y € E,

”]PZ(tho € ) - ]P?J(tho € ‘)”VT
< (=e)|Pe(Xk—1) € )Py (Xh-1yto € Mlvr < -0 < 2(1—er)”

1 Qo

o ~~ convergence exponentielle en variation totale vers une unique
mesure invariante.
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Résultat principal

Résultat principal

Theorem
L’hypothése (A) est équivalente a Uexistence d’une QLD universelle o
tq. Y € P(E)

IPu(X: €|t <T9) —afvr < Ce=t

pour deuz constantes C,~y > 0 indépendantes de .
De plus, sous Uhypothése (A), on peut prendre C =2/(1 — cica) et
v =—1log(l — c1¢2)/to.
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Résultat principal

Fonction propre

Proposition

Sous Uhypothése (A), il existe n: EU {0} — Ry bornée telle que
n(0) =0 et n >0 sur E tq.

]P’z(t < Ta)

o o o o )\Ot
n(z) = tlggo P,(t <T9) tlggo e Po(t < 79)
pour || - [|oc-
De plus n € D(L) ou L est le générateur infinitésimal de Py, et
Ln = —X\on.
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Résultat principal

Quelques commentaires

» On obtient une condition nécessaire et suffisante

» La proposition précédente est (une version de) la caractérisation
spectrale des QSD.
o Dans le cas irréductible, on a en fait équivalence de la convergence
uniforme en variation totale vers une mesure invariante avec
» la convergence exponentielle
* un critére plus faible (condition de Doeblin) : il existe v € P(E)
et e <1, to, 6 >0 tq. pour tout 4 avec v(4) > ¢,

inf P,(X,, € 4) 2 4.

Notre méthode
» donne ’équivalence avec la convergence uniforme pour la VT &
une vitesse intégrable (par exemple polynomiale d’exposant plus
petit que —1)
* ne permet pas d’obtenir d’affaiblir (A1) en quelque chose qui
ressemble a la condition de Doeblin
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Résultat principal

|dée de la preuve () = 1)

Etape 1 : P, (X1 € - |t <7Tp) > c1eovy o vy € P(E).

= Ta; E.[1a(X1)Px, (t—1<75) | 1< 75]

P, (1
Po(i <
P, (1 < 79)
BTy VLACR(t = 1 < 70)

v[IA)P.(t =1 < 79)]
sup,cp Py(t —1 < 79)

Px(Xl €A|t<7'a)

%

C1C2

> c1cv(A)

v[La()P.(t =1 < )]

ot vi(d) = = T )
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Résultat principal

Idée de la preuve (suite)

Etape 2 : soit
R f(2) =Eu(f(Xems) | T — s <79) = E(f(Xy) | Xs =2, T < 79)

Lemme

Pour tout u < s <t < T,

RI R f=RIf.

Etape 3 : Donc (5st7:8+1 —c1cvr_s > 0, de masse < 1 — ¢j¢o, et donc

162RE 1 — 0y RE i lve <201 = crea) = (1= c1¢2) 162 — 0yl v

1 Qo

La fin de la preuve se déroule comme pour le coefficient de couplage
de Dobrushin.
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Exponentielle ergodicité du ()-processus

 Theorem |

Supposons (A), alors
(1) Qy)zer proba sur Q tq. pour tout s >0 et A € Fs,

)Hﬁlopz(A |t <719) =Q4(A),
et (U (Ft)t>0, (Xt)t>0, (Qu)zer) Markov homogeéne
(i) Sous (Qu)zem, Xi a pour semi-groupe P, défini par

B Aot
Pig(e) = 5 Pulo) (@)

_ n(z)a(dr)
(i) B(dz) = " Tyda
sous (Qs) et Vp € P(E), |[Qu(X: € ) = Bllvr < Ce™*

est ['unique probabilité invariante pour X
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Résultat principal

Idée de la preuve

(1) Pénalisation : I'y = 1y<r,
Roynette-Vallois-Yor : il suffit de montrer que EdA) M; p.s.
B, T,

et (M;)i>o martingale.
ot m(Xe)

Par la proposition, on obtient M; = 1<, € @) et c’est une
martingale car la cv. a lieu pour || - ||oo-
(11) Facile

(iil) B est invariante car a(nPyp) = eta(P(ne)) = a(ng).
On avait obtenu pour toutes proba W, po sur E

1Ry = paRg |l vr < (1= crea) ™|y — pa|vr.
En faisant tendre 7" — oo, on obtient
1Qu (Xi € 2) = Qo (X € )llvr < (1= exep) /|y — po| vr

CQFD.
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Propriétés spectrales

Quelques propriétés spectrales

o gL =0cet L]lEU{B} =0.
o al =—-Xaet Ln=—Agn.

Proposition

Si f € By(E U{0}) fonction propre de L pour une valeur propre A
(f € D(L)), alors f est proportionnel a 1gyugay oun, ou bien

A < —)\0 - .
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Processus de naissance et de mort

Applications aux PNM

Soit Xy un PNM sur N de taux de naissance A, et de mort pu,, dans
Iétat n.
o 0 est absorbant si A\g = po = 0 ; on suppose A, >0 et p, >0
pour tout n > 1.

o (A1) est vraie pour toute mesure v & support fini, par exemple
v = 01, si le PNM descend de l'infini, c¢’est-a-dire si

1 An Ap - A
s=3 <1+—+...+—1><oo
>0 Hrn+1 Hn Mo oo 1

o La difficulté est de prouver (A2)

Proposition (Martinez, San Martin, Villemonais, 2012)

Supposons S < co. Alors (A2) est satisfaite, et donc il existe une
unique QSD qui est une QLD universelle, avec convergence
exponentielle.
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Processus de naissance et de mort

Preuve de (A2)

* Onasup, Ey(79) =3 o1 Ex(Th—1) = S < 00, ot T}, est le
premier temps d’atteinte de k.

© Donc Ve > 0, 3k tq. sup, >, Ex T <€

o Dot sup, >, Px(Tx > 1) < € et donc sup, >, Px(Tx > n) <e”

+ Finalement, Y\ > 0, 3k > 1 tq. sup,~, E, (e} ™) < oc.

o De plus, Py (t < 75) > Py (X, = 1) > e~ M1t Soit alors
N> N+ 1.

e OnaaussiPi(t <79) >P1(t+1<79) >P1 (X1 =k)Pr(t <
7‘3) > C]Pk(t < 7’3).
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Preuve de (A2) (suite)

Finalement,

Po(t < 78) S Poo(t < Tg) + Poo(Th < t < 75)

D’ou

t
< Ce Nt +/ Pi(t — s < 79)dPoo( Tk > s)
0
t
< Ce_Xt + C/ ]P’l(t —s< Ta)d]Poo(Tk > s5)
0
¢
< Ce Nt 4 C’/ Pi(t — s < 79)dPoc(Tx > s)
0
/ L AP (T > 5)
< Ce N4 CPy(t <, / — 7 -
- it 2) o Pi(s < 7o)

¢
< Ce Nt 4 CPy(t < Ta)/ e()‘1+“1)sd]P’oo(Tk > ).
0

1 Qo

]Poo(t < TB) < C]Pl(t < Ta).
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Processus de naissance et de mort

Cas des PNM multidimensionnels

Pour les PNM multidim. avec mutation et absorption en 0 seulement,
le raisonnement précédent s’étend sans difficulté si on a des
hypotheses de domination par un PNM mon-dim.

Par exemple
© SUpP||z,=n A7) < On
° infllzlllzn u(z) > C'nlte
© On a alors domination de la taille totale de la populations par un
PNM 1d qui descend de 'infini.
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Cas des diffusions

Cas des diffusions

Travail en cours
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