

































































































PC2 Modèlelinéaire

4092026

On va parlerde mod linéaire ou derégression

YsimeqfleftXright On va se baser sur un ensemble d'Obs

leftxiyirightleqileqn On va mettre un modèle stat sur cepb

fleftxright est 1c _linéaire desvariablesdans se

xinmathbbRp yinmathbbR

fbetaleftxrightbeta1x1beta2x2ldotsbetapxpbeta
Faire 1 reglinéaire c'esttrouver le meilleur beta celuipour
lequel Yisimeqfbetaleftxiright foralli

En option cela setraduirait par

varphinleftbetarightsum_i1nleftyifbetaleftxirightright2

hatbetanargmin_betavarphinleftbetaright
On peut aussi mettre un modèle stat

Yleftlanglebetaxrightranglesigmavarepsilon
varepsilonsimNleft01right
sigmai variance
beta effets

Xleft1xleft1rightldotsxleftprightright

leftrightbeta0beta1xleft1rightldotsbetapxp n xrightarrowleft1xright

Les param du modèle sont leftbetasigma2right




































































































Pour estimer dans 1 modèle stat on peut alors utiliser
méthode desmoments

Max de vraisemblance

X est lamatrice de

designXleftbeginmatrix1x1left1rightldotsx1leftprightvdots1xnleft1rightldotsxnleftprightendmatrixright
Nous on va étudier le cas p2 Mais tout peut se

généraliser On va essayer derester le général possible

XTX est 1 matricede Gramm
C'est 1 mat positive soit uinmathbbRp1 ici p12p1

TuXTXuleftlangleXuXurightrangleleftXuright2geq0 D'où xTxgeq0
Etudions l'inversibilité XTX est detaille leftp1righttimesleftp1right ici 2times2

detleftXTXrightnsum_i1nxinsum_i1nxi2leftsum_i1nxiright2
sum_i1nxisum_i1nxi2 CauchySchwarz

leftsumxiright2leftlangle1xrightrangle2leqleft1right2cdotleftxright2nsum_i1nxi2
On sait qu'il y a égalitélorsque 1 etx sontcolinéaires
Comme ineqjXineqXj alors x et frac1 ne sontpascolinéaires

detleftXTXright0 et XTX est inversible
neq0




































































































Remarque on peutgénéraliser à pquelconque
Dans le cas où np XTX est inversible ssi

leftX1ldotsXnright est de rang p

thetaleftbetasigma2rightIl fautécrire levraisemblance Lnleftthetaright
theta1Lnleftthetaright est la fonctionde vraisemblance

log

theta1lnleftthetarightlogLnleftthetarightLnleftthetarightprod_i1n eleftyileftlanglebetaxirightrangleright beginmatrix22sigma2endmatrix

sqrt2pisigma
indépendancedes
n obs

left2pirightn2sigmanesum_i1nleftyileftlanglebetaxirightrangleright2lnleftthetarightfracn2logleft2pirightfracn2logleftsigma2rightsum_i1nleftyileftlanglebetaxirightrangleright2
beginmatrixleftyXbetaright22sigma2endmatrix

lnleftthetarightfracn2log2pifracn2logsigma2leftYXbetaright2
Onpourraitfaire 1 peu général

YXbeta beginmatrixvarepsilonvarepsilonendmatrix Nleft0Sigma2right
Mais cela induitdes calculs un petit peu techniques




































































































Optimisationen sigma2 sigma2 lnleftthetaright s'écrit comme

sigma12rightarrowfracn2logsigma2frac12sigma2leftYXbetaright2 à maximiser

le log népérien

fracpartialpartialsigma
2 fracn2sigma2leftYXbetaright22sigma4 hatsigma2leftYXbetaright2
hatsigma2 variance empirique des résidus

Optimisation en beta On doit max ln donc on doit
minimiser leftYXbetaright2Jleftbetaright
J est 1 formequadratiqueen beta donc convexe ici

évidentque cen'estpas concave a priori
On va donc étudier les le pointsantiques

nablaJleftbetaright on essayed'éviterlesvecteursdesfracpartialJpartialbetaj sup

JleftbetarightleftYright22leftlangleYXbetarightrangleleftlangleXbetaXbetarightrangleleftYright22leftlangleXTYbetarightrangleleftlangleXTXbetabetarightrangle
nablaJleftbetaright2XTY2XTXbeta

Trouver le pointcritique c'est résoudre nablaJleftbetaright0

e à d XTYXTXbeta

hatbetaleftXTXright1XTY
Remarque D2Jleftbetaright2XTX

Matriced'info deFisher




































































































L'est du m v estdonnépar

hatbetaleftXTXright1XTYhatsigma2leftYXhatbetaright2
Mercid'expliciter hatbeta dans le contexte p1

Pournous leftXTXright11nSigmaxi2leftsum_ixiright2leftbeginmatrixSigmaxi2SigmaxiSigmaxinendmatrixright
XTYleftbeginmatrix11x1ldotsxnendmatrixrightleftbeginmatrixy1ynendmatrixrightleftbeginmatrixSigmayiSigmaxiyiendmatrixright
leftXTXright1XTYn1leftSigmaxiright2leftbeginmatrixSigmaxi2SigmayiSigmaxiSigmaxiyiSigmaxiSigmayinSigmaxiyiendmatrixright

Remarque on se ramène souvent au cas où les x sont centres

sumxi0

hatbetansum_i1nxi2leftbeginmatrixSigmaxi2SigmayinSigmaxiyiendmatrixrightleftbeginmatrixSigmayinSigmaxiyiSigmaxi2endmatrixright

hatbetaleftXTXright1XTYYsimNleftXbetasigma2Inright




































































































donc YsimXbetahatsigmaNleft0Inright
hatbeta est 1 combi linéaire de Y

hatbetaleftXTXright1XTleftXbetaoverrightarrowsigmaxiright où SigmasimNleft0Sdright

leftXTXright1XTXbetasigmaleftXTXright1XTxi
betasigmaleftXTXright1XTxi

Ehatbetabeta Good

covlefthatbetarightcorleftsigmaleftXTXright1XTxiright
A

sigma2leftXTXright1XTXleftXTXright1sigma2leftXTXright1
car

CovleftAxirightEleftAxileftAxirightTright
notinAxixiTATAEleftbeginmatrixxixiTendmatrixrightAT

In
AATD'où

hatbetasimNleftbetasigmaleftXTXright1right




































































































hatbeta est Gaussien donc hatm BE ni

cor nulle un sumxi0 car leftXTXright1leftbeginmatrixSigmaxi2SigmaxiSigmaxinendmatrixright

hatr2leftYXhatbetaright2 hatbetaleftXTXright1XTY
YXbetasigmaxi

YXhatbetaleftXbetasigmaxiXleftXTXright1XTleftXbetasigmaxirightright
XbetasigmaxiXleftXTXright1XTXbetasigmaXleftXTXright1XTxi

sigmaleftIdXleftXTXright1XTrightxi
avec IXleftXTXright1XT

P2P
PTP

IdP

nsupseteq

est 1 matrice de proj bot

YXhatbeta est un vecteur Gaussi eu sigmacdotN0leftbeginmatrix110endmatrixright
avec leftbeginmatrix11a0endmatrixright réduction de lamatrice d

rightharpoondown

1

frac1nleftYXhatbetaright2sigman2cdotX2leftrankleftIIrightright
sigman2X2leftnpright

À savoir refaire en mode pilote automatique




































































































Les Xi sont tous coprod

Lnleftthetarightprod_i1nfthetaleftXirightprod_i1nleftbeginmatrixfracaaM_0leqXileqabeginmatrix1a1b0leqXileqbendmatrixendmatrixrightprod_i1n10leqXileqaleftfracthetaafrac1abright11xialeftfrac1abrightleftfracthetaafrac1thetabrightNaleftfrac1thetabrightnNa

On définit hatthetanarg_thetamaxLnleftthetaright
lnleftthetarightNalogleftfracthetaafrac1thetabrightleftnNcrightlogleftfrac1abright

partial_thetalnleftthetarightNafrac1afrac1bleftnNcrightfracthetaafrac1thetab1thetaNaleftfrac1cfrac1brightleft1thetarightleftnNarightleftfracthetaafrac1thetabright0




































































































dthetalnleftthetaright0Leftrightarrowhatthetanldots


