

































































































C'est comme ducours
aujourd'hui0409 2026 Modèle linéaire

DnleftXiYirightXiinmathbbRp Yi output réel inmathbbR
1leqileqn

Onsouhaite fairede la régression trouver 1_fonction
telle que YsimeqfleftXright f est calibrée à partir dujeu
dedonnées Dn

Stratégie 1 utiliser géom option pour trouverf
Cs Méthodedesmoindrescarrés

on met 1 structure sur f parexemple unmod
linéaire fbetaleftxright2betax

on définitun critèred'être lemeilleur f pour
approximer y sum_i1nleftyifbetaleftxirightright2 estminimal

Stratégie2 Onmet un modèle statistique

YleftlangleXbetarightranglesigmavarepsilon avec beta etsigmades

paramètres du modèle Oncherchealors à estimer beta et T
via les obs Dn E Nleft01right Yi indépendantes

leftlangleleftbeginmatrixbeta1beta2endmatrixrightleftbeginmatrix1xiendmatrixrightrightranglesigmavarepsilon
v

yi sont
coprod

Ici on a p1 et yisimeqbeta1beta2xisigmavarepsiloni




































































































YileftlangleXibetarightranglesigmavarepsilon
XiinmathbbRpbetainmathbbRp

C'est vrai tout le temps il n'y a pasbesoinque p1
XTX est toujours geq0

Vu uTXTXuleftXuright2geq0 D'où XTX est geq0

XTX est de taille 2times2

XTXleftbeginmatrixnleftlangle1Xrightrangleleftlangle1XrightrangleleftXright2endmatrixrightleftbeginmatrixnSigmaxiSigmaxiSigmaxi2endmatrixright
detleftXTXrightnsumxi2leftsumxiright2

geq0 par CauchySchwarz
et 4 cas

d'égalitéest lorsqueles vecteurssontcolinéaires
On a det 0 1 l et X st col

tous les xi montégaux
On existsineqjxineqxj D'où la conclusion

Rem XTX est unematricedeGramm
Cettematriceestinversiblelaque X estderangmaximal p
en admettantque np

On va étudier le contextegénéral YileftlangleXibetarightranglesigmavarepsilon
varepsilonisimNleft01right thetaleftbetasigmaright




































































































thetaleftrightarrowLnleftthetarightprod_i1nfthetaleftyixirightprod_i1n1sqrt2pisigmaeleftYileftlangleXibetarightrangleright2lnleftthetarightlogLnleftthetaright

fracn2logleft2pirightfracn2logleftsigma2rightsumleftYileftlangleXibetarightrangleright
XbetaleftbeginmatrixleftlangleX1betarightranglevdotsleftlangleXnbetarightrangleendmatrixright avec Xleftbeginmatrixx1left1rightldotsx1leftprightvdotsxnvldotsxnleftprightendmatrixright2sigma2YleftbeginmatrixY1vdotsYnendmatrixright

X c'est lamatricede design dumodèle linéaire

lnleftthetarightfracn2logleft2pirightfracn2logleftsigma2rightleftYXbetaright2
Supposonsβ connu on observe sigma2 lnleftthetaright

partialsigma2lnleftthetarightbeginmatrixn2sigma2endmatrixleftYXbetaright2
partialsigma2ln0Leftrightarrowsigma2leftYXbetaright2

Etudionsl'équationen beta

lnleftthetarightcteleftsigmarightleftYXbetaright2

beta sera celui
qui maximise

On doitminimiser leftYXbetaright2Jleftbetaright
beta1rightarrowJleftbetaright est CinftyleftmathbbRpmathbbRright

Oncalcule nablaJleftbetaright et on cherche le ou les pointscritiques
On observe eux que comme betarightarrowXbeta parcourtteeth
alors k mon est atteint pour XbetaPr

ragrbeginmatrixleftxrightleftxrightendmatrix




































































































71 Jleftbetarightestl'unique vecteur dbeta tg
JleftbetahrightJleftbetarightleftlanglehdbetarightrangleoleftlefthrightright

Jleftbetahrightleftxleftbetahrightyright2leftXbetaYright22leftlangleXhXbetaYrightrangleleftXhright2oleftlefthrightright

Jleftbetaright2leftlanglehXTleftXbetaYrightrightrangleoleftIhright
nablaJleftbetaright

On en déduitque nablaJleftbetaright2XTleftXbetaYright
Pour la Hessienne soit on dérive legradient

wit on fait Tayler ordre 2
D2Jleftbetaright2XTX

On observeraque si XTX est sym defgeq0 alors Testconvexe
strictement

On résout PiJleftbetaright0LeftrightarrowXTXbetaXTY0
LeftrightarrowXTXbetaXTY

Formule à connaîtrepar cœur hatbetaleftXTXright1XTY
Dans le cadredel'exercice

leftXTXright1beginmatrix1nSigmaxi2leftSigmaxiright2endmatrixleftbeginmatrixSigmaxi2SigmaxiSigmaxinendmatrixright
XTYleftbeginmatrix11x1xnendmatrixrightleftbeginmatrixy1ynendmatrixrightleftbeginmatrixSigmayiSigmaxiyiendmatrixright




































































































leftXTXright1XTYleftbeginmatrixSigmaxi2SigmayiSigmaxiSigmaxiyiSigmaxiSigmayixSigmaxiyiendmatrixrightnsumxi2leftsumxiright2

Dans la logiquede la régression on peut toujours se
ramener à 1 nuagede points centres sumxi0

Dans ce cas là hatbeta1frac1nsumyi moyennedes y

hatbeta2SigmaxiyiSigmaxi2c on

beginmatrixdestimesavanleftxrightendmatrix
ne cY

Pour déterminer la loi de hatbeta on va toujoursutiliser

hatbetaleftXTXright1XTY
Il ya un leftbetasigma2right quisert àgénérer lesdonnées
Je ne les connaispas et je les cherche

o Il y a aussi lefthatbetahatsigma2right et je cherche leurs lois
YXbetasigmaNleft0Snright

hatbetaleftXTXright1XTleftXbetasigmaxirightbetasigmawedgeleftXTXright1XTxi
CovleftsigmaleftXTXright1XTxirightsigma2EleftleftXTXright1XTxicdotxiTXleftXTXright1right

CorleftAxirightEleftAxixiTATrightsigma2leftXTXright1XTEleftxixiTrightXleftXTXrightInsigma2leftXTXright1




































































































hatbetasimNleftbetasigma2leftXTXright1right
Elefthatbetarightbeta Ilestsans biais

Ehatbetabeta2sigmax2TrleftleftXTXright1right
On sait que hat

beta est un recteur Gaussien

hatbeta1coprodhatbeta2Leftrightarrowcovlefthatbeta1hatbeta2right0
Leftrightarrowsumxi0 voir expression deleftXTXright1

On sait d'aprèsle

hatsigma2YXhatbeta2leftXbetasigmaxirightXleftXTXright1XTleftXbetasigmaxiright2 n

2 que

On a remplacé hatbetapar sa valeur en fonctionde beta
sigmaet xi

idem avec y

hatsigma2frac1nleftXbetasigmaxiXleftXTXright1XTXbetalambdaXleftXTXright1XToverrightarrowsigmaxiright2
fracsigma2nleftxiXleftXTXright1XTxiright2
nsigma2leftleftIPrightxiright2 où PXleftXTXright1XT

P est une projection P2P sur VectleftXright
P est PTP

SP est aussi 1 matrice de projfrac1 sur Vetleftxrightfrac1
leftleftIPrightxiright2simchi2leftRankleftIIrightright
RankleftPrightp RankleftPPrightnp




































































































Llefthatsigma2rightsigman2X2leftnpright
Elefthatsigma2rightnp_nsigma2

L'estimateur sans biais associé est l_npleftYXhatbetaright2
On le sait grâce à leftIPrightfracPPleftIPright0

Les obs st iid

Lnleftthetarightprod_i1nfthetaleftXiright
prod_i1nleftfracthetaa10leqXileqafrac1thetab10leqXileqbright

1prod_i1nleftleftfracthetaafrac1abrightMXiinleft0arightfrac1abMXinotinleft0arightright
leftfracthetaafrac1abrightNacdotleftfrac1abrightnNa
lnleftthetarightlogLnleftthetarightNalogleftthetabaleft1arightabrightleftnNarightlogfrac1ab




































































































hattheta
argmax Infos Onobtientalors

beginmatrixNaleftbarightleftnNarightthetableft1thetarighta1thetaendmatrix
Naleftbarightleft1thetarightleftnNcrightleftthetableft1thetarightaright

NaleftbarightleftnNcrightathetaleftnNarightbleftnNcrightaNaleftbaright
No bncdota

hatthetaNabnanleftbarightvee0
Oublions le max avec o

ElefthatthetarightbeginmatrixbENananleftbarightendmatrix

anleftbaright

Onobserveque

Eleftuxiinleft0arightrightthetaleft1thetarightcdotfracab
D'où Elefthatthetarightnbleftthetapileft1thetapirightfraccurightna

nbthetanaleft1thetarightnanleftbaright
theta

MOM méthod of moments

EleftXrightthetacdotfraca2left1thetarightfracb2fracb2thetaleftbeginmatrixab2endmatrixright




































































































frac1nSigmaXisimeqEX LF GN

On résout fracb2thetafracab2fracSigmaXin
hatthetanleft2rightleft2sum_nxibrightleftabright
leftb2sumXinrightba


