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Rappel et objectifs du cours 2/10

Q4L th»LQ

Rappel du cours 1 :
Notion de modéle statistique (Z, Z, {Pg, 0 € ©F})

m Motivation, Définition
m ldentifiabilité, Modéle induit, modéle paramétrique, etc.
m Notion de n—échantillon

2/47



Rappel et objectifs du cours 2/10

Rappel du cours 1 :
Notion de modeéle statistique (Z, Z, {Py, 0 € O})
m Motivation, Définition

m ldentifiabilité, Modeéle induit, modéle paramétrique, etc.
m Notion de n—échantillon

plusieurs taches :

m estimation ponctuelle : donner une valeur plausible du paramétre 6,

m estimation par région : déterminer un sous-ensemble ©¢(Z) C © auquel le paramétre 0 appartient de fagon
plausible

test : décider si le paramétre 0 appartient a un sous-ensemble ©( et évaluer la plausibilité de la décision.

prédire : donner une valeur plausible pour une quantité non observée, par exemple prédire la valeur d'une sortie
Y a partir d'une entrée X
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Rappel et objectifs du cours 2/10

Rappel du cours 1 :
Notion de modéle statistique (Z, Z, {Py, 0 € O})

m Motivation, Définition
m ldentifiabilité, Modéle induit, modéle paramétrique, etc.
m Notion de n—échantillon

plusieurs taches :
m estimation ponctuelle : donner une valeur plausible du paramétre 6,

— Objectifs :
Décrire les deux grandes techniques d'estimation (Moments et Maximum de Vraisemblance)
Comprendre leur intuition et les résultats génériques que nous pouvons obtenir

Avancé : Notion de M et Z-estimateurs.
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Rappel et objectifs du cours 2/10

Rappel du cours 1 :
Notion de modéle statistique (Z, Z, {Py, 0 € O})

m Motivation, Définition
m ldentifiabilité, Modéle induit, modéle paramétrique, etc.
m Notion de n—échantillon

plusieurs taches :
m estimation ponctuelle : donner une valeur plausible du paramétre 6,

— Objectifs :
Décrire les deux grandes techniques d'estimation (Moments et Maximum de Vraisemblance)
Comprendre leur intuition et les résultats génériques que nous pouvons obtenir

Avancé : Notion de M et Z-estimateurs.

— 2 techniques : pour chacune :
Intuition Définition Exemples Propriétés Généralisation*
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Estimateur ponctuel

Définition : Estimateur ponctuel

Soient (Z, Z,{Pgy 0 € ©}) un modéle statistique paramétrique et/g : © — R?% une fonction. Un estimateur
ponctuel T"de g(€) est une statistique a valeurs dans R?, c'est-a-dire une application mesurable 7" : (Z, Z) —
(R?, B(RY)).

On impose parfois a un estimateur de g(6) de prendre ses valeurs dans g(©) lui-méme; cette convention apporte peu et exclut des
estimateurs parfaitement admissibles.

T ems T ude e (z, 2 ) _(r]

otirelun ¥ Pc} ravbl  dos obx ®({R7)>
R Y N R
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Estimateur ponctuel

Définition : Estimateur ponctuel

Soient (Z, Z,{Pg, 6 € ©}) un modéle statistique paramétrique et g : © — R? une fonction. Un estimateur

ponctuel 7" de g(6) est une statistique a valeurs dans RY, c'est-a-dire une application mesurable 7" : (Z, Z) —
(R?, B(RY)).

Considérons un n-échantillon du modéle
(R4, B(R+),{€(0) : 0 €RY}).

On note les observation (Xi,..., X,)

Quels sont des estimateurs de 07

X1 \/ ppe s fnowvels
Xn \/ \D"\ I ~
0 X un Q‘\u\.ebﬂ\ e w&-\ cah &:ﬁo-—olh A" (\aft'N\;h
1
\/ i M ou var's ¢\ -1 §/ G ~
—1 V
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Estimateur ponctuel

Définition : Estimateur ponctuel

Soient (Z, Z,{Pg, 6 € ©}) un modéle statistique paramétrique et g : © — R? une fonction. Un estimateur

ponctuel 7" de g(6) est une statistique a valeurs dans RY, c'est-a-dire une application mesurable 7" : (Z, Z) —
(R?, B(RY)).

Considérons un n-échantillon du modéle

(Ry, B(R+), {E(6) : 6 € RY}).

On note les observation (Xi,..., X,)
Quels sont des estimateurs de 07 Un estimateur :
X1 N'est pas nécessairement “bon”
Xn Aura des (mesures de) qualité : sans biais, erreur quadratique
0 (minimale), consistant (convergent).
1
cf cours 3-4, 6-7
—1
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Estimateur ponctuel

Définition : Estimateur ponctuel

Soient (Z, Z,{Pg, 6 € ©}) un modéle statistique paramétrique et g : © — R? une fonction. Un estimateur
ponctuel 7" de g(6) est une statistique a valeurs dans RY, c'est-a-dire une application mesurable 7" : (Z, Z) —
(R?, B(RY)).

—Roadmap
Méthode des moments Maximum de vraisemblance

m Intuition m Intuition
m Définition m Définitions
m Exemples m Exemples
m Exemple : loi uniforme m Quelques propriétés de 'E.M.V.
m Propriété théorique m Comprendre le M.V.
m Généralisation - Z-estimateurs m Résumé et généralisation - EMV M-estimateur
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Méthode des moments
m Intuition
m Définition
m Exemples
m Exemple : loi uniforme
m Propriété théorique
m Généralisation - Z-estimateurs
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a. Méthode des moments — intuition

i — X«
é(& ) ' __P n t P s
7/ sl D (x)

- N

Je pov = Al

| Exemple : Modéle de Bernoulli

Le modéle est ({0,1}",P({0,1}"), {Ber(p)®",p € [0,1]}). Estimer p?

4 . AZ X =X

n\ <

4
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a. Méthode des moments — intuition

Exemple : Modéle de Bernoulli

Le modéle est ({0,1}",P({0,1}"), {Ber(p)®",p € [0,1]}). Estimer p?

— Candidat naturel : la moyenne X,, = %2?21 X, c'est-a-dire |la proportion empirique de 1.
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a. Méthode des moments — intuition

Exemple : Modéle de Bernoulli

Le modéle est ({0,1}",P({0,1}"), {Ber(p)®",p € [0,1]}). Estimer p?

— Candidat naturel : la moyenne X,, = %2?21 X, c'est-a-dire |la proportion empirique de 1.

Formellement, E,[ X1 |=p ~o Pn=2>1" X,
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a. Méthode des moments — intuition slel. T c.&c&- ) (’T(N) _. ,(8/
. .

—>

Définition : Méthode des moments, cas simple (informel)

moment empirique = > | 7'(X;) et le moment exact, pour proposer 0,, solution de ¢(0,) = * =y, T(X

a. On suppose Eg[|T'(X1)|] < oo pour tout 6 € ©; I'énoncé précis est dans le polycopié.

« Si E4[T(X1)] = ¢(0)°, I'estimateur des moments basé sur la statistique’ 7'(X1) consiste a identifier le

i)-

Exemple : Modéle de Bernoulli

Le modéle est ({0,1}",P({0,1}"), {Ber(p)®",p € [0,1]}). Estimer p?

— Candidat naturel : la moyenne X,, = %Z?:l X, c'est-a-dire |la proportion empirique de 1.

Formellement, E,[ X1 |=p ~o Pn=2>1" X,

5/47



a. Méthode des moments — deux autres exemples

Définition : Méthode des moments, cas simple (informel)

v SiEp[T(X1)] = 6(0) I'estimateur des moments basé sur la statistique 7'(X1) consiste a identifier le
moment empirique = >"7" | T'(X;) et le moment exact, pour proposer 0,, solution de ¢(0,) = * = T(Xa).

a. On suppose Ey[|T'(X1)|] < oo pour tout 6 € ©; I'énoncé précis est dans le polycopié.
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a. Méthode des moments — deux autres exemples

Définition : Méthode des moments, cas simple (informel)

« Si Eo[T'(X1)] = ¢(0)?, I'estimateur des moments basé sur la statistique 7'(X1) consiste a identifier le
moment empirique = >"7" | T'(X;) et le moment exact, pour proposer 0,, solution de ¢(0,,) = LS T(Xs).

a. On suppose Ey[|T'(X1)|] < oo pour tout 6 € ©; I'énoncé précis est dans le polycopié.

Exemple : Modéle de Poisson, moment d’ordre 2

Le modéle est (N, P(N"),C = {Poi(A)®" : X e R} }). &)\ (K) /\

Voy (K)= N
4 (¥) = Yo\

2
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a. Méthode des moments — deux autres exemples
Z P A < ) Q E ) —9
b 8 (&) &ﬂf) anig s O 5 da e G

Définition : Méthode des moments, cas simple (informel)

. de QamCQL'“L (x 1 2
Py B0,

« Si Eo[T'(X1)] = ¢(0)°, I'estimateur des moments basé sur la statistique 7'(X1) consiste a identifier le
1 A\ 1
moment empirique ~ > "  T'(X;) et le moment exact, pour proposer 0,, solution de e(6 ) = T(Xa).
a. On suppose Ey[|T'(X1)|] < oo pour tout 6 € ©; I'énoncé précis est dans le polycopié. 7\
yoe bl e bt
Exemple : Modéle de Poisson, moment d’ordre 2 - & &

Le modéle est (N, P(N"),C = {Poi(A)®" : X e R} }).

Onnote que Exl X32 =27+ A =w()) ~ ) =130 X2 =4\, =13" X7

T(/{} : XL tnﬂ CSSecie & T(K} S K()

[:Wf( CRade a 'T(X} ;X' &}(X/ = ) Y /3\)\ = k‘n

>

6/47



| Meéthode : Méthode des moments

m Soit X, ..

., X,, un n-échantillon d'un modeéle (X, X, {Qy, 6 € ©}) ott © C R%.
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Méthode : Méthode des moments

X,, un n-échantillon d'un modeéle (X, X, {Qy, 6 € ©}) ott © C R,

m Soit X1,...,
m Choisissons d fonctions 15 : X — R j € {1,...,d} mesurables telles que, pour tout 6 € O,
pourtout 0 € ©etj=1,...,d,

Eo [|T5(X1)[] = [y |T5(z l@g(dx) < 00. On caIcuIe les moments exacts :

Eo [T5(X1)] =: ¢,(0) . -
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Méthode : Méthode des moments

X,, un n-échantillon d'un modeéle (X, X, {Qy, 6 € ©}) ott © C R,

,d} mesurables telles que, pour tout 0 € ©,
pourtout 0 € ©@etj=1,...,d,

m Soit X1,...,

m Choisissons d fonctions T : X = R, j € {1,.
Eo [|T5(X1)[] = [ |Tj(z |Qg(dx) < 00. On caIcuIe les moments exacts :

Eo [T5(X1)] =: ¢,(0) .

m Les moments e;(6) ne sont pas connus, on les estime par les moments empiriques

n~! zn: T;(X
=1
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| Méthode : Méthode des moments

X, un n-échantillon d'un modeéle (X, X, {Qy, 6 € ©}) ott © C R,

,d} mesurables telles que, pour tout 0 € ©,
pourtout 0 € ©@etj=1,...,d,

m Soit X1,...,

m Choisissons d fonctions T : X = R, j € {1,.
Eo [|T5(X1)[] = [y |Tj(z |Qg(dx) < 00. On caIcuIe les moments exacts :

Eo [T5(X1)] =: ¢,(0) .

m Les moments e;(6) ne sont pas connus, on les estime par les moments empiriques

n~! En:Tj (X
1=1

— Pour estimer le paramétre inconnu 6 € O, on considére alors le systéme de d équations a d inconnues que

|'on résout par rapport a la variable ¥

Vied{l,...,d} n_lsz(X@-):ej(ﬁ).
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| Méthode : Méthode des moments

m Soit X1,..., X, un n-échantillon d'un modéle (X, X, {Qqy, # € ©}) ou © C R

m Choisissons d fonctions T : X = R, j € {1,...,d} mesurables telles que, pour tout 6 € O,
Eo [|T5(X1)[] = [y |Tj(z |Qg(dx) < 00. On caIcuIe les moments exacts : pour tout 0 € © et j =1,...,d,

Eo [T5(X1)] =: ¢;(0) -
m Les moments e;(6) ne sont pas connus, on les estime par les moments empiriques
nT Y TH(X
i=1

— Pour estimer le paramétre inconnu 6 € O, on considére alors le systéme de d équations & d inconnues que
|'on résout par rapport a la variable ¥

Vied{l,...,d} n_lsz(Xi):ej(ﬁ).

m En supposant que ce systéme admette une solution unique 0,,, on appelle ., |'estimateur des moments de
6 associé aux fonctions 7, j =1,...,d.
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| Méthode : Méthode des moments

m Soit X1,..., X, un n-échantillon d'un modéle (X, X, {Qqy, # € ©}) ou © C R

m Choisissons d fonctions T : X = R, j € {1,...,d} mesurables telles que, pour tout 6 € O,
Eo [|T5(X1)[] = [y |Tj(z |Qg(dx) < 00. On caIcuIe les moments exacts : pour tout 0 € © et j =1,...,d,

Eo [T5(X1)] =: ¢;(0) -
m Les moments e;(6) ne sont pas connus, on les estime par les moments empiriques
nT Y TH(X
i=1

— Pour estimer le paramétre inconnu 6 € O, on considére alors le systéme de d équations & d inconnues que
|'on résout par rapport a la variable ¥

Vied{l,...,d} n_lsz(Xi)zej(ﬁ).

m En supposant que ce systéme admette une solution unique 0,,, on appelle ., |'estimateur des moments de
6 associé aux fonctions 7, j =1,...,d.

—L'estimateur des moments est donc égal a la valeur du paramétre ¥} pour laquelle les moments exacts et les
moments empiriques sont égaux.
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c. Méthode des moments - Mise en pratique - loi exponentielle

m Modeéle de base pour les systémes a événements discrets (arrivée a des services, occurrence de panne, survie)

m Inter-Arrivées X ..., X, i.i.d. de loi exponentielle de paramétre § € © = R7

p(0,x) = 9e_em]l{m>0} :

m Propriété : loi sans mémoire - pour tout a,b > 0 et € R,

e—(a—{—b)@

]Pe(X12G+b|X1 ZG):W:PQ(Xlzb)

m Calcul des moments par intégrations par parties successives :

| b -~
EQ[Xf]:%, ke N*. x O « dx

8/47



c. Méthode des moments - Mise en pratique - loi exponentielle

Considérons les fonctions T'(z) = = et T(z) = z°.

Quelle est La densité d'une loi exponentielle de paramétre f (telle que y(X) = 17
1 mle) = bexp(~02)Leo \/ 9% 110

T(x)Qg(dx) = /0+ x Oexp(—fx)dr =

Allez sur wooclap.com et utilisez le code ZXBOIMS &

Dans ce modeéle exponentiel, on a

@ T3 estiigslimateur par la méthode des moments
o

14% 18 2
—

e(s)- 4 © bonne réponse
o 55 est Uestimateur par la méthode des moments associé 4 la statistique T(X) = X e S
n 2uiz1 A —— B 88% 1142

@ LSO | X; est Uestimateur par la méthode des moments associé 4 la statistique 7'(X) = X

9% 112

© bonne réponse
62% 802

~
(4] E( YR X ) Y D e S @G e @ ’ -

(3

D?) ro
e

T I o
LI SO A ¢

T(x)Qg(dzx) = /OjL z® fexp(—Ozx)dr =

B
0

2
@ .

0/47



c. Méthode des moments - Mise en pratique - loi exponentielle

Considérons les fonctions T'(z) = = et T(z) = z°.

—+o0
e(0) = /T(x)(@g(dx) :/0 x Oexp(—fOx)dr = %

] +oo
£(0) = / T(2)Qo(dz) = /O 22 0 exp(—0x)da = 932

m Les estimateurs des moments associés sont les solutions respectives des équations

1 1< . 2 1 —
ew):@:ﬁZXi et e(ﬁ):@:EZXf.
=1 =1
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c. Méthode des moments - Mise en pratique - loi exponentielle

Considérons les fonctions T'(z) = = et T(z) = z°.

—+o0
e(0) = /T(x)(@g(dx) :/0 x Oexp(—fOx)dr = %

] +oo
£(0) = / T(2)Qo(dz) = /O 22 0 exp(—0x)da = 932

m Les estimateurs des moments associés sont les solutions respectives des équations
N _ 2 1= oo
ew):@:ﬁz;xi et e(ﬁ):@:E;Xi.
1= —

m Ces équations ont des solutions uniques :

Qn,l —

S|
g
Il
—
e
(0]
—t
D>
3
IS
I
N\
3|~
IR
—
>
)
N
_
~
N
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c. Méthode des moments - Mise en pratique - loi exponentielle
2

Considérons les fonctions T'(z) = = et T(z) = z°.

—+o0
e(0) = /T(x)(@g(dx) :/0 x Oexp(—fOx)dr = %

] +oo
£(0) = / T(2)Qo(dz) = /O 22 0 exp(—0x)da = 932

m Les estimateurs des moments associés sont les solutions respectives des équations
N _ 2 1= oo
ew):@:ﬁz;xi et e(ﬁ):@:E;Xi.
1= —

m Ces équations ont des solutions uniques :

1 R 2 1/2
et 0,- = )
7'1 ) a ( % Z’?:l X’L2)

Qn,l —

S|~
N
Il

[

/AN Multiples EMM !
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c. Méthode des moments - Mise en pratique - loi exponentielle
2

Considérons les fonctions T'(z) = = et T(z) = z°.

—+o0
e(0) = /T(x)(@g(dx) :/0 x Oexp(—fOx)dr = %

] +oo
£(0) = / T(2)Qo(dz) = /O 22 0 exp(—0x)da = 932

m Les estimateurs des moments associés sont les solutions respectives des équations

1 1< . 2 1 —
ew):@:ﬁZXi et 6(79):@:52)(@-2.
=1 =1

m Ces équations ont des solutions uniques :

Qn,l —

1 X 9 1/2
= et Qn,g = ( = ) .
Zi:l Xi % Zi:l X¢2

3=

/AN Multiples EMM ! On ne dit pas “I'EMM”,
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c. Méthode des moments - Mise en pratique - loi exponentielle

Considérons les fonctions T'(z) = = et T(z) = z°.

—+o0
e(0) = /T(x)(@g(dx) :/0 x Oexp(—fOx)dr = %

] +oo
£(0) = / T(2)Qo(dz) = /O 22 0 exp(—0x)da = 932

m Les estimateurs des moments associés sont les solutions respectives des équations
N _ 2 1= oo
6(19):5:52)@ et 6(19):@:5;)(@-.
1= —

m Ces équations ont des solutions uniques :

R 1 R 9 1/2
Qn — et Qn = .
! % Z?:l X ? ( % Z?:l XZ2)

AN\ Multiples EMM ! On ne dit pas “I'EMM”, mais un EMM, ou I'EMM associé & un moment 7.
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5 _ 5 _ 1/2
Figure — Comparaison des performances des estimateurs 0,7 = 1/(n™ 1 >0 | X;) et O 2 = (2/(n~ 1 350, X2))
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Figure — Comparaison des performances des estimateurs én,l =1/(n" 130 | X)) et én,z = (2/(n_1 i XiQ))l/2
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c. Méthode des moments - Mise en pratique - loi uniforme |a, D]

Modéle simple utilisé pour représenter une variable aléatoire bornée dans un intervalle
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c. Méthode des moments - Mise en pratique - loi uniforme |a, D]

Modéle simple utilisé pour représenter une variable aléatoire bornée dans un intervalle
m Observations X71,..., X, i.i.d. de loi uniforme sur [a,b] ot le paramétre est § = (a,b) € © = {(a,b) € R? : a < b}
m Densité : pg(x) = ﬁl{agxgb} :
m Considérons les fonctions T'(z) = z et T(z) = z2. On a les moments exacts :
a-+b b3 — a3 a? + ab + b2

() =BplX]= "7, el0) =Eelx?) = gpm e =
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c. Méthode des moments - Mise en pratique - loi uniforme |a, D]

Modéle simple utilisé pour représenter une variable aléatoire bornée dans un intervalle
m Observations X71,..., X, i.i.d. de loi uniforme sur [a,b] ot le paramétre est § = (a,b) € © = {(a,b) € R? : a < b}
T 1
m Densité : pg(z) = ;== Lia<z<t) -
m Considérons les fonctions T'(z) = z et T(z) = z2. On a les moments exacts :

a-+b b?’—a3_aQ—I-ab—l-b2

(0) =EolX]= "7, e0) =Bg[X? = s =

m Les estimateurs des moments sont définis comme solutions des équations

1 ~ a’+ab+b
6(19) _ (J,;b — E ZX’M 6(79) _ + l«H _ ZX2
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c. Méthode des moments - Mise en pratique - loi uniforme |a, D]

Modéle simple utilisé pour représenter une variable aléatoire bornée dans un intervalle
m Observations X71,..., X, i.i.d. de loi uniforme sur [a,b] ot le paramétre est § = (a,b) € © = {(a,b) € R? : a < b}

Densité : pg(.’]}) = ﬁl{agxgb} .

m Considérons les fonctions T'(z) = z et T(z) = z2. On a les moments exacts :
a-+b B 9 b3 — a3 a? + ab + b2
(0) = Bg[X] = : (0) = Ep[X2] = — .
() =BolX] =T a0 = Eelx? = :

m Les estimateurs des moments sont définis comme solutions des équations

1 ~ a’+ab+b
6(19) _ (J,;b — E ZX’M 6(79) _ + l«H _ ZX2
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c. Méthode des moments - Mise en pratique - loi uniforme |a, D]

Modéle simple utilisé pour représenter une variable aléatoire bornée dans un intervalle
m Observations X71,..., X, i.i.d. de loi uniforme sur [a,b] ot le paramétre est § = (a,b) € © = {(a,b) € R? : a < b}

Densité : pg({]}) = ﬁl{agmgb} .

m Considérons les fonctions T'(z) = z et T(z) = z2. On a les moments exacts :
a-+b B 9 b3 — a3 a? + ab + b2
(0) = Bg[X] = : (0) = Ep[X2] = — .
() =BolX] =T a0 = Eelx? = :

m Les estimateurs des moments sont définis comme solutions des équations

1 ~ a’+ab+b
6(19) _ a;b — E ZX’M 8(79) _ + l«H _ ZX2

m En posant s =a + b et p = ab, on obtient

8 = 2X p,

et G, < by, sont les racines de t2 — §,t + pn, = 0 (calcul détaillé dans le polycopié).
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c. Méthode des moments - Mise en pratique - loi uniforme |a, D]

Modéle simple utilisé pour représenter une variable aléatoire bornée dans un intervalle

m Observations X71,..., X, i.i.d. de loi uniforme sur [a,b] ot le paramétre est § = (a,b) € © = {(a,b) € R? : a < b}

m Densité : pg(x) = ﬁl{agmgb} :

m Considérons les fonctions T'(z) = z et T(z) = z2. On a les moments exacts :
a-+b B 9 b3 — a3 a? + ab + b2
(0) = Bg[X] = : (0) = Ep[X2] = — .
() =BolX] =T a0 = Eelx? = :

m Les estimateurs des moments sont définis comme solutions des équations

6(19) _ (1+b ZX’H 5(19) _ a +ab~|»b _ ZX2

m En posant s =a + b et p = ab, on obtient

Sn =2Xn,
et an < by, sont les racines de t2 — §,t + pn, = 0 (calcul détaillé dans le polycopié).

N |ci, plusieurs moments sont nécessaires pour identifier les deux paramétres a et b.
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d. Méthode des moments - Propriété théorique - Convergence des moments

m Résultat 1 : (cas d = 1) Si pour tout 6 on a

o [1%(0)] = [ T*(@)Q(ds) < o0,

X
o (

alors,
n

'y T(X;) - e(f)

j=1

zs> Uiy

ne?

ou
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d. Méthode des moments - Propriété théorique - Convergence des moments

m Résultat 1 : (cas d = 1) Si pour tout 6 on a

o [1%(0)] = [ T*(@)Q(ds) < o0,

X
o (

alors,
n

n~' Y T(X;) —e(6)

j=1

ne?

2
zs> Al
ou

Donc si én EMM associé a T,
Py (‘e(én) - 6(9)] >e) < T

ne?

m Résultat 2 : si Eq[|7(X1)|] < oo, la loi (fatste) des grands nombres donne n~! > i T(X;) Fo—pyob e(0) .

pmk I Fs
6
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d. Méthode des moments - Propriété théorique - Convergence des moments

m Résultat 1 : (cas d = 1) Si pour tout 6 on a

o [1%(0)] = [ T*(@)Q(ds) < o0,

X

alors,

ou

Donc si én EMM associé a T,
Py (‘e(én) - 6(9)] >e) < T

ne?
m Résultat 2 : si Ey[|7(X1)|] < oo, la loi (faible) des grands nombres donne n~* > i T(X;) Fo—pyob e(0) .
Donc si 8,, EMM associé a T,
e(0n) " e (0) .
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d. Méthode des moments - Propriété théorique - Convergence des moments

m Résultat 1 : (cas d = 1) Si pour tout 6 on a

o [1%(0)] = [ T*(@)Q(ds) < o0,

X

alors,

ou

Donc si én EMM associé a T,
Py (‘e(én) - e(e)] >e) < T

ne?
m Résultat 2 : si Ey[|7(X1)|] < oo, la loi (faible) des grands nombres donne n~* > i T(X;) Fo—pyob e(0) .
Donc si 8,, EMM associé a T,
e(0n) " e (0) .

Py —prob
—

¢ Si e est injective et si e ! est continue au point e(f), alors 8,, = e '(n' Y T(Xy)) 6.
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e. Méthode des moments - résumé et généralisation

Résume :
m L'estimateur des moments basé sur les statistiques T = (71,...,7T,) consiste a identifier les moments
empiriques et les moments exacts.

m L'estimateur des moments est la solution d'un systéme de d équations a d inconnues

n /{ N
Y IS w0, x) =0,  w(0,0)=T(x) — B[ T(X))] . ). 4 =(x,)
(e — "o
e® 5
m Trés souvent, pour un paramétre unidimensionnel, une seule fonction de moment suffit. ii '(K.-I ~e(9/

m Les EMM ont des propriétés de convergence qui découlent de la LGN et du TCL. - o

Extension

m || est souvent intéressant de considérer des estimateurs définis comme solution de systémes d'équations mais
pour des fonctions d'estimation 7 plus générales.

m Une telle approche est appelée la méthode des Z-estimateurs.

+ Une partie de ces propriétés se démontre directement pour les Z-estimateurs.
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/-estimateur

| Deéfinition : Z-estimateur

m Soit Xi,..., X, un n-échantillon du modéle (X, X, {Qy, 6 € ©}) avec © C R?.

m Soient ¢, : © x X - R, 7 =1,...,d des fonctions mesurables telles que, pour tout 6 € O et tout j,
Eo[|1;(0, X1)|] < oo et

Eo[th(0, X1)] = Oax1, %= (¥1,....%4) .
m On appelle Z-estimateur associé a 1) tout estimateur 0,, vérifiant

U,(0,) =0, ot W,(9)= %ZM&X@)
1=1
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Exemple de Z-estimateur (non EMM) - Modeéle de translation

m Soit (X1,...,Xy,) un n-échantillon du modéle
avec gg(x) = f(z — 0) , ol f est une densité de probabilité paire : f(z) = f(—=x). C]Q
,\
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Exemple de Z-estimateur (non EMM) - Modeéle de translation

m Soit (X1,...,Xy) un n-échantillon du modéle
{qe - dp, 6 €©=R}
avec qg(x) = f(xz — 6) , ol f est une densité de probabilité paire : f(z) = f(—=x).
m Exemple : loi gaussienne centrée réduite translatée de 6.
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Exemple de Z-estimateur (non EMM) - Modeéle de translation

fori . j . AowL\Sous,-

m Soit (X1,...,Xy,) un n-échantillon du modéle
{qo - dp, 0 € ©=R}

avec qg(x) = f(xz — 6) , ol f est une densité de probabilité paire .

f(—a). y—. bk cod

Médiane empirique )

m Deux choix de fonctions d'estimation 1 sont possibles_:

Moyenne empirique :

Y, x) =z —0 Y (0, z) = signe(x — 0)
Si [ |z|f(x)dz < oo :
Eg[X1 — 0] = / (x —0)f(x —0)dx Eg[signe(X —0)] = / signe(z — 0) f(z — 0) dz
¢
= /zf(z) dz =0 (parité de f) = /signe(z)f(z) dz =0
N . L1 n N _
Z- estim : %Z?:l Y(On,X;) =0 Z- estim x Do Y(0n, X;) =0
A Solution 0, = med(X1,...,Xy) : toute médiane
Solution 6,, = %Z?Zl X;. empirique est un Z-estimateur.
n rc\'f
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Exemple de Z-estimateur (non EMM) - Modeéle de translation

m Soit (X1,...,Xy,) un n-échantillon du modéle
{qo - dp, 0 € ©=R}
avec qp(x) = f(x — 6) , ol f est une densité de probabilité paire : f(z) = f(—=x).

m Deux choix de fonctions d'estimation 1 sont possibles :

Moyenne empirique : Médiane empirique :
Y@, x) =z —0 Y (0, ) = signe(x — 0)
Si [ |z|f(x)dz < oo :
Eg[X1 — 0] = /(CE —0)f(z — 60)da Eg[signe(X — 0)] = /signe(x —0)f(x —0)dx
= /zf(z) dz =0 (parité de f) = /signe(z)f(z) dz =0
A~ SR | 2) —
Z- estim : %2?21 Y(On,X;) =0 Z- estim x Yo Y(0n, X;) =0
A Solution 0, = med(X1,...,Xy) : toute médiane
Solution 6,, = %2?21 X;. empirique est un Z-estimateur.

« Ainsi, la moyenne empirique est un estimateur des moments, tandis que la médiane empirique est un Z-estimateur mais
pas un estimateur des moments.
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Maximum de vraisemblance
m Intuition
m Définitions
m Exemples
m Quelques propriétés de I'E.M.V.
m Comprendre le M.V.
m Résumé et généralisation - EMV M-estimateur
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a. Intuition de 'EMV - Exemple 1

+ Le terme de vraisemblance est transparent : on se demande quelle valeur du paramétre rendrait nos
observations les plus vraisemblables.

Considérons un modéle gaussien {N (u,1)®", u € R}
J'observe les valeurs : X7 = 180, X5 = 170, X3 = 155, 172, 183, 194, 164, ...
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J'observe les valeurs : X7 = 180, X5 = 170, X3 = 155, 172, 183, 194, 164, ...

Est-il vraisemblable que =107 que p = 2007
Quel paramétre rend |'observation la plus vraisemblable ?
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a. Intuition de 'EMV - Exemple 1

+ Le terme de vraisemblance est transparent : on se demande quelle valeur du paramétre rendrait nos
observations les plus vraisemblables.

Considérons un modéle gaussien {N (u,1)®", u € R}
J'observe les valeurs : X7 = 180, X5 = 170, X3 = 155, 172, 183, 194, 164, ...

Est-il vraisemblable que =107 que p = 2007
Quel paramétre rend |'observation la plus vraisemblable ?

- . - - A LFV
Si j'ai une seule observation ? X

= 474 <~ 1?1

1 ne
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a. Intuition de 'EMV - Exemple 1

+ Le terme de vraisemblance est transparent : on se demande quelle valeur du paramétre rendrait nos

observations les plus vraisemblables.

Considérons un modéle gaussien {N (u,1)®", u € R}

J'observe les valeurs : X7 = 180, X5 = 170, X3 = 155, 172, 183, 194, 164, ...

Est-il vraisemblable que =107 que p = 2007
Quel paramétre rend |'observation la plus vraisemblable ?

Si j'ai une seule observation ?

Si j'ai plusieurs observations ? ’ét’hv X
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a. Intuition de 'EMV - Exemple 2

Considérons le modéle uniforme {14([0,6])®™,0 € R*.}
J'observe les valeurs : X1 =8, Xo =7, ... 11, 17, 2, 5, 14, ...
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a. Intuition de 'EMV - Exemple 2

Considérons le modéle uniforme {14([0,6])®™,0 € R*.}
J'observe les valeurs : X1 =8, Xo =7, ... 11, 17, 2, 5, 14, ...

Est-il vraisemblable que 6 =57 que § = 177 que 8 = 1007

Quel paramétre rend |'observation la plus vraisemblable ? A
9/\ ( IO ﬂ-l.... — ><|'v\n‘o.g
Si j'ai une seule observation? . >
K; = 10 a1t /’//, kcL
A
\) e*v
Qv\ > 1O F1n Mo vie'g
g

AL:ﬂoll ovee 69
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a. Intuition de 'EMV - Exemple 2

Considérons le modéle uniforme {14([0,6])®™,0 € R*.}
J'observe les valeurs : X1 =8, Xo =7, ... 11, 17, 2, 5, 14, ...

Est-il vraisemblable que 6 =57 que § = 177 que 8 = 1007
Quel paramétre rend |'observation la plus vraisemblable ?

Si j'ai une seule observation?
Si j'ai plusieurs observations ?

h@/\: lkcnx'

thv Czfa

Modéle a densité —
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b. Définitions - Vraisemblance el B © s Aoty

Définition : Vraisemblance

Soit (X1,...,X,) un n-échantillon du modéle
(X,X,{QQ R 0 € @})
-t
On appelle fonction de vraisemblance (ou vraisemblance) associée au n-échantillon (X1,..., X,,) I'application

9 €O —Ln(9,X1,..., Xn) =] [ o (X0).
1=1

N

&nmut d. r\-vrQl' »- ()&..X)

= 71‘8 (7(,. Xﬁ)




b. Définitions - Vraisemblance

Définition : Vraisemblance

Soit (X1,...,X,) un n-échantillon du modéle
(X, X, {qo - p1, 0 € ©})
On appelle fonction de vraisemblance (ou vraisemblance) associée au n-échantillon (X1,..., X,,) I'application

On appelle estimateur du maximum de vraisemblance tout estimateur

9 €O —Ln(9,X1,...,Xn) =] [ o (X0).
1=1

OMV satisfaisant

oMY ¢ arg max L, (¢, X1,..., X5).
DeEO

5‘: Cmv Q’R-S(Q
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b. Définitions - Log-Vraisemblance

Définition : Log-Vraisemblance

Soit (X1,...,X,) un n-échantillon du modéle
X, X, {q0 -1, 6 € O})
ol . est une mesure o-finie. La log-vraisemblance normalisée est |'application

1 1
Il (0. X0, X)) = —logLn(9, X1, Xn) = — 3 logga(Xi),
=1
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b. Définitions - Log-Vraisemblance

Définition : Log-Vraisemblance

Soit (X1,...,X,) un n-échantillon du modéle
(X,X,{QQ " 0 € ®})

ol . est une mesure o-finie. La log-vraisemblance normalisée est |'application

1 1 <
sl (0, X1, X)) = = logLn (0, X1, ..., Xn) = = 3 1 X)),
(¢, Xa ) = —logLn(d, X3 ) n;Og%( )
En posant log 0 = —oc, on pourra parler de log-vraisemblance (normalisée) en toute généralité. Bien entendu, on

a .

A~

oY ¢ arg max £, (9, X1,...,X,).
DEO
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c Exemples. Modéle exponentiel

o (x):® AL

Z—\(8/)(""’ Y") i} |—‘|:rf 6 ;9{;

n -0 é)(;
= e v

(0, x) 4(ndeg©) -0 K, _
mer. pge = O A N 4
» ey . £ _o=x 0 -]
° 7 ;oox.
e T}/ X
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c Exemples : Modeéle Bernoulli HOQ\I - 0

8)( (4‘ 9)4

X

fglﬂ P

Ps(’l> = S Pﬁ(O) - 4—@

/




c. Exemples : Loi de Poisson

Pour 6§ € © = R",, nous appelons loi de Poisson de paramétre 6, la loi de densité par rapport a la mesure de
comptage

qg(x):e_em—, reN 0 eRL.

1. Si toutes les observations sont nulles, la fonction décroit sur Rj_ et I'estimateur n’'est pas défini.
23 /47



c. Exemples : Loi de Poisson

Pour 6§ € © = R",, nous appelons loi de Poisson de paramétre 6, la loi de densité par rapport a la mesure de
comptage

x

qe(fL‘)Ze_QH—, reN,feR: .

x!
Soit X1,..., X, un n-échantillon d'une loi de Poisson de paramétre 6. La vraisemblance s'écrit alors, pour tout
¥ > 0,
Ln(YP, X1,...,Xy) = He_ﬁﬁxz = ! exp (—nd + nlog(?)Xn) .
R . | LEp o "

1. Si toutes les observations sont nulles, la fonction décroit sur Ri et I'estimateur n’'est pas défini.
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c. Exemples : Loi de Poisson

Pour 6§ € © = R",, nous appelons loi de Poisson de paramétre 6, la loi de densité par rapport a la mesure de
comptage

x

_9 *
qgo(x) = e 95, reN,OeR, .

Soit X1,..., X, un n-échantillon d'une loi de Poisson de paramétre 6. La vraisemblance s'écrit alors, pour tout

¥ > 0,

e
X' T, X!

Ln(9, X1,...,Xy) = He exp (—nd + nlog(?)Xn) .
i=1

—1 noX;! _
ln (9, X1,...,X,) = l1ogLn(q9,X1,...,Xn) _ “los(Licy XY — 9 +log(¥) X, .
n n

1. Si toutes les observations sont nulles, la fonction décroit sur Ri et I'estimateur n’'est pas défini.
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c. Exemples : Loi de Poisson

Pour 6§ € © = R",, nous appelons loi de Poisson de paramétre 6, la loi de densité par rapport a la mesure de
comptage

x

0 x
qgo(x) = e 95, reN,OeR, .

Soit X1,..., X, un n-échantillon d'une loi de Poisson de paramétre 6. La vraisemblance s'écrit alors, pour tout
¥ > 0,
Ln(YP, X1,...,Xy) = I_Ie_19 v = ! exp (—nd + nlog(?)Xn) .
) ) y AAn 11 Xz' H?:l Xz'

—1 noX;! _
ln (9, X1,...,X,) = 1 log L (9, X1,...,X,) = oglllioy XiD) ¥ + log(¥) Xn .
n n

En isolant ce qui ne dépend pas de ¢ et en considérant /,, plutdét que L,,, on constate que |'estimateur du
maximum de vraisemblance (fonction concave, dérivée nulle) est donné par’

Xn = n_l in .
1=1

1. Si toutes les observations sont nulles, la fonction décroit sur Ri et I'estimateur n’'est pas défini.
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c. Exemples : Loi de Poisson

Pour 6§ € © = R",, nous appelons loi de Poisson de paramétre 6, la loi de densité par rapport a la mesure de
comptage

x

0 x
qgo(x) = e 95, reN,OeR, .

Soit X1,..., X, un n-échantillon d'une loi de Poisson de paramétre 6. La vraisemblance s'écrit alors, pour tout
9 >0,

e
X! T, X!

Ln(9, X1,...,Xy) = He exp (—nd + nlog(?)Xn) .
i=1

—1 noX;! _
ln (9, X1,...,X,) = 1 log L (9, X1,...,X,) = oglllioy XiD) ¥ + log(¥) Xn .
n n

En isolant ce qui ne dépend pas de ¢ et en considérant /,, plutdét que L,,, on constate que |'estimateur du
maximum de vraisemblance (fonction concave, dérivée nulle) est donné par’

n _/\fﬁ\/ i
Xn = n_l ZXZ . — @ = K
i=1

Pa N

« Une fois encore, on remarque que I'EMV correspond a un EMM simple !

Clest un phénomeéne typique par exemple pour la famille exponentielle (canonique) - cf exo 3 PC 2! v

1. Si toutes les observations sont nulles, la fonction décroit sur Ri et I'estimateur n’'est pas défini.
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Equations de vraisemblance

Si le maximum de 9 — /,,(19) est atteint en un point intérieur de © ou /,, est différentiable, alors

v19 €n<197X17---;Xn)|19:é?1£/[V = O .

Ceci fournit un systéeme de d équations si © C R.

Définition : Equations de vraisemblance

Le systéme d’équations Vy £, (9, X1,..., Xn)|y_smv = O est appelé systéme des équations de vraisemblance.
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Equations de vraisemblance

Si le maximum de 9 > /,,(19) est atteint en un point intérieur de © ou /,, est différentiable, alors

v19 €n<19,X1,...,Xn) ﬁ:é#z/[v = O .

Ceci fournit un systéeme de d équations si © C R.

Définition : Equations de vraisemblance

Le systéme d’équations Vy £, (9, X1,..., Xn)|y_smv = O est appelé systéme des équations de vraisemblance.

L'estimateur du maximum de vraisemblance est donc obtenu soit
m en résolvant un probléme d’optimisation, /J.’rerl; - gewo Q ch)

m en résolvant un systéme d'équations, le plus souvent non linéaires (en vérifiant que la solution retenue est
bien un maximum global !).

Sauf dans les modeéles simples (voir le modéle statistique des lois de Poisson par exemple), ces estimateurs ne
sont pas explicites.
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c. Exemples : moyenne et variance d'une gaussienne

Soit X1,..., X, un n-échantillon de loi N'(;1,0%) de densité

f(0,z) = (2rc?) Y exp (— 5oz ( —,uJ)Q) , 0= (u,0°) €O =R xR} .
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c. Exemples : moyenne et variance d'une gaussienne

Soit X1,..., X, un n-échantillon de loi N'(;1,0%) de densité
f(0,z) = (2rc?) Y exp (— 5oz (z — ,u)Q) , = (n,0°) €© =R x R .

La log-vraisemblance normalisée associée s'écrit

1 1
b (1,0%), X1y, Xp) = —§log(27ra2) — D (X —p)?.
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c. Exemples : moyenne et variance d'une gaussienne

Soit X1,..., X, un n-échantillon de loi N'(;1,0%) de densité

f(0,z) = (2rc?) Y exp (— 5oz (z — u)z) : = (1, 0°) €© =R xR} .

La log-vraisemblance normalisée associée s'écrit

1 1
b (1, 0°), X1, ., Xn) = _§1og(27r02) — D (X —p)?.

2no?
=1
Les dérivées partielles s'écrivent

Y 2 1 <

o (o) Xa X)) = ) (e
< i= .

%((M702>7X17---7Xn) — - ! + ! Z(Xi_,u)27
| 97 202 2no*

et les équations de vraisemblance consistent a les annuler toutes les deux.
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c. Exemples : moyenne et variance d'une gaussienne

Soit X1,..., X, un n-échantillon de loi N'(;1,0%) de densité

f(0,z) = (2rc?) Y exp (— 5oz (z — ,u)Z) : = (1, 0°) €© =R xR} .

La log-vraisemblance normalisée associée s'écrit

1 1
b (1, 0°), X1, ., Xn) = —§log(27ra2) — D (X —p)?.

2no? 4
=1
Les dérivées partielles s'écrivent
Y 2 1 <
o (o) Xa X)) = ) (e
\ = "
%((M7O—2>7X17"'7Xn) - = ! + ! Z(XZ_ILL)27
. 202  2no?

\ =1

et les équations de vraisemblance consistent a les annuler toutes les deux. Pour n > 2, 'E.M.V. est unique et

donné par
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c. Exemples : modéle non-différentiable - Modéle uniforme

m Soit (X1,...,X,) un n-échantillon de la loi uniforme sur [0, 6], ou § € ©® = R de densité par rapport a la
mesure de Lebesgue :

£(0,2) = £1p0.0(x).

26 /47



c. Exemples : modéle non-différentiable - Modéle uniforme

m Soit (X1,...,X,) un n-échantillon de la loi uniforme sur [0, 6], ou § € ©® = R de densité par rapport a la
mesure de Lebesgue :

f0.0)= g ¥ & O

m Les observations étant positives Py-presque siirement, la condition « X; € [0, 9] pour tout ¢ » équivaut a
Xn.n < et la vraisemblance s'écrit

1 —n
Ln(9, X1,., Xp) = = [ Li0,01(X:) =0 "Lx,.... o0 (D),
— i=1 T— -
ou
Xnin = ._rglax X;.
14 4 - _4_ Al
5 <6 % 6 k<G
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c. Exemples : modéle non-différentiable - Modéle uniforme

m Soit (X1,...,X,) un n-échantillon de la loi uniforme sur [0, 6], ou § € ©® = R de densité par rapport a la
mesure de Lebesgue :

£(0,2) = £1p0.0(x).

m Les observations étant positives Py-presque siirement, la condition « X; € [0, 9] pour tout ¢ » équivaut a
Xn.n < et la vraisemblance s'écrit

1 —n
L?’L(ﬁ7 Xl) s 7Xn) - w H ]]-[Oaﬁ] (Xl) — ?9 ]]'[Xn:ny‘f‘oo[(ﬁ)’
i=1
ou
Xnin = ._r{lax X;.
m La valeur maximale de L,, (9, X1, ..., X,,) est obtenue pour ¥ = X,,.,, :

n MV
en = Xn;n.
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c. Exemples : modéle non-différentiable - Modéle uniforme

m Soit (X1,...,X,) un n-échantillon de la loi uniforme sur [0, 6], ou § € ©® = R de densité par rapport a la
mesure de Lebesgue :

£(0,2) = £1p0.0(x).

m Les observations étant positives Py-presque siirement, la condition « X; € [0, 9] pour tout ¢ » équivaut a
Xn.n < et la vraisemblance s'écrit

L?’L(ﬁ7 Xl) s 7Xn) - w H ]]-[Oaﬁ] (Xl) — ﬁ_n]]'[Xn:ny‘f‘oo[(ﬁ)’
i=1
ou
Xnin = ._r{lax X;.
m La valeur maximale de L,, (9, X1, ..., X,,) est obtenue pour ¥ = X,,.,, :

n MV
en = Xn;n.

m En revanche, la fonction L,, n'est pas dérivable en X,,.,,, et la log-vraisemblance vaut —oo sur 0, X,,.,,|.
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Résumé EMV

Méthode : Explicitation de 'EMV (si possible)

Ecrire la densité gy par rapport a la mesure dominante, puis la vraisemblance L,, () = [T, qo(Xs)
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Cas 1 : modéles « réguliers » (gaussien, de Poisson, exponentiel, Gamma, de Bernoulli) :
a. Ecrire la log-vraisemblance
b. Trouver les points critiques
(résoudre le systéme si besoin)
c. Vérifier que le point critique est un maximum.

27 /47
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Résumé EMV

Méthode : Explicitation de 'EMV (si possible)

Ecrire la densité gy par rapport a la mesure dominante, puis la vraisemblance L,, () = [T, qo(Xs)

Cas 1 : modéles « réguliers » (gaussien, de Poisson, exponentiel, Gamma, de Bernoulli) :
a. Ecrire la log-vraisemblance
b. Trouver les points critiques
(résoudre le systéme si besoin)
c. Vérifier que le point critique est un maximum. @

Cas 2 : Modéles non réguliers (Uniforme par exemple)
a. Déterminer le maximum directement.

A\ Ne pas essayer de différencier!!!
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Résumé EMV

Méthode : Explicitation de 'EMV (si possible)

Ecrire la densité gy par rapport a la mesure dominante, puis la vraisemblance L,, () = [T, qo(Xs)

Cas 1 : modéles « réguliers » (gaussien, de Poisson, exponentiel, Gamma, de Bernoulli) :
a. Ecrire la log-vraisemblance
b. Trouver les points critiques
(résoudre le systéme si besoin)
c. Vérifier que le point critique est un maximum.

Cas 2 : Modéles non réguliers (Uniforme par exemple)
a. Déterminer le maximum directement.

M\ Ne pas essayer de différencier! ! /

What's next :
Quelques warnings

Eléments théoriques
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Warning 1 : I'E.M.V. n'est pas toujours défini (a wir & U m,.s,,)

m Soit (X1,...,X,) un n-échantillon de variables aléatoires réelles de loi de densité {fo(z —0),0 € © = R}
par rapport a la mesure de Lebesgue ou

m La fonction de vraisemblance s'écrit

Ln(9,X1,...,Xn) = [ [ fo(Xi — 9).

m Pourtouti=1,....n,ona
lim L, (9, X1,...,X,) = 400,

m Pour cette expérience statistique, |'estimateur du maximum de vraisemblance n'est pas défini.
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Warning 2 : I' E.IM.V. n'est pas toujours unique (a wir e N-‘N.Su)

m Soit (X1,...,X,,) un n-échantillon de la loi de Laplace de paramétre § € © = R, dont la densité par
rapport a la mesure de Lebesgue est donnée par
1
do(z) = 3 exp (— |z~ 0)),

m La log-vraisemblance normalisée est donnée par

(9, X1, ... Xn) = —log(2) — % SO X -9
=1

m Maximiser
V=l (9, X1, ..., X»n)

revient 3 minimiser la fonction

19|—>§:]Xi—19\.
1=1
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Warning 2 : 'E.M.V. n’est pas toujours unique (a wir & b M.s,,)

m Cette fonction est dérivable presque partout, de dérivée

n

— Z signe(X; — 9) .

i=1
La dérivée (définie presque partout) est constante par morceaux.

m Si n est impair, la dérivée s'annule en un point unique,

X(n+1)/2:n

, qui est la médiane empirique et |'unique maximum de la vraisemblance, ou X;., < ... < X,,.,, désigne la
statistique d'ordre associée a I'échantillon (voir les statistiques d'ordre, chapitre 1 du polycopié)

m Si n est pair, il y a une infinité de solutions : tout point de l'intervalle fermé

[Xn/Q:na Xn/Q—{—l:n]

est un estimateur du maximum de vraisemblance.
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Pour le modéle de Laplace translatée de paramétre § = 1, fonction ¢ — > " | |X; — ¥|, dont les minimiseurs
sont les estimateurs du maximum de vraisemblance, pour n = 50 (a gauche) et n = 51 (a droite). A gauche, le
plateau de minimiseurs est visible.

59.2
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45.2
I

59.1
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59.0
I
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448
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58.8
I

446
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ooooo
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L'E.M.V. est invariant par changement de paramétrisation (a wir e b W-‘".ch)

m Soit {Py : 6 € ©} un modéle paramétrique dominé.

—

m (G une transformation bijective de © sur G(O) = =.

m Pour tout § € E, posons Q¢ = IP;—1(¢) et considérons le modele statistique {Q¢ : £ € =}.

Proposition : Invariance par reparamétrisation

Si OMV est un E.M.V. pour le modéle {Py : 6 € O}, alors £, = G(6Y) est un E.M.V. pour le modéle
{Qc - £€E}
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L'E.M.V. est invariant par changement de paramétrisation

m Soit {Py : 6 € ©} un modéle paramétrique dominé.
m (G une transformation bijective de © sur G(O) = =.

m Pour tout § € E, posons Q¢ = IP;—1(¢) et considérons le modele statistique {Q¢ : £ € =}.

Proposition : Invariance par reparamétrisation

Si OMV est un E.M.V. pour le modéle {Py : 6 € O}, alors £, = G(6Y) est un E.M.V. pour le modéle
{Qc - £€E}

Exemple : Modéle gaussien : variance ou écart type

m Considérons le modéle gaussien paramétré en moyenne-variance 6 = (u,0?) € © = R x RY .
m L'E.M.V. pour ce modéle est i, = X,, =n~ 13" | X;, 62 =n"13" (X;— Xpn)?

m Considérons le modéle gaussien paramétré en moyenne-écart type § = (u,0) € E =R X R7.
m La fonction G : © — =, (i, 0?) — (u, Vo?) est une bijection de © sur = .

m L'EM.V. pour fest i =X =n—"1 Yo Xi, 6= (n_l > i (X — X)2)1/2 :
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Comprendre le M.V. - Intuition

m Soit X1,...,X,, un n-échantillon du modéle stat. (X, X, {qo - n, 0 € O}).
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m Soit X1,...,X,, un n-échantillon du modéle stat. (X, X, {qo - n, 0 € O}).

m Dans la suite, pour ne pas se perdre :
0% paramétre « hypothése » : la valeur sous laquelle les observations sont tirées, on travaille sous Py«

ég 7~ paramétre libre : la variable par rapport a laquelle on exprime L, (}) et on maximise

33 /47



Comprendre le M.V. - Intuition

m Soit X1,..., X, un n-échantillon du modéle stat. (X, X, {qo - n, 0 € O}).
m Dans la suite, pour ne pas se perdre :

0* — paramétre « hypothése » : la valeur sous laquelle les observations sont tirées, on travaille sous Py«
¥ — paramétre libre : la variable par rapport a laquelle on exprime L,, (1) et on maximise

m La loi (faible) des grands nombres (sous hypothése d'intégrabilité) montre que, pour tous ¥, 0* € ©, sous P,

_ ° Ppx —prob
ln(¥9) =n"" g log s (X)) O =="" g+ [log gs (X1)]
1=1

C
X, <P
9-il'
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Comprendre le M.V. - Intuition
m Soit X1,...,X,, un n-échantillon du modéle stat. (X, X, {qo - n, 0 € O}).

m Dans la suite, pour ne pas se perdre :

0* — paramétre « hypothése » : la valeur sous laquelle les observations sont tirées, on travaille sous Py«
¥ — paramétre libre : la variable par rapport a laquelle on exprime L,, (1) et on maximise

m La loi (faible) des grands nombres (sous hypothése d'intégrabilité) montre que, pour tous ¥, 0* € ©, sous P,
_ - Pypx —prob
ln(¥9) =n"" Zlog g (Xi) =" Eg+ [log qs (X1)]
i=1

L'espérance est sous la loi des observations, i.e. la loi de densité ¢(0%,.).
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m La loi (faible) des grands nombres (sous hypothése d'intégrabilité) montre que, pour tous ¥, 0* € ©, sous P,

* —prob

- P
ln(9) =n 1210gq19(X¢) "— " Eg+[log qu(X1)]
1=1

L'espérance est sous la loi des observations, i.e. la loi de densité ¢(0%,.).
m La suite {0,"Y,n € N} maximise ¥ — £, (9, X1,...,X,).
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m Dans la suite, pour ne pas se perdre :
0* — paramétre « hypothése » : la valeur sous laquelle les observations sont tirées, on travaille sous Py«
¥ — paramétre libre : la variable par rapport a laquelle on exprime L,, (1) et on maximise

m La loi (faible) des grands nombres (sous hypothése d'intégrabilité) montre que, pour tous ¥, 0* € ©, sous P,

* —prob

P P
En(’ﬁ) =N 1 ZlogQg(Xi) 0—) Eg* [logqlg(Xl)]
i=1
L'espérance est sous la loi des observations, i.e. la loi de densité ¢(0%,.).
m La suite {0,"Y,n € N} maximise ¥ — £, (9, X1,...,X,).

m Intuition : la suite {HA}L\W, n € N} converge vers

arg max Eg+ [log gy (X1)] .
ASIC)
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Comprendre le M.V. - Intuition

m Soit X1,...,X,, un n-échantillon du modéle stat. (X, X, {qo - n, 0 € O}).

m Dans la suite, pour ne pas se perdre :
0* — paramétre « hypothése » : la valeur sous laquelle les observations sont tirées, on travaille sous Py«
¥ — paramétre libre : la variable par rapport a laquelle on exprime L,, (1) et on maximise

m La loi (faible) des grands nombres (sous hypothése d'intégrabilité) montre que, pour tous ¥, 0* € ©, sous P,

* —prob

- P
ln(9) =n 1210gq19(X¢) "— " Eg+[log qu(X1)]
1=1

L'espérance est sous la loi des observations, i.e. la loi de densité ¢(0%,.).
m La suite {0,"Y,n € N} maximise ¥ — £, (9, X1,...,X,).
GMV
n

m Intuition : la suite { ,n € N} converge vers

arg max Eg+ [log gy (X1)] .
ASIC)

+« On pose
¥ — Mg"(ﬁ) = [Eg» [log qv (X)]

La fonction My~ est la limite de la log-vraisemblance; nous allons montrer qu’elle admet un maximum unique,

atteint en 6*.
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Vraie valeur ¢ — 0,62 Taille de I'échantillon n — 1 Valeur candidate ¥ — 0,32

() > @ ) e @)

Tracer, a partir des observations, les log-vraisemblances normalisées £, des tailles successives et

marquer leurs maxima 6, = X,

Observations z1,zs,...,z, (n = 1; 40 premiéres valeurs) — nombre de 1 observés : S, =1

1

La log-vraisemblance normalisée ¢, et sa limite La divergence ¥ — KL(Ber(6*), Ber(¥))

M, KL(Ber(8*), Ber(9)) = 6*log & + (1 — 6*) log =5 = My.(6*) — M,
En trait noir, M- ; au point ¥, I'écart vertical entre le , positive, nulle en ¥ = 6* seulement.

maximum Mjy+(6*) et Mpy-(9) est la divergence de KL(Ber(6*),Ber)

15
Kullback-Leibler. Les courbes des tailles précédentes

restent tracées, de la plus pale (n = 1) a la plus
soutenue (taille courante), sur le méme échantillon
emboité. 1

£,(9), Mg+ (9)
0

0,5

Mgs (6%)

.(6) /'/

O+ : P 1 (%) — £a(9)

1,139

KL(Ber(6*), Ber(?9)) X, maximum de ¢,
0,189 1

=3
=)

Mp(6*), maximum de M- Mip(9)
-0.664 -0.853 34 /46



Vraie valeur ¢ — 0,62 Taille de I'échantillon n — 4 Valeur candidate ¥ — 0,32

o—— =@ > c—
1 = I

1 1 | 1 I
¢ Résimuler

Tracer, a partir des observations, les log-vraisemblances normalisées £, des tailles successives et
marquer leurs maxima 6, = X,

Observations zj,zs,...,z, (n = 4 ; 40 premiéres valeurs) — nombre de 1 observés : S, = 3
1101

La log-vraisemblance normalisée ¢, et sa limite La divergence ¢ — KL(Ber(6*), Ber(¥))

M, KL(Ber(6*), Ber(9)) = 0*log & + (1 — 6*) log 18- = Mj.(6*) — M,
En trait noir, My ; au point 9, I'écart vertical entre le , positive, nulle en ¥ = * seulement.

maximum Mg+(6*) et Mg+(9) est la divergence de KL(ZBer(6*),Bery)

15

-
*

Kullback-Leibler. Les courbes des tailles précédentes

=S

restent tracées, de la plus péle (n = 1) a la plus
soutenue (taille courante), sur le méme échantillon

emboité. 1
4(0), Mpe 0)
0 1o* H
: 0, :
: 05 :
05 : :
____________________________ s ;
: =
11 : 0
H 0 0,4 0,6 0,8
: o
16 KL(Ber(6"), Ber(8)) X, maximum de £,
0,189 0,75
s :
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 =
. () — £a(9)
0,389

My(6*), maximum de M- Mqg(9)
-0,664 -0,853
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Vraie valeur ¢ — 0,62 Taille de I'échantillonn — 16 Valeur candidate ¥ — 0,32

o—— -0

& Résimuler

Tracer, a partir des observations, les log-vraisemblances normalisées £, des tailles successives et

marquer leurs maxima 6, = X,

Observations z1,z, . ..,z, (n = 16 ; 40 premiéres valeurs) — nombre de 1 observés : S, = 11
11011110010111180

La log-vraisemblance normalisée /, et sa limite La divergence ¥ — KL(Ber(6*), Ber(¥))
M, KL(Ber(6*), Ber(9)) = 6*log & + (1 — 6*) log 3= = Mj.(6*) — M,

En trait noir, M. ; au point 9, I'écart vertical entre le , positive, nulle en ¥ = 6* seulement.

maximum Mp-(6*) et My(9) est la divergence de KL(SBer(6*),Berg)
Kullback-Leibler. Les courbes des tailles précédentes BT
restent tracées, de la plus pale (n = 1) a la plus
soutenue (taille courante), sur le méme échantillon

emboité.

£,(9), Mg+ (0)
0

0,5

KL(Ber(6*), Ber(¥9)) X,,, maximum de £,
0,189 0,688

£n(Xp) — £a(®9)
0,283

My+(6%), maximum de Mp- Mo(9)
-0,664 -0,853 36 /46



Vraie valeur 6 — 0,62

.:

& Résimuler

o= =0

Taille de I'échantillon n — 1024  Valeur candidate 9 — 0,32

Tracer, a partir des observations, les log-vraisemblances normalisées £, des tailles successives et

marquer leurs maxima 6, = X,,

Observations z1,zs,...,z, (n = 1024 ; 40 premiéres valeurs) — nombre de 1 observés : S, = 640
1101111001011110011100100000001111101118090 ..

La log-vraisemblance normalisée /, et sa limite
M.
En trait noir, Mp- ; au point 9, I'écart vertical entre le
maximum Mj+(6*) et Mpy(9) est la divergence de
Kullback-Leibler. Les courbes des tailles précédentes
restent tracées, de la plus péle (n = 1) a la plus
soutenue (taille courante), sur le méme échantillon
emboité.
£,(9), Mg+ (9)
0

Mp(6*), maximum de Mp- Mp:(9)

-0,664 -0,853

La divergence ¥ — KL(Ber(6*), Ber(9))
KL(Ber(6"), Ber(9)) = 6*log & + (1 — 6*) log % = Mp(6*) — M,
, positive, nulle en ¥ = 6* seulement.

KL(Ber(6*),%Bery)
15 o

o
KL(Ber(6*), Ber(9)) X, maximum de £,
0,189 0,625

en(Xn) - [n(19)
0,195
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Divergence de Kullback-Leibler
On décompose : ¥ — Mg (9) := Eo+[log g9 (X1)]
_ qs(X1)
= [Kgx [log dor (X1)] + Eg+ [log go+ (X1)] -
— —KL(Qo, Qo) + Egs [log go- (X1)] ,  avec

39 /47



Divergence de Kullback-Leibler
On décompose : ¥ — Mg (9) := Eo+[log g9 (X1)]
_ qs(X1)
= [Kgx [log dor (X1)] + Eg+ [log go+ (X1)] -
- = KL(QQ* ) Qﬂ) + Eo~ [1Og qo~* (Xl)] ) avec

Définition : Divergence de Kullback-Leibler

Soient Py et P; deux probabilités définies sur un espace mesurable (X, X') admettant des densités fo et f1 par rapport
a une mesure o-finie p
On appelle divergence de Kullback—Leibler entre les distributions Py et P; la quantité

- fo(x)
KL(Po,Py) := /{a;: a0} fo(x)log (o)

p(dz) ,

avec la convention log(1/0) = +oo.
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Divergence de Kullback-Leibler (a wir = b rorser )
On décompose : ¥ — My (09) := Eg+[log qo (X1)]
_ q9(X1)
= [Kgx [log dor (X1)] + Eg+ [log go+ (X1)] -
= — KL(Q@* , Qg) + EQ* [10g qo* (Xl)] , avec

Définition : Divergence de Kullback-Leibler

Soient Py et P; deux probabilités définies sur un espace mesurable (X, X') admettant des densités fo et f1 par rapport
a une mesure o-finie p
On appelle divergence de Kullback—Leibler entre les distributions Py et P; la quantité

- fo(x)
KL(Po,Py) := /{x: a0} fo(x)log (o)

p(dz) ,

avec la convention log(1/0) = +oo.

La divergence de Kullback-Leibler est toujours définie mais vaut éventuellement +oo (voir le théoréme sur la divergence de
Kullback-Leibler, compléments du chapitre 2).
La divergence s'exprime comme une espérance :

fo(X)
f1(X)

KL(Po, P1) = Ep, [log } ou X ~ P
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Divergence de Kullback-Leibler

Théoréeme : Propriété KL

Soient Py et P; deux probabilités de densités fo et f1 par rapport a u. La divergence KL(IPy, P1) est positive,
et elle est nulle si et seulement si Py = Py, c'est-a-dire si et seulement si fo = f1 u-presque partout.
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Divergence de Kullback-Leibler

Théoréeme : Propriété KL

Soient Py et P; deux probabilités de densités fo et f1 par rapport a u. La divergence KL(IPy, P1) est positive,
et elle est nulle si et seulement si Py = Py, c'est-a-dire si et seulement si fo = f1 u-presque partout.

Si le modéle est identifiable : pour tous (9,6*) € ©2, qs(-) = qo+(-) p-presque partout si et seulement si ¥ = 0*
alors, sous |'hypothése d'intégrabilité précédente, la fonction My«, limite de la log-vraisemblance, admet un
maximum unique, atteint en 6™ !

¥ — Mg (¥9) = — KL(Pg+,Po) + Egx [log go~ (X)] ,
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Divergence de Kullback-Leibler (a wir = b pocsen )

Théoréeme : Propriété KL

Soient Py et P; deux probabilités de densités fo et f1 par rapport a u. La divergence KL(IPy, P1) est positive,
et elle est nulle si et seulement si Py = Py, c'est-a-dire si et seulement si fo = f1 u-presque partout.

Preuve

m La fonction s — —log(s) est strictement convexe sur R’ .

KL(Po, P1) = Ep, [_1 j;EX;]

oo [B5]) 50 (5]

> 0.

m Egalité si et seulement si f1 = co fo Po-p.s., donc si f1 = fo Po-p.s.
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Ingrédient clef : Inégalité de Jensen (a wir = & M.s,.)

Théoréme : Inégalité de Jensen

Soit | un intervalle ouvert de R, f une fonction convexe sur |, Y une variable aléatoire réelle telle que
P(Y €l)=1et E[|Y]] < cc. Alors

FEY]) <E[f(Y)].

Si la fonction f est strictement convexe, alors |'inégalité est stricte dés que la variable aléatoire Y n'est pas
presque slirement constante (i.e. P(Y # E[Y]) > 0).
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Résumé et généralisation : 'E.M.V. est un M-estimateur (a wir e b pon )

Résumé :
m L'E.M.V. est défini comme la solution d'un probléme de maximisation. C’est un cas particulier d'une trés
vaste classe de méthodes, ol I'estimateur est obtenu comme la solution d'un probléme d’optimisation.
m Soit (X1,...,X,) un n-échantillon du modeéle (X, X,{Qp, 0 € ©}) et m: O x X = R, (¥, ) — m(J, )
une fonction telle que, pour tous ¥, 0" € O,

Eg+ [lm(9, X1)]] < oo

m On a vu comment le calculer, ses propriétés, le lien avec la KL.

Généralisation
m Pour tout 6* € O, posons

Mo~ : @—)R, 19'—>M9*<19) = E@*[m(ﬁ,Xlﬂ .

m Hypothése Pour tout 6* € O, la fonction My« a un maximum au point 6.

m Pour 'EM.V., m(9,z) = log gy (x) et la fonction limite est Mg+ (1) = Mpx(6*) — KL(Qp+,Qy), dont le
maximum est atteint en 6* par positivité de la divergence.

m On peut trés bien imaginer utiliser d'autres fonctions que la log-vraisemblance pour définir nos estimateurs...
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Construction

m |dée La fonction My+ n'est pas connue mais nous pouvons |'estimer par

V= M, (9) = _1Zm19X).

m Par la loi des grands nombres, pour tous ¢, 0" € ©,

| Deéfinition : M-estimateur

Nous appelons M -estimateur toute solution du probléme d'optimisation

0,, € arg max M, () .
e
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Construction

m |dée La fonction My+ n'est pas connue mais nous pouvons |'estimer par

O M, (9) = _1Zm19X)

m Par la loi des grands nombres, pour tous ¢, 0" € ©,

| Deéfinition : M-estimateur

Nous appelons M -estimateur toute solution du probléme d'optimisation

0,, € arg max M, () .
e

+ Deux exemples dans le modéle de translation : m(1), ) = —(x — 19)® donne la moyenne empirique (moindres

carrés), m(¥,x) = —|xr — | donne la médiane empirique.
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Conclusion

— Objectifs :
Décrire les deux grandes techniques d’estimation (Moments et Maximum de Vraisemblance)

Comprendre leur intuition et les résultats génériques que nous pouvons obtenir

Avancé : Notion de M et Z-estimateurs.

— 2 techniques : pour chacune :
Intuition Définition Exemples Propriétés Généralisation*

a4 / a7



Conclusion

— Objectifs :
Décrire les deux grandes techniques d’estimation (Moments et Maximum de Vraisemblance)
Comprendre leur intuition et les résultats génériques que nous pouvons obtenir

Avancé : Notion de M et Z-estimateurs.

— 2 techniques : pour chacune :

Intuition Définition Exemples Propriétés Généralisation*
En PC:

Exercice 1 : modele de régression linéaire gaussien !
Exercice 2 : estimation d'un coefficient de mélange.

Exercice 3 : famille exponentielle, EMV = un EMM.
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Théoreme de Cochran Imrﬁ\—o,} - e e Pc

Théoreme : Théoréeme de Cochran

Soit X un vecteur aléatoire gaussien de R™ de loi N/ (O]Rw,a2 Idn). Soit F un sev de R™ de dimension d, F*

son orthogonal et Pr, Pn1 les matrices des projections orthogonales sur F' et F'+. Alors :
m les vecteurs aléatoires Pr X, Pr1 X sont indépendants et de lois respectives
N (Ogn,0*Pr) ,N (Orn, 0% Pp1);

m les variables aléatoires réelles | PrX||?, ||[Pp. X||* sont indépendantes et de lois respectives
o’x*(d), o*x*(n — d).

Figure — Densité d'une gaussienne isotrope

N(0, 0213)
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Théoréme de Cochran

Théoreme : Théoréeme de Cochran

Soit X un vecteur aléatoire gaussien de R™ de loi N/ (ORn,a2 Idn). Soit F un sev de R™ de dimension d, F*

son orthogonal et Pr, Pn1 les matrices des projections orthogonales sur F' et F'+. Alors :
m les vecteurs aléatoires Pr X, Pr1 X sont indépendants et de lois respectives
N (Ogn,0*Pr) ,N (Orn, 0% Pp1);

m les variables aléatoires réelles | PrX||?, ||[Pp. X||* sont indépendantes et de lois respectives
o’x*(d), o*x*(n — d).

Schéma de preuve :
Si F' = Vect(e1,...,eq), P X = (X1,...,X4,0,...,0) et
PFLX - (0,...,O,Xd_|_1,...,Xn)
Le théoréeme est évident.

(f1,--5 fn)

Figure — Densité d'une gaussienne isotrope UX ~ N(0,02UL,UT) = N(0, 021,,)

N(0, 0213)

Soit (f1,.--, fd, fa+1,---, fn) une base orthonormée adaptée a

F @ FL. Soit U la matrice de changement de base de (e1,...,e,) a

On peut se ramener au cas précédent par changement de base.
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Organisation

Les groupes de DM sont les groupes d'explorations numériques. Une premiére composition sert pour le DM
1 et 'EN 1, une seconde pour le DM 2, 'EN 2 et I'EN 3. Les groupes sont visibles sur Moodle.

Le DM 1 (régression linéaire multiple) est en ligne depuis le lundi 31 aoiit, sur Moodle et sur la page du
cours; a rendre le mercredi 23 septembre (un seul rendu par groupe).

La feuille de consignes des DM et EN (objectifs, travail en groupe, modalités de rendu) est en ligne : merci
d’en prendre connaissance, c'est important! :)

B L'EN 1 sera mise en ligne le lundi 14 septembre; a rendre aussi le mercredi 23 septembre.

46 / a7



Organisation

Les groupes de DM sont les groupes d'explorations numériques. Une premiére composition sert pour le DM
1 et 'EN 1, une seconde pour le DM 2, 'EN 2 et I'EN 3. Les groupes sont visibles sur Moodle.

Le DM 1 (régression linéaire multiple) est en ligne depuis le lundi 31 aoiit, sur Moodle et sur la page du
cours; a rendre le mercredi 23 septembre (un seul rendu par groupe).

La feuille de consignes des DM et EN (objectifs, travail en groupe, modalités de rendu) est en ligne : merci
d’en prendre connaissance, c'est important! :)

L'EN 1 sera mise en ligne le lundi 14 septembre; a rendre aussi le mercredi 23 septembre.

Un sondage pour les modalités de polycopié est en ligne, merci d'y participer.

( 3

Quel format préférez-vous pour le polycopié ?

Réponse modifiable depuis ce navigateur. Le nom n'est demandé que pour réserver un exemplaire imprimé.

Pour mémoire, aucun document n'est autorisé lors de I'examen (en particulier, pas de polycopié).

Que préférez-vous ?

(O Poly HTML avec animations (O Poly PDF en ligne (O Poly PDF imprimé
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Organisation

Les groupes de DM sont les groupes d'explorations numériques. Une premiére composition sert pour le DM
1 et 'EN 1, une seconde pour le DM 2, 'EN 2 et I'EN 3. Les groupes sont visibles sur Moodle.

Le DM 1 (régression linéaire multiple) est en ligne depuis le lundi 31 aoiit, sur Moodle et sur la page du
cours; a rendre le mercredi 23 septembre (un seul rendu par groupe).

La feuille de consignes des DM et EN (objectifs, travail en groupe, modalités de rendu) est en ligne : merci
d’en prendre connaissance, c'est important! :)

L'EN 1 sera mise en ligne le lundi 14 septembre; a rendre aussi le mercredi 23 septembre.

Un sondage pour les modalités de polycopié est en ligne, merci d'y participer.

( 3

Quel format préférez-vous pour le polycopié ?

Réponse modifiable depuis ce navigateur. Le nom n'est demandé que pour réserver un exemplaire imprimé.

Pour mémoire, aucun document n'est autorisé lors de I'examen (en particulier, pas de polycopié).

Que préférez-vous ?

(O Poly HTML avec animations (O Poly PDF en ligne (O Poly PDF imprimé

A Le tutorat a lieu mercredi de 16h a 17h (détails sur Moodle) — Lucas est génial !
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My 2 cents — comment travailler

Construire sur vos forces
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Annexes



Exemple supplémentaire d'EMM : loi Gammas et Modéele de translation et d'échelle
m Loi Gamma
m Modéle de translation et d'échelle
m Z—estimateur de translation et d'échelle
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Loi Exponentielle - Lois Gamma

_| Deéfinition : Lois Gamma

@ Pour tout réel p > 0, on appelle loi Gamma réduite de paramétre de forme p (et I'on note Gamma(p))

la loi sur R de densité
1

I'(p)

exp(—z) "', >0.

fo(x) =

@ Pour A\ > 0, on appelle loi Gamma Gamma(p, A), la loi de la variable aléatoire X = Z/\ o Z suit une
loi Gamma(p) et ou \ est le paramétre d'intensité. La densité de la loi Gamma(p, \) est donnée par

)\p
['(p)

foa(x) = exp(—Az) 27", z>0.

X

La loi exponentielle d'intensité A > 0, de densité z — e
Si Z suit la loi Gamma(p), nous avons, pour tout r > —p,
r
Bz = L2+ (1)

['(p)

sur R4, coincide avec la loi Gamma(1, \).
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Stabilité par addition

Lemme : Somme de variables Gamma indépendantes

Soit (X1,...,X,) n variables aléatoires indépendantes distribuées suivant des lois Gamma(p;, ) avec § > 0
et p; >0,i€{l,...,n}. Alors, > X, est distribuée suivant une loi Gamma(} " | pi,0).
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Preuve, premiére étape

La fonction génératrice des moments de X; est donnée, pour t < 0,

o0 Pi Pi—1,—0x
tX; ta 071 €
E[e" "] :/ e dx
0

I'(pi)
_ /OO QPi pPi—1lg—(0—t)z i
0 I‘(pi)
gPi
(0 —t)pi
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Preuve, seconde étape

La fonction génératrice de la somme S = X; + --- 4+ X,, est donnée par
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Application

Supposons que X1, ..., X,, soient i.i.d. de loi exponentielle de paramétre § — Gamma(1, 0)
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Application

Supposons que X1, ..., X,, soient i.i.d. de loi exponentielle de paramétre § — Gamma(1, 0)
Alors S = X1 + --- + X, suit la loi Gamma(n, ).
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Application

Supposons que X1, ..., X,, soient i.i.d. de loi exponentielle de paramétre § — Gamma(1, 0)
Alors S = X1 + --- + X, suit la loi Gamma(n, ).

Si f est une fonction mesurable positive, alors

Onsn—l P
°d
F(n) (& S

E[f(S)] = / 1)
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Propriétés de I'estimateur des moments (loi exponentielle) n/ > " | X

m On sait que sous Py, > " | X; suit la loi Gamma(n, §). Donc Pour n > 2 :

. - © gn
Bo[0n.1] = Eo [n/ZXi] :/O ISV At
i=1 )

Yy
Eo[(0n,1 — 0)°] = Eg[02 1] — 20Fg[0,,1] + 6

2 2
n _9g2_ T +02_n+2 0

— 6? =
(n—1)(n—2) n—1 n—1n-—2

m On obtient comme erreur quadratique moyenne

n—+ 2
(n—1)(n—2)

A

Eo[(0n,1 — 0)°] = 6°

m On peut mener des calculs similaires pour le second estimateur des moments 6,, 5.
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Modéle de translation et d'échelle

Soit (X1,...,X,) un n-échantillon d'une loi de densité gg(z) = %p (u) , 0= (u,0°)cO®@=RxR%  oup

g

est une densité sur R vérifiant [zp(z)dz =0, [2°p(x)dz =ms2 >0, [z'p(r)dr =mi < co.
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Modéle de translation et d'échelle

Soit (X1,...,X,) un n-échantillon d'une loi de densité go(x) = %p (x_“) , 0= (u,0°)cO®@=RxR:  oup

g

est une densité sur R vérifiant [zp(z)dz =0, [2°p(x)dz =ms2 >0, [z*p(z)dr = mi < co.

m la densité d'une gaussienne centrée réduite, p(z) = (27) /2 exp(—x?/2) : dans ce cas, my = 1 et m4 = 3.

m la loi de Laplace p(x) = (1/2) exp(—|x|) auquel cas ms = 2 et m4 = 4!
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Estimateur des moments

On pose T1(z) = x et To(x) = z* et on identifie I'estimateur des moments a la solution du systéme d’équations

2 1 n N 1 n
— = = . Xz , . n - - P XZ 3
ek, 02) H n 212:1 . n <o Estimateur des moments 'IALQ ”121—1n o
e2(p,0°) =moo” +pu” = n > i Xi On = D ic1 (Xi = fin)”

nmso
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Estimateur de translation et d'échelle

m Soit (X1,...,X,,) un n-échantillon de (X, X, {qo - n, 0 € O})

(@) =0 "q((x - /o) , 0=(10)€O=RxR],
ol ¢ est une densité de probabilité paire : ¢(z) = g(—=x).
m Fonctions d’estimation
(U (:UJ, g, 33) = Sign@(ﬂ? - M) et ¢2(/'L7 g, iU) = signe(|x - M|/O- - CL)

ol a = Q' (3/4) avec
m () est la fonction de répartition de ¢ : Q(x) = ffoo q(z)dz.
m signe(z) = —1 si z < 0, signe(z) = +1 si z > 0 et signe(0) = 0,

m Par exemple, si g est la densité d'une Gaussienne centrée réduite :

®(a) =3/4 = a=0,6745
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Vérification 1 : Eg[¢1(0, X1)] =0

Bolun (6.X0)] = [ signe(o — ) Zq (F4) do
— /_o:o signe(z)q (z) dz
0

car q(z) = q(=2)
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Vérification 2 : Eg[¢2(0, X1)] =0

Eg[1)2(0, X1)] / Slgne(|x_'u| )lq(x_’u>dx
o

/ signe(|z| — a)q(z)dz
2

) Slgne(z—a) (2)dz

_9 (_ /0 " g(2)dz + / h q(z)dz)

=2{—Q(a)+Q0)+1—-Q(a)} =4{3/4—Q(a)} =0 car Q(0) = 1/2 par parité de ¢
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Identification du Z-estimateur

Par simplicité, on suppose que n est impair et que X; # X, pour i # j
1 Zn:signe(Xi —u) =20 1 zn:signeﬂXi — pl/o—a) =0
et et

Solution

/ln = med(Xl, . ,Xn) = X(n+1)/2:n
1

5'n = E med(\Xl - ,lln|, ceey |Xn - /:Ln‘)

L'estimateur &,, est appelé estimateur MAD (median absolute deviation about the median) ; il est trés utilisé en
statistique robuste, car il est peu sensible aux valeurs aberrantes.
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A Preuve Jensen
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Preuve de |'inégalité de Jensen

F1(x)=x?

m Si f est une fonction convexe sur un intervalle ouvert |, alors pour tout ¢t € |, il
existe une constante c; telle que

O(t)+ce(y—t) < P(y), pourtouty €l T
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Preuve de |'inégalité de Jensen

m Si f est une fonction convexe sur un intervalle ouvert |, alors pour tout t € |, il
existe une constante c; telle que -

O(t)+ce(y—t) < P(y), pourtouty € I. -

m En appliquant cette inégalité avec ¢t = E[Y],
Q(E[Y]) + cry)(y — E[Y]) < ®(y) , pour touty € | ~

Une fois ¢t = E[Y] choisi, I'inégalité est vraie pour tout y.

Aussi
S(E[Y]) 4+ c(Y —E[Y]) <®(Y),P —p.s. . 1

On obtient alors en prenant |'espérance :

SE[Y]) < E[@(Y)]
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Preuve de |'inégalité de Jensen

m Si f est une fonction convexe sur un intervalle ouvert |, alors pour tout ¢t € |, il
existe une constante c; telle que

O(t)+ce(y—t) < P(y), pourtouty € I.

m L'inégalité de la tangente est stricte dés que ® est strictement convexe et y # t.
L'inégalité
SE[Y]) + cpy (Y —E[Y]) < @(Y) ,P —p.s.,

est donc stricte sur {Y # E[Y]}, événement de probabilité strictement positive
dés que Y n’est pas presque slirement constante.

F1(x)=x?
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