
Map 311 - Introduction aux probabilités et à la simulation aléatoire.
PC 6 - 27 juin 2011 -

Fonction caractéristique. Théorème central limite.

EXERCICE 1 -

La mesure gaussienne standard s'écrit

γ(dx) = exp(−x2/2) dx/
√

2π.

1) Donnez la fonction caractéristique de cette mesure. (On pourra montrer que la fonction
Φ(t) =

∫
R eitx−x2/2dx/

√
2π est solution d'une équation di�érentielle du premier ordre.)

2) En déduire tous les moments de la loi N (0, 1).

EXERCICE 2 -Loi Gamma.

Pour tout r > 0 on pose Γ(r) =
∫∞
0 e−ttr−1dt et on appelle loi Γr,λ la probabilité de densité

γr,λ(t) =
λr

Γ(r)
e−λttr−11R+(t). r > 0, λ > 0.

1) Calculer la fonction caractéristique de Γr,λ.
2) Montrer que si X et Y sont des v.a indépendantes de loi respectives Γr,λ et Γs,λ alors

X + Y a une loi Γr+s,λ.
3) Soient X1, . . . , Xn des v.a indépendantes de loi exponentielle de paramètre λ. Calculer la
loi de X1 + . . . + Xn.

4) Soient X1, . . . , Xn des v.a indépendantes de loi N (0, 1). Montrer que X2
1 a une loi Γ et en

déduire la loi de X2
1 + . . . + X2

n (loi de χ2).

EXERCICE 3 -

Soient (X1, . . . , Xn) des variables aléatoires i.i.d gaussiennes centrées réduites.
On pose X = (X1, . . . , Xn).

1) Calculer la fonction caractéristique de X.
2) Soit A ∈ Mn(R) une matrice inversible et B ∈ Rn. Calculer la densité du vecteur AX +B,
ainsi que sa fonction caractéristique .

3) Soit P ∈ Mn(R) une matrice orthogonale. Montrer que X et PX ont même loi. En déduire
que la loi de X

||X|| est une mesure de probabilité sur la sphère unité S(n−1) de Rn invariante
par toute transformation orthogonale (cette propriété caractérise la mesure uniforme sur
S(n−1)).

EXERCICE 4 -

Soit (X1, X2, X3) vecteur normal centré de matrice de variance covariance

A =

2 1 3
1 5 6
3 6 9


Calculer la variance de X3−α1X1−α2X2. En déduire que X3 est (presque sûrement) combinaison
linéaire de X1 et X2.

EXERCICE 5 -

Appliquer le théorème limite central à une suite de v.a i.i.d de loi de poisson de paramètre 1
pour trouver la limite de la suite

un = e−n
n∑

k=0

nk

k!
.



EXERCICE 6 -Intervalle de con�ance

On e�ectue une enquête, durant une épidémie de grippe, dans le but de connaître la proportion p
de personnes présentant ensuite des complications graves. On observe un échantillon représentatif
de 400 personnes et pour un tel échantillon 40 personnes ont présenté des complications.

1) Donner un intervalle de con�ance pour p au risque 5%.
2) On désire que la valeur estimée p̂ di�ère de la proportion inconnue exacte p de moins de

0, 005 avec une probabilité égale à 95%. Quel sera l'e�ectif d'un tel échantillon ?
3) Quel devrait être le risque pour obtenir le même intervalle qu'à la question précédente en
conservant l'e�ectif n = 400 . Quelle conclusion peut-on en tirer ?

EXERCICE 7 -Réduction de variance dans une méthode de Monte Carlo

Soit g une fonction mesurable et bornée (0 ≤ g ≤ 1). On souhaite calculer m =
∫ 1
0 g(x)dx.

Soient X et Y des variables i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1]. On pose

U = 1Y≤g(X), V = g(X) et W =
g(X) + g(1−X)

2
.

1) Calculer l'espérance et la variance de U, V et W . Comparer les variances.
2) Proposer 3 méthodes de type Monte-Carlo pour calculer m.
3) On suppose dans la suite que g est monotone. Véri�er que E(g(X)g(1 − X)) ≤ m2.

Indication : on pourra d'abord montrer que (g(x) − g(y))(g(1 − x) − g(1 − y)) ≤ 0 pour
tout x, y.

4) On considère (Xi)i≥1 une suite i.i.d. de variables de loi uniforme sur [0, 1]. Des estimateurs

An =
1
2n

2n∑
i=1

g(Xi) et Bn =
1
2n

n∑
i=1

(g(Xi) + g(1−Xi)), lequel est le meilleur pour calculer

m ?
5) Prenons par exemple g(x) = x2. En appliquant le théorème de la limite centrale, détermi-
ner combien de simulations n (pour les estimateurs An et Bn) sont nécessaires pour obtenir
une précision relative de l'ordre de 1% sur le calcul de m avec probabilité 95%. Commenter.

EXERCICE 8 - Soit (Xi : i ≥ 1) une suite de v.a. i.i.d. strictement positives d'espérance
1 et de carrés intégrables.
Donner la limite (en précisant en quelle sens elle a lieu) quand n →∞ de

√
n

∑n
i=1(Xi − 1)∑n

i=1 Xi
.

On pourra utiliser le lemme de Slutzky : si An et Bn sont deux suites de variables aléatoires
telles que An converge en loi vers A et Bn converge en probabilité vers une constante b, alors
An + Bn (resp. AnBn ) converge en loi vers A + b (resp. Ab).

EXERCICE 9 -[Somme de variables indépendantes de loi de Cauchy]
On rappelle que si X est une variable aléatoire de loi de Cauchy de paramètre a > 0, alors

E[exp iuX] = exp (−a|u|).
Soit (Xn, n ≥ 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Cauchy de paramètre

a > 0. On note Sn =
∑n

k=1 Xk. Étudier les convergences en loi et en probabilité des suites :

1.

(
Sn√

n
, n ≥ 1

)
.

2.

(
Sn

n2
, n ≥ 1

)
.

3.

(
Sn

n
, n ≥ 1

)
.



Pour la dernière, on pourra dans un premier temps déterminer la loi de
S2n

2n
− Sn

n
.

EXERCICE 10 -Convergence vers la loi de Poisson : Théorème des évenements rares. À
tout entier n on associe les variables aléatoires (Xn,m)1≤m≤n. On suppose que ces variables sont
indépendantes et que

P(Xn,m = 1) = pn,m, P(Xn,m = 0) = 1− pn,m,

lim
n→∞

n∑
m=1

pn,m = λ ∈]0,∞[,

lim
n→∞

max
1≤m≤n

pn,m = 0.

Montrer que Sn =
∑n

m=1 Xn,m converge en loi vers une variable aléatoire de loi de Poisson de
paramètre λ.
On pourra utiliser les fonctions caractéristiques et l'inégalité

∣∣Πn
m=1zm − Πn

m=1wm

∣∣ ≤
θn−1

∑n
m=1 |zm − wm| pour zi, wi des complexes de module ≤ θ.


