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Introduction

This course focuses on branching processes, which are random models used to
describe various population dynamics when individuals evolve independently of each
other. The historical, prototype model is the Galton-Watson process, where individuals
are interchangeable and evolve in a fixed environment. In this monograph, we will
study extensions of this model where the environment can change, including randomly
(Chapter 1), and where individuals are characterized by traits (Chapters 2,3,4). These
traits can be complex and account for the position of the individual, its size, age,
phenotype, genotype, etc. They are transmitted to their descendants and can evolve
deterministically or randomly between the successive generations. In the case of a
neutral model (Chapter 2), the trait does not influence survival or reproduction, but
many questions involve structuring the population to take into account traits that affect
survival or reproduction (Chapter 3). We will also study (Chapter 4) the approximation
of these models in a large population regime. This allows to make emerge macroscopic
simpler object, in particular deterministic approximations by PDE.

Thus, we will generally assume the branching property. It requires, once the popula-
tion is structured, that individuals do not interact and that their evolution depends only
on their traits and the environment. This regime appears especially when resources are
abundantly available, for the study of invasive systems (epidemics, cancer, the emergence
of an adapted mutant...), and more generally in certain regimes where, locally, the
branching approximation is relevant. Nevertheless, some results are generalized. If the
complications can go beyond technical details, the consideration of density dependence
(competition, cooperation, infection...) is possible. It will be discussed, especially for large
population approximations in the last chapter or for the different notions introduced on
ancestral lineages before. We refer to [10, 16] for recent monographs in this vein.

The models and processes are defined here in discrete time, describing the state of
the population across successive generations. In biology, generation time can have
various interpretations, such as the lifespan of an organism, the time required for cell
division, annual cycles for seasonal processes, circadian rhythms, or the timeframe of
infections. Working in discrete time allows us to define general concepts and examples
recursively and straightforwardly. It will allow us to introduce the key concepts, to
establish connections between objects, to explore various phenomena and to provide
complete proofs without requiring a strong background in continuous or discontinuous
stochastic calculus. While the key concepts presented in this monograph are simpler in
discrete time and can be extended to continuous time, the latter introduces also new
mathematical challenges and behaviors, see in particular [39] for branching processes.
Furthermore, continuous time models are also very significant in mathematical biology
and applications. In the last chapter, the approximation results are leading to continuous
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time models. We will also make more comments and references to continuous time
counterparts along the monograph.

The literature on branching processes is very rich, and we begin by citing some
reference books. The books by Athreya and Ney [2] and Harris [27] and Asmussen
and Hering [!] provide a nice introduction and clear view of the long-term analysis of
Galton-Watson processes. They also contain the first important results on population
structuring through generalizations to multitype processes. For a general overview on
branching process with a finite number of types, let us also mention the book of Mode
[11]. Besides, these references address the transition to continuous time or consideration
of a changing environment. For initial questions such as criterion for survival and growth
on the survival event, branching processes are often guided by their average behavior,
that is, the first moment semigroup. Roughly, it boils down the study of these questions
to a linear operator and martingale arguments. The study of the linear operator can be
direct, for example, for the Galton-Watson process, or inherited from analysis, such as
the Perron-Frobenius theorem for a finite number of types. To go farther, in particular
to characterize the survival probability or some limiting distributions, the theory was
essentially based on the generating function of the number of individuals living in
a given generation. Indeed, the branching property is reflected in a composition of
generating functions, which allows to study the distribution of the number of individuals
in successive generations.

Starting from the 1980s, the literature increased significantly, and for an overview of the
results obtained, one can refer to the reviews by Vatutin and Zubkov [50, 51], which
point to a large bibliography for proofs and additional results, at the end of 80s. At the
same time, the applications of branching processes in biology and ecology multiplied :
cellular dynamics and DNA replication, population survival, fitness and evolution,
viruses and resistance, epidemiology, immunology, PCR... We particularly invite the
reader to consult Kimmel and Axelrod [31] and Haccou, Jagers, and Vatutin [25].
There is no longer a global, exhaustive reference on branching processes, but several nice
books focus on a part or a viewpoint. Without seeking to be exhaustive, we mention
Li [39] for continuous-state and time branching processes (CSBP), measured valued
branching Markov process and superprocesses. We refer to Kersting and Vatutin for
single type branching processes in random environment [30]. Let us also mention Shi
[18] for branching random walks and front advancement, Bertoin [14] for fragmentation
processes, Lambert for genealogies of branching processes [31]. For neutral branching
process in continuous time and space and the approximation of structured population
with interaction, let us refer to [10], which shows applications to evolution and cell
division models.

This course focuses on two interconnected aspects of branching processes that have
significantly evolved : the long-time study of populations structured by an infinite
set of traits and the characterization of ancestral lineages within these populations.
The transition to an infinite trait space brings difficulties and interesting phenomena.
Indeed, the evolution of the trait can be recurrent or transient, the convergence rates of
distributions sub-exponential, and the semigroup of the mean no longer operates in finite
dimension. Ancestral lineages focus on the evolution of individuals present within the
population and touch on important notions in biology : life history, common ancestor,
pedigree, reproductive value...The description of ancestral lineages is also valuable for
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several reasons in mathematical analysis, including sampling, inference, and model
simulation. Moreover it offers a very fruitful entry point into the long-term analysis
of the population : growth rate of the total population, emerging profile of traits in
the population, extreme individuals... As we will see in this course, the analysis of the
process (and its mean operator) in infinite dimension and the study of ancestral lineages
turn out to be intimately linked.

The mathematical description of ancestral lineages exploits one or more individuals who
survive and can account for the overall population. These individuals are often referred
to as the spine, around which the rest of the population can be constructed. These spinal
techniques rely on the fact that the process describing the spine’s dynamics is forward,
Markovian, allowing us to exploit results on stability and coupling, fluctuations, large
deviations, or even symmetry principles of these Markovian objects. These processes live
in a much simpler space (the trait space) than the initial Markov process, which is a
random collection of traits, possibly represented by a measured valued process. These
techniques also rely on the fact that we can move from the spine to the original model
to obtain interesting results on the latter. We will see different applications, illustrating
both various spinal constructions and these different aspects.

These approaches provide insights into the genealogical structure of individuals and
pathwise results that complements the use of generating functions and has interesting
biological interpretations. They happen to be particularly fruitful for the study in infinite
dimension (infinite trait space), since techniques relying on generating functions are
difficult to generalize.

Let us conclude this introduction by further motivating the framework of this ma-

nuscript from the point of view of models in biology. Firstly, regarding the interest in
an infinite trait space framework. In my experience, one can often describe the biological
problem by limiting it to a finite space. But an infinite space proves interesting in various
situations. Already when the natural trait space is continuous, for example, a size, a po-
sition. Or simply because we want to use a continuous random variable, for example, the
Gaussian framework, and we will see an example with autoregressive models. Moreover,
when the trait space is large at the scales considered, it becomes infinite in the model.
Finally, well-chosen infinite spaces can bring structure to objects and spinal construc-
tion; we will see an interesting example with the infection model and, more generally,
branching models within branching.
We have chosen here to illustrate concepts and techniques with simple examples that
highlight different phenomena and various fields of biology : spatial models on unboun-
ded domains or graphs, cellular dynamics of a population structured in size or infection
load and age structuring. The technics can be used with more complex trait spaces, in
particular following several traits can be relevant for applications.



Chapitre 1

Arbre de Galton-Watson

L’objectif de ce chapitre est de décrire les propriétés importantes du modele de
base en processus de branchement : le modele de Galton-Watson, ou Bienaymé-Galton-
Watson. Pour l'instant, tous les individus ont les mémes caractéristiques et évoluent
indépendamment. Dans un premier temps, nous revenons sur les propriétés importantes
de ce processus et précisons son comportement en temps long. Dans un deuxieme temps
nous introduirons une construction fondamentale pour la suite, la construction spinale.
Elle nous renseignera sur la lignée ancestrale d’un individu typique (ou échantillon) et
nous permettra d’établir le théoréeme de renormalisation des processus de Galton Watson
sous les hypotheses optimales.

1.1 Processus de Galton-Watson

Considérons une loi de reproduction p sur les entiers naturels IN et L une v.a. (variable
aléatoire) associée :

P(L=k)=pr, > pr=1
k>0

Considérons une famille (L; ,)i>1nen de v.a. i.i.d. (indépendantes et identiquement dis-
tribuées) de loi p et une taille initiale Zy € N, indépendante de (L; )i>1neN-

Définition 1. Le processus de Galton-Watson Z = (Zy,)n>0 de loi de reproduction p est
défini récursivement par Zg € IN et

Zn
Zn+1 = E Li,n
=1

pour tout n > 0.

Sauf mention explicite du contraire, nous supposerons par la suite que
Zop=1 ps.
Nous supposerons dans tout le chapitre que le nombre moyen d’enfants est fini :

m=E(L) = kak < 0.
k>0
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On remarque que la définition de Z implique immédiatement :

Zn

E(Znt1 | Fn) = E(Zn1 | Zn) = ZE(Li,n) = Zpm,
=1

en notant F,, = o(Z; : ¢ < n) la filtration engendrée par le processus Z. On pose ainsi

Zn
W, = 2

mTL
et le calcul précédent assure que

Lemme 2. Le processus (Wy)nen est une martingale positive. Ce processus converge
presque-surement vers une limite W € [0,00) quand n tend vers linfini.

Lorsque la population s’éteint en temps fini, W,, atteint O et reste alors nul :
{3neN, Z, =0} ={3n e N, Vp > 0, Z,,4p, = 0} C {W = 0}.

Il est naturel de s’intéresser a la réciproque, est ce que W est strictement positive sur
I’événement de survie, ce qui impliquerait que Z,, croit alors bien comme sa moyenne
le prédit, c’est a dire comme m", & une constante aléatoire pres. Nous reviendrons sur
cette question que nous résoudrons complétement en Section 1.4. Le cas ou la loi de
reproduction a un moment d’ordre 2 fini est plus accessible, et 'objet de I’exercice suivant.

Exercice. On suppose que m > 1 et E(L?) < oo. Montrer que la martin-
gale (Wp)nenw est bornée dans L?. En déduire que P(W > 0) > 0 puis que
P(W =0) = P(3n € N, Z, = 0).

1.1.1 Extinction

Avant cela, nous allons déja determiner quand le processus survit. Un outil pertinent
pour ces questions, permettant plus généralement de caractériser la somme de v.a. i.i.d.
est la fonction génératrice. Posons ainsi pour s € [0,1] et n > 0,

f(s)=E (SL) = Zpksk, fu(s) =& (sZ") ,

k>0

avec fo l'identité. On va montrer que f,, est la composée n-ieme de f.

Proposition 3. Pour tout n > 1,
fn=fo...of =fa10f=fofa.
Démonstration. La preuve se fait par récurrence :
foy1(s) =E (SZ”'H) =E <E (szizznl Lim ‘ Zn>>
= F (/4 (s50) ) = (£(5)%) = fu(f(5)):

On obtient f, = fo...o f et on peut arranger les compositions par associativité. ]
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Définition 4. pe,y = P(In € N, Z, =0).

La probabilité d’extinction est identifiée comme le premier point fixe de la fonction
génératrice :

Lemme 5. pg,e = inf{s € [0,1] : f(s) = s}.

Démonstration. On pose u, = P(Z, = 0) = f,(0) et on remarque déja que u,, est suite
croissante qui tend vers peye. De plus u,41 = f(uy,) et f continue donc u,, tend vers un
point fixe de f : f(Pext) = Pext- En posant £ = inf{s € [0,1] : f(s) = s}, on utilise que
[0, 4] est stable par la fonction croissante f pour obtenir que u, et donc sa limite peyt
appartiennent a [0, ¢]. Le fait que ¢ soit le plus petit point fixe garantit que £ = pege. [

On en déduit le résultat de classification suivant

Proposition 6. Sim < 1 (cas sous critique), pes = 1.
Sim > 1 (cas surcritique), pest < 1.
Sim =1 (cas critique) et p1 < 1, alors pey = 1.

Le cas critique est intéressant : en dehors du cas dégénéré ou la population reste constante
égale a un individu pour tout temps et p.s., la population s’éteint p.s. Or sa moyenne est
préservée : [5(Z,) = 1 pour tout n > 0. Une explication ? Il y a une question de conver-
gence (non) dominée derriere. La preuve ci dessous passe par la convexité des fonctions
génératrices. La transformée de Lamperti, donnée juste apres, offrira un éclairage plus
probabiliste sur ce point.

Démonstration. Le point clef est que m = f’(1) et ensuite on dessine la fonction f et
la premiere bissetrice en prétant attention a ce qui se passe au point s = 1. Comme f
est convexe, f est au dessus de sa tangente A sur [0, 1] et en dessous de sa corde C' sur
[Dext, 1]. Le fait d’étre au dessus de sa tangente assure que peyx = 1 pour m < 1. Le fait
d’avoir une derivée plus grande que 1 en s = 1 pour m > 1 assure que pez+ < 1 par le
théoreme des valeurs intermédiaires. Si m = 1 et peyr < 1, A et C coincident on [peyt, 1],
et doivent donc étre égales a f. Par analycité de f, elles coincident sur [0, 1] car f—id vaut
0 sur un ensemble qui admet un point d’accumulation. Ce qui signifie p; = 1. On peut
éviter I'analyse complexe et remarquer que si pe;¢ < 1, alors f n’est alors pas strictement
convexe au voisinage de 1, donc f”(s) = Y, <, pek(k — 1)s* s’annule au voisinage de 1 et
pi est nulle pour k > 2. B O

1.1.2 Transformation de Lamperti

Définissons pour n > 0,
n—1
An = Z Zka
k=0
avec la convention Ay = 0, Deffectif cumulé de la population sur n générations. Cette
quantité est croissante et on pose

Ay = lim A, € NU {+oc}
n—oo

la population cumulée. On peut déja noter que I’ extinction en temps fini de la population
coincide avec I'événement A, est fini.
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FIGURE 1.1 — Transformée de Lamperti associée a un arbre.

Définition 7. On définit le processus S = (Sp)neN,n<A., @ valeurs entiéres de la facon
suivante : So =1 et pour tout n > 0 et tout k € [An, Aps1 — 1] -

Sk+1 =Sk + Li—pa,+1n — L.

La construction itérative de S ci dessus définit bien S de fagon univoque car les
intervalles successifs [A,, + 1, Ap4+1] forment un recouvrement de {n > 1,n < A} par
des ensembles disjoints.

Théoreme 8. Pour tout n > 0,
Sa, = Zn.

De plus, le processus S est une marche aléatoire sur 7., de pas L — 1, arrétée a son
premier passage en 0 : As, = inf{n >0:.5, = 0}.

Démonstration. Naturellement, Sg = 1 = Zy. D’autre part, par récurrence :

An+1_1 n
Saper =S+ Y Sk =Sk =84, + > (Lin—1) =S4, + (Znt1 = Zn) = Zny1 -
k=Ap k=1

Le premier point est ainsi vérifié.

On peut vérifier que S se comporte bien comme une marche aléatoire de pas L — 1
jusqu’au rang A... L’indépendance et I'identique distribution des pas (Sgy+1 — Sk) pour
0 < k < Ay est une conséquence directe de celles de la famille (L; )i>1 nenN-

Il reste a justifier que Ay est le premier passage en 0 de S. Sur I’événement { Ao, < +00},
on note que N =inf{n e N, 4,11 = A,} =inf{ne N, Z, =0} et Ay = Any1=...=
A. Donc S4, = Say = Zn = 0. Ceci implique que S est en 0 au temps A.

Pour conclure, il faut montrer que S ne passe par 0 avant le temps Ao,. Pour n < N,
Sa, = Zpn > 0 par définition de N. En outre, entre les temps A,, et 4,41, S part de la
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valeur Z,, et effectue A,11 — A, = Z,, étapes. Or S diminue d’au plus un cran a chaque
étape, donc S ne peut pas atteindre 0 avant 'instant A,, 1. Donc S atteint 0 en un temps
qui appartient & {A, : n > 0}. Alors Z s’annule et A est constant égal a A. O

On obtient directement

Corollaire 9. Les événements suivants coincident p.s.
{3neN: Z, =0} = {Ax <0} ={In < Ay : S, = 0}.

De plus la taille totale de la population ano Zy, est distribuée comme le temps
d’atteinte de O par une marche aléatoire de pas L — 1, issue de 1.

Dans le cas m = IE(L) = 1, le processus S est une marche aléatoire centrée arrétée quand
elle touche 0. De plus elle est non constante dés que P(L = 1) # 1. Or une marche aléatoire
centrée non constante oscille entre +00 et —oco. Comme les pas négatifs de la marche ne
peuvent valoir que —1, elle touche forcément en temps fini. On retrouve ici que ’extinction
de la population est p.s. dans le cas critique. De plus, le deuxieme point du corollaire nous
donne une fagon de contréler la distribution de la taille totale de la population. Ainsi,
P> 5020 = k) = P(Ax = k) = P(inf{n > 0 : S, = 0} = k). On peut alors utiliser
la formule de Kemperman : P(inf{n > 0: S, = 0} = k) = P(Yy = —1)/k, o Y est une
marche aléatoire de pas L — 1 issue de 0. Et on obtient que

P> Z,=k) =P, =-1)/k

n>0

Notons que ce terme peut devenir explicite pour certaines loi de reproduction.

La transformation de Lamperti peut etre opérée en temps et méme en espace continu
pour les processus de branchement [30]. Elle permet d’étudier les approximations en
grande population des processus de branchement, en les ramenant & la convergence des
marches aléatoires vers les processus de Lévy [35, 17]. Elle permet aussi d’analyser le
comportement asymptotique des processus de branchement en espace continu, notamment
de savoir si le processus tends vers 0 sans le toucher, ou est absorbé en 0 [10].

1.2 Arbre aléatoire et construction spinale
On va utiliser les notations de Ulam Harris Neveu :

U= Jm)"={e} uN"U(N)U...
nelN

est 'ensemble de mots dont chaque lettre est un entier. Cet ensemble permet de donner
un label a chaque individu d’un arbre : ui sera le téme enfant de I'individu u. Un individu
u de U est ancétre d’un élément v de U si c’est un préfixe, i.e. si il existe u; € IN* tel que
v = Ul ... Uy, On note alors u < v.

Définition 10 (Arbre). Un arbre t est une partie de U telle que
— siveEtetu=<v, alorsu €t [stabilité par ancétre],
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FIGURE 1.2 — Arbre ¢t = {@,1,2,3,11,12,31,121, 122,123,124, 311, 312}. Il est associé a
la réalisation L(@) =3,L(1) =2,L(2) =0,L(3) =1,L(11) = 0,L(12) =4, L(31) = 2 de
la famille (L(w))qyey-

— siuk €t avec k € N* et u € U, alors pour tout 1 < k' <k, uk’ € t [ordonnance-
ment des fréres et soeurs].

On appelle hauteur de I'arbre la longueur maximale des mots de ’arbre. On note
T I’ensemble des arbres, T,, ’ensemble des arbres finis et de hauteur n (exactement) et
Ty = UpenT, I'ensemble des arbres finis. Ces ensembles sont dénombrables. La longueur
du mot est notée |u| : |u| = k ssi il existe u; € IN* tel que u = uy ... ug. On dit que |u|
est la génération de l'individu u.

Considérons (L(u))yeys une famille de variables aléatoires i.i.d. de loi p.

Définition 11. On appelle arbre de Galton-Watson associé a la famille (L(u))yey la
variable aléatoire
T - U’I’LE]NGTZ

a valeurs dans T définie récursivement (génération par génération) de la fagon suivante
— Go={2}
— Gpy1 ={uk:ue G, etkell,L(u)]} pourn > 0.

Par construction, Z,, = #G,, est un processus de Galton-Watson, tel qu'on I’a défini
dans la section précédente.

Question : quand j’échantillonne un individu uniformément au hasard au sein de la
génération n, combien a-t-il de fréres et soeurs en moyenne ¢
Attention aux glissades, pensez par exemple a une population ou le nombre moyen d’en-
fants par couple est de 0.9... La suite va expliquer les biais d’échantillonage associés a ce
type de questions.

1.2.1 Construction spinale

L’objectif de cette construction est de faire émerger un individu qui va jouer le role
d’individu typique ou échantillon (uniforme), en réalisant la construction conjointe de
I’arbre de Galton-Watson et de cet individu de fagon markovienne. On peut ainsi utiliser
les notions, méthodes et résultats valables pour les processus de Markov.

L’idée de cette construction est d’isoler, a chaque étape du processus, un individu qui
se reproduira selon une loi L biaisée par le nombre de descendants. Ces idées remontent
au moins a Kesten, et la construction que l'on fait ici est due a Lyons, Pemantle et Peres

[+1].
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Définition 12. Soit p une probabilité sur IN. La loi p biasée par la taille est la loi de
probabilité p sur IN définie par

5 _ ke

Pk (k € IN).

Soit (En)nem une suite de v.a. i.i.d. de loi p, indépendante de (L(u)),cy- Nous allons
distinguer un individu F,, parmi les individus V,, de la génération n au sein d’un arbre
aléatoire A = U,enV,. Pour cela nous introduisons une suite de v.a. indépendantes
(Kn)nen, indépendante de (L(u))yers, avec Ky, uniformément distribuée sur [1, L,]. Plus
précisément on demande & ce que pour tout n € N, L, est indépendante de (A, E,) et

1,
P(K, = k|L,) = —=k=Lln
n

La construction se fait & nouveau par récurrence pour n > 0

—Vo={2},Ey=2.

Vo= | {wki1<k<L}J{Ek: 1<k<Ln}, Epa=E.K,.
UGVn*{En}

Ainsi, la construction de I'arbre A est similaire a celle de I'arbre de Galton-Watson T, a
ceci pres que 'individu distingué (épine) E se reproduit suivant la loi biasée par la taille.

1.2.2 Changement de probabilité

On introduit maintenant les arbres tronqués a la génération n

%:UGk, An:UVk-
k=0 k=0

Notons g, (t) = {u € t : |u| = n} la génération n de l'arbre ¢.

Lemme 13. Pour tousn € N, t € T), et e € g,(t),
1

Démonstration. Montrons le résultat par récurrence sur la hauteur de 'arbre. Naturelle-
ment, au rang n = 0, les deux termes sont égaux a 1 si ¢t = {@} (et 0 sinon). Supposons
le résultat vrai au rang n, et fixons un arbre ¢’ de hauteur n + 1, et €’ € g,,11(t'). Soient
t =1'N(Up_, (IN*)¥) la restriction de ¢’ aux n premiéres générations, et e € g,,(t) = gn(t')
la maman de ¢’. Par hypothese de récurrence et construction de (A, E), on a alors :

P(App1 =t Epp1 =€) =P(Ay=t,Ey =€) x P(App1 =t Enp1 = €| Ay =t, E, =€)
P(Tn

—¢
= mn)IP(.AnH =t Eny1 =€ A, =t, B, =c¢).

Reste a étudier le terme de droite, ce qui revient a calculer la probabilité que chaque
élément u € g, (') ait le nombre k(u) d’enfants souhaités puis choisir le bon parmi ces
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enfants avec un choix uniforme :
P(App1 =t Epp1 =€ |Ap =t,E, =€) =P(App1 = t'|A, =, E, = ¢)
X IP(En+1 = el‘An_g.l = tl, En = e)

N 1
= H Pk(u) X Pk(e) X @
u€gn(t), uFte

:% H Ph(u)

ucgn (t)

1
= —P(Tpr1 =t|Tu=1),
m
ce qui donne le résultat voulu au rang n + 1. O

Soit n € IN et U, une variable aléatoire, qui est un choix uniforme parmi les indi-
vidus de la génération n. Conditionnellement & T, et G,, # @, elle est ainsi distribuée
uniformément sur G, i.e.

!
C H#on(t)

Vit e Ty, Ve € gn(t), PU,=c¢€|T,=1)

Théoreme 14. Pour tousn € N et F': T, x N — R fonction bornée :
E[F(ﬁu Un)Wn] = ]E[F(AmEn)] )

ot on rappelle que (Wy)n = (Z,/m™), est une martingale.

Démonstration. La formule de transfert et le lemme précédent assurent que

E[F(%,Un)Wn] = Z IP(’];1 =t U, = 6) % F(t,e)M

mn
teTy, e€gn(t)

= Y P(T=t)x xRt e )

n
tET, egn(t) #gn(t) m

- Z —P(7, =t) x F(t,e)

teTy, e€gn(t)

= Z P(A, =t, E, =e)F(t,e)
teTy, e€Egn(t)

=E[F(A,, E,)].

O

Donnons une premiere application de ce résultat et de la construction spinale sur la
lignée ancestrale d’un échantillon uniforme. Plagons nous par souci de simplicité dans le
cas ol

P(W>0)=1
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ce qui, comme on le verra dans la section suivante, revient a supposer que pg = 0 (pas de
mort) et E(Llog L) < co. Considérons

= %#{u < U, L(u) = k}.

la proportion d’ancétres de U,, qui ont eu k enfants.

Corollaire 15. Pour tout k € IN, F]' — pj, en probabilité.
n—oo

Démonstration. Soient € > 0, k € IN et F' la fonction définie par

Flga(t 6) = ]l|%#{u—<e:kt(u):k}—ﬁk’257

avec t un arbre de taille n et k;(u) le nombre d’enfants de u dans t et e € g,(t). On
remarque que

%#{u < b, : kAn(U) = k} = %#{Z <n, EZ = k:}

Comime (Ei)iem est une suite i.i.d. de variables aléatoires, la loi des grands nombres
appliquée aux variables i.i.d. intégrables (1fi:k)i€]N assure que cette fréquence tend p.s.
(et en proba) vers E(17_, ) = pi. Donc Fy (A, Ey) tend vers 0 dans L.

Le théoreme précédent implique alors que E(Fj, o (Tn, Upn)Wy) = E(Fi o( Ay, Ey)). Donc
Fi o(Tn, Up)W,, tend vers 0 dans L' et en probabilité. Or W,, — W p.s. et donc en
probabilité quand n tend vers I'infini et W est non nulle. On obtient que Fj, .(Tn,Up)
tend vers 0 en probabilité. En particulier,

P(Fk,e(ﬁuUn) = 1) = IP(‘:L#{U € 7;“ u < Uy, L(u) = k} *ﬁk > 5) — 0,

d’ou la convergence annoncée. O

1.3 Processus de Galton-Watson avec immigration

Considérons maintenant des v.a. i.i.d (I,),>1, & valeurs entiéres, indépendantes des
>1, )
(Livn)izl,nE]N' On note ¢ la loi commune des I,, et I une v.a. associée.

Définition 16. Le processus de Galton-Watson avec immigration Y, de loi de reproduc-
tion p et loi d’immigration q est défini itérativement par Yo € N et pour n > 0,

Yn

Yn+1 = Z Li,n + In—l—l-
=1

Sauf mention explicite du contraire, nous partirons de Yy = 0 individu p.s.

Exercice. Soit n > 0 et et F,, = 0(Yp,...,Yn).

1) Calculer E(Y,,11 | Fn).

Montrer alors que u,, = IE(Y;,) est une suite récurrente arithmético géométrique (et donc
que 'on peut la calculer!).

2) On introduit la fonction génératrice de Y, :

fa(s) =E(s™) (s €[0,1]).
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Calculer E(s¥»+1 | F,,) et en déduire une relation entre f, 1 et f,.

3) Dans le cas ou Y, converge en loi vers une variable Y, quand n tend vers linfini,
caractériser la loi de Y, via une équation fonctionnelle satisfaite par son fonction
génératrice.

Représentons le processus de Galton Watson avec immigration en utilisant les
différentes vagues migratoires. Considérons pour cela une famille ((Z (x)) j<n,x € IN,j > 1)

j’n
de processus de Galton-Watson indépendants et indépendants de (I,)n>1, avec Zj(fl)
taille au temps n d’un processus de Galton-Watson issu de = individus au temps j.

la

Proposition 17. Le processus de Galton-Watson avec immigration Y est égal en
loi au processus

2%

nelN

Notons que par couplage des v.a. de reproduction, on pourrait construire les processus
((Z ](3;)) j<m,x € N, j > 1) de telle sorte que I’égalité précédente soit presque sure, et pas
seulement en loi.

Démonstration. Il n’y a personne dans la population Y a la génération 0 et chaque indi-
vidu de la génération n sera le descendant d’un migrant arrivé a une génération ¢ < n.
Le point clef est la propriété de branchement : I'indépendance et I'identique distribution
des reproductions dans le processus Y permet de d’écrire la population engendrée par les
I; migrants arrivés a la génération j par les processus (Z (x))jgn, indépendants les uns

j7n
des autres. La preuve consiste alors a écrire a chaque temps n la population Y,, comme

le cumul de ces différentes contributions. On somme donc Z jﬁ) pour j < n. O

Dans le cas surcritique m > 1, la probabilité de survie d’'une vague migratoire est
positive, et quand n — oo, le processus tend vers p.s. vers I'infini.

Par ailleurs, en renversant le temps, et on notant (Z;)j>0 une suite de v.a.
indépendantes definies par
as. (1) law (In—;)
Z; =2y = 2,7,

n—jmn’

on déduit par retournement du temps que pour tout n > 0,

|
—

n

Y, 23z,

o~
<

<.
Il
=)

Or la suite Z}l:l Z; est p.s. croissante quand n augmente et donc convergeant vers
Yo 1= ) 2.
Jj=0

De plus E (Z;) = E(I)m? et on obtient que si E(I) est fini et m < 1, (Y,),, converge
en loi vers une variable aléatoire intégrable. Pas de convergence p.s., la population peut
s’éteindre mais redémarrer avec une immigration, et elle fluctue. Nous allons considérer
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maintenant les cas m > 1 et m = 1 maintenant. Nous reviendrons enfin rapidement
sur le cas m < 1 en montrant que la convergence en loi de (Y),), est assure des que
E(log(l)) < oo, la variable limite n’étant plus forcément intégrable.

1.3.1 Croissance dans le cas surcritique

On se place dans le cas ou m > 1 et on a vu qu’alors Y,, tend p.s. vers l'infini. Nous
cherchons maintenant a savoir a quelle vitesse.

Proposition 18. Conditionnellement a (Ix)i>1, le processus (Yn/m”)n est une

sous-martingale. De plus pour toutn > 0,

€N

n

Yn Ik:
B2 | (I =y -k
|:mn K k)kzl] 2o

Remarquons que ce résultat reste valide si les termes de I (et donc de Y') ne sont pas
intégrables.

Démonstration. Nous pouvons utiliser la definition du processus par récurrence : et en
notant Z = (Ix)r>1,

Yn
E(Yn41|Fn L) = Ing1 + DB (Lig|Fn, 1) = st + mYy.
=1

Nous obtenons
In+1 Yn > Yn

mn+1 mn+1 mn mn

E < Yn+1

1) -
ce qui prouve le résultat ]

Notons qu’on pourrait aussi faire la preuve en utilisant la representation de la Propo-
sition 17, puisque

B (20|70 T) =B (20205 1) = m2(3).

Lemme 19. Soient (Ay),,~, des variables positives i.i.d. distribués comme A.
i) Si E(A) < oo, alors lim,, e A—n" =0 p.s. et Ve € (0,1), 3, o et < o0 p.s.

ii) Si E[A] = oo, alors lim,, s % =00 p.s., etVe >0, > et = oo p.s.

Démonstration. Pour le premier point, remarquons que E[A/¢] < oo, donc
YomenP(A/e>n) = > nP(An/n >¢e) < oo. Par Borel-Cantelli, on en déduit que
lim,, A,,/n < . En particulier, avec ¢ assez petit, ce < 1 et efn < (e5)" & partir d’un
certain rang. On montre le deuxieme point de fagon analogue. Cette fois, > |, -, P(A4,/K >
n) = oo pour tout K > 0 et Borel-Cantelli implique P(lim,, o A,/n > K) = 1 et c"en
est p.s. non bornée. ]

On rappelle qu’on travaille ici dans le cas m > 1, et on énonce le résultat de renor-
malisation du & Seneta (1970), avec log™(x) = log(z) pour > 1 et log™(z) = 0 pour
z <1
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Proposition 20. Si IE[log+ I] < 00, alors Y,/m'™ converge p.s. vers une variable
finie quand n tend vers l'infini.
Sinon, limy, o Y, /m™ = 0o p.s.

On verra dans la partie suivante sous quelle condition la limite de Y;,/m™ est bien stric-
tement positive, en utilisant justement le fait qu’elle est finie.

Démonstration. Dans le premier cas, on utilise le lemme précédent avec A; = log, (I;)
et ¢ = 1/m € (0,1). Comme E(4;) < oo, i) assure que Y po, [x/m* < oo ps. La
proposition 18 entraine alors que conditionnellement & I, le processus (Y,,/m™),, est une
sous-martingale bornée dans L', d’ou la convergence p.s. vers une variable finie.

On peut montrer I'autre cas de figure en utilisant que Y;, > I, et lim,_so0 I, /m" = oo
puisque le lemme 19 ii) guarantit lim,, . log(l,,)/n = oo. O

1.3.2 Les régimes critique et sous-critique

Le cas critique m = 1 est intéressant car plusieurs comportements sont possibles et la
variance de la loi de reproduction joue un réle dans le comportement asymptotique. On
suppose ainsi que

0?2 =E((L-1)?) < o0

On peut d’abord remarquer que le processus croit en moyenne vers ’infini.
E(Y,,) = nE(I).

Si les fluctuations sont suffisamment importantes, le processus sera récurrent (nul), sinon
il sera transient et tend p.s. vers 'infini. Dans le premier cas, le processus tend en proba
vers l'infini, mais pas p.s. : la population revient dans les compact une infinité de fois. En
effet, en posant

f(z) = E(log(Yni1)|Yn = z) — log(z) = E <log (1 +3 (Lin—1)/2+ In/x>> .
=1

on peut vérifier que
lim zf(x) = E(I) —0%/2

T—00

en utilisant un développement limité de log(1 + u) & l'ordre 2.
Ainsi, quand ¢%/2 < E(I), (E(log(Yy))), est bornée et par le lemme de Fatou
E(lim logY,) < oo, ce qui implique

—=———nN—00

lim Y, <oco p.s.

n—oo
On renvoie au travail de Kesting [29, 28] sur les modeles de croissance pour une
preuve pour les deux régimes, qui étend par ailleurs le critere a des modeles plus
généraux que les processus de branchement avec immigration. Pour des référencs
bibliographiques et des extensions au cadre multitype, on pourra consulter la these
d’Etienne d’Adam. Notons aussi que Y;,/n converge en loi quand n tend vers I'infini vers
une loi Gamma, ce qui peut étre prouvé en utilisant les fonctions génératrices par exemple.



CHAPITRE 1. ARBRE DE GALTON-WATSON 18

Enfin, revenons sur le cas sous critique m < 1. On rappelle que (Y;,), connverge en
loi vers
Yoo 1= > Zj €[0,00].
Jj=0

Si on regarde l’espérence conditionnelle

E (Yoo | (Ir)kz1) = ) Iym"
E>1

et le lemme 19 assure que E(Yoo | (Ix)k>1) < 00 p.s. si et seulement si E(log™ (1)) <
00. Ceci entraine que Y, < oo sous la condition E(log(/)) < oco. Sous la condition
E(logt (1)) = 0o, le lemme 19 assure que

lim (1 —po)"I, =00 ps.

n—oo
Or P;(Z, = 0) = P1(Z, = 0)’ et la probabilité de survie au temps n est au moins la
probabilité qu’a chaque génération, un individu donné survive P1(Z, > 0) > (1 — pp)".
Du coup

P(Z, > 1(I)r>1) 21— (1= (1= po)")"

a une limsup égale a 1 p.s., ce qui implique ) | j>0Zj et donc Yoo p.s. infinie par le lemme
de Borel Cantelli. On obtient le résultat suivant du a Heathcote (1966) :

Proposition 21. Si E(log™ (1)) < oo, alors (Yy)n tend en loi vers une variable
aléatoire finie p.s. Sinon, (Yy), tend en loi vers l'infini.

1.4 Croissance malthusienne et vitesse d’exinction

1.4.1 Croissance dans le cas surcritique

On suppose ici m > 1 et la population survit avec probabilité positive. Reve-
nons sur une question évoquée dans la premieére section, concernant la martingale li-
mite W = limy,_,o0 Z,/m™ € [0,00). On avait remarqué que l'inclusion des événements
{3n € N, Z, = 0} C {W = 0} et laissée ouverte la réciproque. A-t-on toujours
{W =0} € {3n € N, Z,, = 0}, clest a dire {Vn € IN, Z, > 0} C {W > 0} 7 Dit
autrement, lorsque la population survit, sa taille croit-elle bien comme m”™ (croissance
Malthusienne de la moyenne) ou de maniére moindre ? Nous allons ici répondre par 1’af-
firmative sous une condition de moment finie IE(Llog(L)) < oo, qui va s’avérer étre une
condition nécessaire et suffisante. La preuve peut se faire via les fonctions génératrices
introduites en premieére section et le lecteur pourra consulter [2]. Nous allons ici utili-
ser la construction spinale, qui va permettre de comprendre cette condition de moment
et d’établir une connection intéressante avec les processus de Galton Watson avec im-
migration, due a [11]. Cette approche permet d’obtenir aussi la vitesse d’extinction du
processus et se généralise a des processus de branchement plus complexes, notamment en
environnement aléatoire ou multitype, comme nous auront ’occasion de le voir.

Nous revenons maintenant a la construction spinale de la section précédente. On
rappelle que la génération n des individus dans cette construction est noté V,, et on note

Xn = #V,, Y, = #(Vn - {En}) =X, —1
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respectivement les tailles de la population a I'instant n avec ou sans ’épine. Le résultat
suivant est la clef de cette partie : il permet de décrire la taille de la population dans
la construction spinale comme un processus avec immigration et de faire le lien avec la
martingale limite W du processus de Galton Watson original.

Proposition 22. Le processus Y est un processus de Galton Watson avec immigra-
tion, de loi de reproduction p et d’immigration distribuée comme L — 1. De plus

B[] = 1P<supy’; < oo>.

neN T

Démonstration. Pour la premiére partie, on peut s’appuyer sur une des deux définitions
équivalentes des processus de Galton Watson avec immigration. Le plus simple au vue
de la construction spinale est surement d’utiliser les vagues migratoires (proposition
précédente) et de faire un dessin :

Arbre de GW

-
-
-
~
-~
- -
~ -
- -
-

Arbre de GW

L’épine se reproduit suivant la loi biaisée L. Si on met & part l'individu spinal F
(en rouge) mais pas ses descendants (en vert), la contribution que 1’épine laisse & chaque
génération n correspond a I, = En — 1 individus (les noeuds verts), qui sont des v.a.
indépendantes et identiquement distribuées. Ces individus constituent nos migrants et les
processus qu’ils engendrent les différentes vagues migratoires, que ’'on somme a l'instant
n. On somme alors des processus de Galton Watson indépendants de loi p car dans la
construction spinale, tous les individus autre que ’épine se reproduisent indépendamment
suivant la loi p. Nous avons alors obtenu la taille de la population dans la construction
spinale, sans 1’épine, soit X —1 =Y.

Pour l'identité qui fait le lien entre IE(TV) et la construction spinale Y, on va exploiter
le théoreme 14 et passer a la limite pour faire apparaitre W dans le terme de gauche,
tandis que le terme de droite concerne la construction spinale et va faire sortir Y. Pour
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n > 0, on introduit la fonction F), : T,, — [0, 1] définie par

Bu(t) = 1 faup, o, #u(0)/m <1}

qui indique si la population renormalisée dépasse K avant la génération n. Le théoreme
14 assure alors que E[F(T,)W,] = E[F(A,)]. On peut le réécrire :

X
E[]l{supkgn Wi <K} Wn} =P <Sup —F = K) ’

k<n T

en rappelant que Wy, = Z;./m*. Quand n augmente, le terme dans I'espérance de gauche
est dominé par K par construction, tandis que les événements a droite décroissent. En
passant a la limite, on obtient :

Xy
I ﬂ{supkzo WkSK}W] - P(iﬁ%mk = K) '

On fait maintenant tendre K vers l'infini et par limite croissante on obtient, comme W

est p.s. fini :
X
E[W] = ]P(supZ < oo) .
k>0 M
ce qui conclut la preuve car X et Y different de 1 et m > 1. O

En exploitant maintenant le lien entre Y et W obtenu dans la proposition précédente et
le comportement asymptotique de Y, /m™ determiné dans la Proposition 20, on obtient le
résultat suivant. Il permet de caractériser quand la martingale limite W est dégénérée :

Corollaire 23. Si E[logf] < 00, alors E]W] =1 et P(W > 0) > 0.
Sinon, E[W] =0 et W =0 p.s.

Notons que
~ > 1 — 1
E [log L] = Zpk loghk = - Z klog(k)pyr = EE[L log(L)].
k=1 k=1

et le critere obtenu implique donc un moment de la loi de reproduction p tres légerement
supérieur a 1.

On est en mesure de montrer le résultat suivant donnant les conditions pour lesquelles
la croissance de la taille de population est la croissance malthusienne attendue, & savoir
une croissance géométrique de raison m, a un préfacteur aléatoire. Ce préfacteur W est
la martingale limite, non nulle et finie sur ’évément de survie. Son caractere aléatoire est
du aux premieres générations en petite population, avant que la loi des grands nombres
n’opere et confere & Z, une croissance déterministe. La preuve originale est due a Kesten
et Stigum en 1966 et repose sur 'utilisation des fonctions génératrices. La preuve établie
ici par la construction spinale est due & Lyons Pemantle et Peres [11].
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Théoréme 24 (Kesten-Stigum, 1966). Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) {W=0}={3neN, Z, =0} p.s.,
i) E[W] =1,
iii) E[Llog(L)] < oo.

Démonstration. Si E[Llog(L)] < oo, le corollaire 23 implique ii) et pour montrer i), il
suffit de montrer que P(W = 0) = peyy puisque {In € N, Z, =0} C {W =0} p.s.
Si E[Llog(L)] = oo, le corollaire 23 implique aussi que i) et ii) ne sont pas des assertions
valides.

Pour justifier que P(W = 0) = pest, on va montrer qu’en géneral P(W = 0) € {pest, 1}
et utiliser que P(W = 0) < 1 quand E[Llog(L)] < co. Pour cela, montrons que P(WW = 0)
est un point fixe de la fonction génératrice f, qui est une fonction strictement convexe. On
regroupe les individus de la population en fonction de leur ancétre a la génération 1 et on
utilise la propriété de branchement (indépendance entre les sous populations engendrées
par les individus de la génération 1). On obtient

A
Zuri =320,
=1

avec Z,(Li) = #{u € Gp41 : u > i} des processus de Galton-Watson indépendants et
identiquement distribués. Comme W = lim;, 00 Zp41/ mntl

Uvzuzp:m:{a:kyﬁﬂ{mqAwm":@
n—oo
et donc
P(W =0,2, = k) =P(Z, = k)P(W = 0)"
En sommant sur k, on obtient P(W = 0) = f(P(W = 0)). O

1.4.2 Vitesse d’extinction dans le cas sous-critique

On consideére ici dans le le cas m < 1 et on rappelle qu’alors pe,+ = 1. La suite
(P(Zy > 0)),,c tend donc vers 0 et nous cherchons a savoir a quelle vitesse. Notons que
la suite (P(Z, > 0)/m™),, est décroissante. En effet, la convexité de f implique

_ n
- £
1—fm0)
en utilisant que la pente de cette corde est inférieure a la dérivée de f en 1. Donc

L= ) 1= f70)
mn-‘rl — mn

et P(Zy41 > 0)/m™ <P(Z, > 0)/m™. Par monotonie, cette quantité admet une limite

et on défini
. P(Z,>0)
c= lim ————~

n—00 m

€ [0,1].

La vitesse d’extinction est bien m’™ dans le cas sous critique si ¢ > 0
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Théoréme 25. Si E[Llog(L)] < oo, alors ¢ > 0. Sinon ¢ =0

Le critere pour évaluer la vitesse d’extinction par la moyenne, c’est a dire comparer
P(Z, > 0) a E(Z,), fait & nouveau intervenir la critére L log L comme pour la croissance
malthusienne. La preuve peut se faire aussi en exploitant la construction spinale ou les
fonctions génératrices et nous renvoyons respectivement a [11] et [2]. Mentionnons enfin
que dans le cas critique la vitesse d’extinction est moindre. Sous la condition E(L?) < oo,
elle est équivalente & o/n, avec o 1’écart type de L.

1.5 Processus de Galton-Watson en environnement
aléatoire

Une généralisation importante des processus de Galton-Watson est la prise en compte
des variations et changements de I’ environnement. Cela peut étre causé par les change-
ments météorologiques, sanitaires, les modifications du milieu, de la pression de sélection
et de la prédation... Une facon de le modéliser est d’autoriser la loi de reproduction a
changer a chaque génération.

On considere du coup maintenant une famille d’environnement E et la famille de loi
de reproduction associée, c’est a dire des lois de probabilités sur IN notées (p€).cr. Notons
e = (ep,€1,...6€p,...) une suite d’environnements, avec e,, ’environnement dans lequel la
population évolue entre la génération n et n + 1.

Définition 26. Le processus de Galton Watson en environnement e et de loi de repro-
duction (p°)ecr est le processus Z = (Z5)n>0 défini récursivement par Zy = 1 et pour
tout n > 0,

zZy
e _ e
Zn+1 - E :Li;w
i=1
avec (LG)iZLnZO’eeE v.a. indépendantes et Lg,, de loi p©.

Notons que ce processus vérifie encore la propriété de branchement : deux sous popu-
lations disjointes évoluent indépendamment.
On suppose dorénavant que pour tout e € E,

m(e) =Y kpf, = E(L°) € (0,00)
k>0

pour éviter les cas dégénérés et on a le résultat suivant.

Proposition 27. i) En notant s§ = Z?;Ol log(m(e;)) (avec s§=10), on a
E(Z;) = exp(sy,)

et (exp(fsfl)Zﬁ)ne]N est une martingale.
ii) De plus, en notant, £5 = min{s$ : 0 < i < n} (avec £§=10),

P(Z;, > 0) < exp(£7)
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Démonstration. On montre avec la définition de Z¢€ que
E(Z5 1 | Fn) = mlen)Zy,

et on raisonne par récurrence pour ).

Pour i), on remarque que P(ZS > 0) est décroissante, ainsi P(Z¢ > 0) < min{P(Z¢ >
0) : 0 <¢ < n—1}. Puis on applique I'inégalité de Markov, de sorte a majorer P(Z¢ > 0)
par exp(s¥). O

Exercice. En notant f.(s) = E(s™) et pour i < j,
fij=E (32? | 2 = 1)

montrer que fij = fe; 0 ... fe; 0 fe, ;-

1.5.1 Critére d’extinction

Quittes & augmenter ’espace de probabilité, on considére maintenant un environne-
ment aléatoire & = (&, &1, ...,&, . ..) et on suppose ici que les v.a. (&, : n > 0) sont i.i.d.
a valeurs dans F et indépendantes de (Lf7n),~217n20,eeE.

Définition 28. Le processus de Galton Watson en environnement aléatoire £ et de loi
de reproduction (p®)eer est le processus Z€ = (Z5)p>0. We write it Z = (Zp)n>0 = Z¢
for short.

Notons que ce processus ne vérifie plus la propriété de branchement, ’environnement
commun corrélant deux sous populations du processus. Par contre conditionnellement a
I’environnement, on obtient un processus de Galton-Watson dans un environnement fixé
pour lequel la propriété est vrai. On parle de la propriété de branchement quenched.

Etablissons le critere d’extinction de la population, en évitant le cas dégénéré ou la loi
de reproduction est restreinte a 1 et la population reste constante p.s. Un premier calcul
sur la moyenne (utiliser le lemme précédent i)) donne

E(Zy) = E(exp(Sn)) = E(m(&)") = E(m(&))",

avec Sy, = Z?:_ol log(m(&;)) marche aléatoire de pas log(m(&p)).

Théoréme 29. Supposons que E(]log(m(&))|) < oo et P(Z; =1) < 1.

P(In>0,2,=0)=1 siet seulement si Ellog(m(&))] <0

FEsquisse de preuve. Considérons le cas Ellog(m(&))] < 0 et rappelons que S est une
marche aléatoire de pas log(m(&)). Alors, quand n — oo, S,, dérive linéairement vers
—oo (si E(log(m(&))) < 0) ou oscille entre 400 et —oo (si E(log(m(&))) = 0). Dans
les deux cas, I, = min{S; : 0 < i < n} tend vers —oo et la proposition 27 assure que
P(Z, > 0) tend vers 0 quand n — oo. La réciproque est plus délicate et on renvoie a [3]
pour la preuve. O
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De plus exp(—Sy)Z, est une martingale positive qui converge vers une v.a. finie
positive. Lorsque peyr < 1, sur I'événement de survie, on montre facilement que la po-
pulation tend vers l'infini car 0 est absorbant et accessible depuis tout compact quand
P(Z; = 0) > 0 et sinon le processus est strictement croissant. Si de plus E( log (Zl)) < 00,
alors comme dans la section précédente on peut montrer que W > 0 sur I’événement de
survie et obtenir la croissance de Z,, via celle de S,,.

1.5.2 Effet de ’environnement sur la vitesse d’extinction

Complétons ces résultats par la vitesse d’extinction de ces processus. Nous supposons
ici que la loi de reproduction a un second moment bornée :

sup E((L¢)?) < oo
eck

et nous renvoyons a [23] pour la preuve et des résultats sous des conditions de moments
plus faibles
— Cas fortement sous critique. Si E(m(&y) log(m(&y))) < 0, alors il existe ¢ € (0, 00)
tel que
P(Z, > 0) ~p00 cE(m(E))"

— Cas intermédiaire sous critique. Si E(m(&)log(m(&))) = 0, alors il existe ¢ €
(0,00) tel que
P(Zy, > 0) ~nsoo cn” V2 E(m(E))"

— Cas faiblement sous critique ; Si E(m/(&y)log(m(&y))) > 0 et E(log(m(&))) < 0,
alors il existe ¢ € (0, 00) tel que

P(Z, >0) ~p500 en 32 "

avec

v:= inf E[m(&)?’] < E[m(&)].

0<s<1
— Cas critique. Si E(log(m(&))) = 0, alors

P(Z, > 0) ~po0 en~ V2,

Notons que le cas fortement sous critique généralise le cas Galton-Watson (sans envi-
ronnement changeant) avec un équivalent de la probabilité de survie donné par le nombre
moyen d’individu (la majoration s’obtient d’ailleurs immédiatement par l'inégalité de
Markov comme vu précédemment). Dans le régime faiblement sous critique, la vitesse est
plus lente, c’est du a la possibilité que des environnements particulierement favorables est
lieu au d “but de la dynamique, permettant a la population de survivre. Si cet événement
reste peu probable, il I’est bien plus qu’une survie de la population dans des environ-
nements défavorables comme dans le régime fort. Dans le cas critique, la probabilité
de survie est supérieure au cas sans environnements changeant pour les memes raisons.
Plus généralement, les processus de branchement en environnement aléatoire offrent un
cadre intéressant ou se méle la stochasticité démographique et environnementale, notions
importantes en biologie et écologie, renvoyons a [37, 38| pour des références.



Chapitre 2

Populations structurées : le cas
neutre

Les individus sont dorénavant caractérisés par un trait. Commencgons par les modeles
neutres, c’est a dire que le trait n’affecte pas la loi de reproduction. Mais le trait peut
évoluer, avec une transmission aléatoire d’une génération & la suivante (hérédité et varia-
bilité). Comme la loi de reproduction est fixe, la généalogie est donnée par un arbre de
Galton-Watson. L’évolution des traits est ainsi modélisée par une chaine de Markov sur
cet arbre.

2.1 Chaine de Markov sur un arbre de Galton-Watson

2.1.1 Définition du modele et exemples

Nous allons considérer un arbre aléatoire 7 pour décrire la généalogie d’une popu-
lation sans interaction, avec une reproduction de loi p, en prenant donc ’arbre de de
Galton-Watson construit dans le chapitre précédent. Tel un sapin a Noel, cet arbre va
maintenant étre décoré des traits des individus que les noeuds représentent. De fagon
informelle, chaque individu de trait « va indépendamment donner naissance a un nombre
aléatoire L d’individus, de traits ©, = (X?:i=1,...,L).

Plus formellement, on appelle X l'espace des traits, espace mesurable muni de la

tribu By, typiquement IN ou IN* muni de I’ensemble des parties, ou R?, (R4 )? munis des
boréliens.
On pose X = UkZOXk que 'on munit de la tribu engendrée par UkZO(BX)k. La trans-
mission du trait aux enfants est modélisée par la famille de processus ponctuel (©;).cx,
avec pour tout z € X, O, = (X’ : i =1,...,L) v.a. a valeurs dans X, qui donne les
traits des enfants d’un individu de trait . On suppose © : X x 0 — X mesurable avec
X x Q muni de la tribu produit. On définit enfin ©,(u) = (XF(u) : ¢ = 1,..., L(u))
o (0,(u))zex famille de v.a. indépendantes et identiquement distribuées pour u € U,
comme (Oz)zcx. La variable ©4(u) donne les traits de I'individu quand ce dernier a le
trait z. En particulier les v.a. (L(u))yecy sont i.i.d. et distribuées comme L.

Définition 30. La chaine X = {(u, X (u)) : uw € T} issue d’un individu de trait xo et de
transitions ((@x(u))ze/y DU € Z/l) est définie récursivement par T = UpenGy, et

Go={2},  X(9) =0

25
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et pour tout n > 0,
Gpi1 ={uk: ue Gy, ke[l,L(u)]}, X (uk) = X,f(“)(u)
pour tous u € Gy, et k € [1, L(u)].

La loi de X est déterminée par la loi de (©4)zcx et xo. Notons que cette définition
s’étend immédiatement a une condition initiale avec plusieurs individus et des traits
aléatoires. Remarquons aussi que la taille Z, = #G,, de la population a l'instant n est
un processus de Galton-Watson.

Donnons ici quelques exemples de modeles de populations, sur lesquels nous revien-
drons, pour les étudier.

Graphe fini irréductible et métapopulations. On considere un ensemble de traits
fini X et un une matrice de transition (psy)syex sur X, qui est irréductible. C’est a dire
que pyy € [0, 1], ZyGX Pzy = 1 pour tout z € X, et pour tous x,y € X', on peut trouver
un chemin de longueur fini (zx)x dans X' reliant x a y par des probabilités py, 4., stricte-
ment positives. On s’intéressera alors & ©, = (X7 :i=1,...,L) avec X identiquement
distribués de loi p* = (pry : y € X), i.e. P(XF = y) = puy-

Ce modele permet d’appréhender différentes situations en écologie, biologie, ou
épidémiologie. Typiquement, des métapopulations, ol le trait x sera un site géographique
(bois, champ, ville, ferme, ...) et les sites sont connectés par des arétes. Une large
littérature en écologie s’interesse a ces modeles, motivés notamment par la gestion de
Iéspace et la préservation de la biodiversité (corridors, modeles puits-sources...). On
pourra consulter par exemple [9, 15] et les références qui s’y trouvent.

/ Ve . \\ \\ |
‘ ' | \\ /
. /\-/» N
S .
yd AN o ~
/ 3 ) / \
\ |/ \

L’espace des traits peut contenir plus de caractéristiques individuelles, par exemple un
couple x = (1, z2), avec x1 la composante spatiale correspondant & un premier graphe,
et xo une caractéristique phénotypique ou génotypique, les transitions correspondant
alors aux mutations, recombinaisons etc...

Les cas réductible est également pertinent dans certains modeles, par exemple la



CHAPITRE 2. POPULATIONS STRUCTUREES : LE CAS NEUTRE 27

différentiation cellulaire, ou la cellule change de type en se différentiant, sans retour en
arriere possible.

Un tel processus est appelé processus de branchement (ou ou Galton-Watson) multitype,
avec un nombre de types fini.

Marche aléatoire branchante et reproduction dispersion. On s’intéresse ici a une
population qui se reproduit et les enfants sont dispersés autour des parents, typiquement
une population de plantes avec essaimage par le vent ou les pollénisateurs. On voudra
notamment comprendre comment une espece invasive (ou une épidémie) progresse dans
I’espace. On prendra ici un espace de traits X = R% et ©, = (x+X;:i=1,...,L), ie.
O, =1+ 6.

TNV TN VNN

Processus autorégressif bifurcant et division cellulaire. On s’intéressera ici a la
transmission d’une caractéristique d’une cellule en division, comme son taux de croissance.
La division cellulaire étant binaire, on se focalisera pour cet exemple sur le cas L = 2 p.s.
et on modélisera la transmission par un processus autorégressif (affine avec pertubation
gaussienne) :

Xf:aix+€i, 1=1,2,

avec o = (a1, ) € R? et £ = (&1, &) vecteur gaussien centré de matrice de covariance
I". Notons que dans la division cellulaire, la loi de transmission peut étre assymétrique
a1 # ag. Clest le cas par exemple des divisions de la levure ot une cellule mere donne
naissance a une petite cellule fille qui bourgeonne. Cela peut étre le cas aussi lorsque la
cellule se divise suivant son axe médian, comme pour la bactérie E-Coli, en lien notamment
avec des phénomenes de polarisation ou de vieillissement (il y a un vieux pole et un
jeune pole nouvellement crée au niveau de la membrane a chaque division), on renvoie a
[18, 19, 24] pour des détails. Dans ce modele ou voudra aussi faire dépendre la division
du trait, et pour cela on renvoie au chapitre suivant.

E-COLI division YEAST division

Modele de Kimmel et infection dans une cellule en division. Dans ce modele,
on suit la croissance d’une infection (pathogenes; bactériophages,...) a l'intérieur d’une
cellule qui se divise. Contrairement au cas précédent, on autorise ici la cellule & mourrir
ou ne pas se diviser, cad po +p1 +p2 =1 et L € {0,1,2} p.s.
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Focalisons nous sur le mécanisme le plus simple, déja riche. Les pathogenes se re-
produisent a l'intérieur de la cellule avec la loi  de moyenne [, pour une génération
de cellules. Lorsque la cellule se divise, une répartition aléatoire binomiale de parametre
g € (0,1) les affecte dans les deux cellules filles. Autrement dit, chaque pathogene se
retrouve dans la premiere fille avec probabilité ¢, indépendamment. Concretement on
introduit une famille de v.a. i.i.d. (P;);en de loi p et une famille (E; ;); jew v.a. i.i.d. de
Bernoulli de parametre . La loi de ©, est alors définie pour z € IN et (y, z) € IN? par

IP(@:E = @) = Po

P(0; = (y)) = p1P (ZB = y)
i=1
xz P r P
PO, = (y,2)) = poPP ZZEi,j =Y, Zzl —FE;j==z

i=1 j=1 i=1 j=1

En effet, quand une cellule contient z pathogenes, pendant le temps d’une génération
cellulaire, ces pathogenes vont se reproduire (et peut étre aussi mourir) et leur nombre
devient Y 7 | P;. Sila cellule meurt, ces pathogenes disparaissent. Si la cellule survit sans
se diviser, tous les pathogenes restent dans cette méme cellule. Si la cellule se divise en
deux, le jéme pathogene issu du ¢ eme pathogene de la génération précédente se retrouve
dans la premiere cellule fille si F; ; = 1, et dans la deuxiéme sinon.

.. o II

Ce processus est de type croissance fragmentation. Plus généralement, on peut
modéliser la croissance du matériel cellulaire et sa transmission au cours de la division,
comme ’ADN extrachromosomal, les plasmides (I'intérét initial de Marek Kimmel), les
mitochondries...

2.1.2 Propriété de branchement et semigroupe

L’indépendance des v.a. impliquées dans I’évolution de deux individus différents pris
a un temps donné et le caractere Markovien de I’évolution des traits assurent la propriété
de branchement suivante. On note

XW = {(v, X (uw0)): veld,uwwe T}

la chaine enracinée en le noeud u (qui est vide si u n’appartient pas & 7).
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Proposition 31. Soit (Fy,)yucy une collection de fonctions mesurables bornées. Pour
tout n € N,

I1 % (X(“))

uGGn

E(z,z0)

fn] = H E(@,X(u))[Fu(X)]v

uGGn

Considérons maintenant ’espérance de la mesure empirique.

Définition 32. On note pour tout x € X, f mesurable bornée et n >0 :

> f(X(U))]

uGGn

Mn(xa f) = E(@,x)

La mesure associée est notée M, (x,dy) et définie par My(x, A) = My, (x,14) pour A
mesurable.

On remarque que My(z, f) = f(z) et Myp(z,1) = E(#G,) = m™. On notera

L
> f(Xf)]

i=1

M(J:af):Ml(x?f):E

par commodité. On montre que (M,;,),>0 est un semi groupe (positif) :

Proposition 33. Pour tous x € X et f mesurable bornée et n > 0,
MTH-l(x? f) = Mn(IE, M(? f)) - M(.’L’, Mn(a f))

En itérant cette relation, on obtient ici M, = M°" et M, 1, = M, o M, avec o la regle
de composition obtenue dans la proposition.
Dans le cas d'un espace de trait X" fini, on peut noter M = (M; ;); jex la matrice définie
par

M;j = M(i,1;) = Eg s (#{u € G1 : X(u) = j}).

Ainsi M; ; donnele nombre moyen d’individus de type j qui sont enfants d’un individu de
type i. On obtient donc My(i,1;) = (M"™); j, avec M™ la puissance nieme de la matrice
M pour le produit matriciel usuel.

Démonstration. Calculons

E{ Y f(Xw)|F.|=E > (X ()| Fa

u€GH4+1 UEGH,vEG 41, v=u
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La propriété de branchement ' assure que

El > f(X@)|Fn| =MX(u),f)

VEGp41, VU

et donc

Mn+1($,f) :E(z,x) E Z f(X(u))‘fTb

UEG, 41

LueGy
L’autre identité se prouve de facon analogue en conditionnant par i, ou bien en utilisant

I’associativité de la composition. O

[lustrons cette notion avec la marche aléatoire branchante. Dans ce cas, M(x, f) =

E[Zle flx+ XZ)} . En particulier, si les v.a. X; ont des moments exponentiels,

L

Z epm.eri] = A(p)eP”

=1

M(z,e’) =T

avec \(p) = E[Zle exp(pXi)}. Les fonctions exponentielles sont des fonctions propres
de M, ce que nous utiliserons par la suite pour comprendre le front de propagation.

2.1.3 Formule tous-pour-un et fourches

Définition 34. Pour x € X et f mesurable bornée, on note

1
=—M
Q1) = M, f)
La mesure associée Q(x,dy) est définie par Q(z, A) = Q(z,14) pour A mesurable.

L’opérateur @) est un noyau de transition, c’est a dire que pour tout z € X, Q(z, X') =
Q(z,1) =1 et Q(z,.) est une loi de probabilité. Il se réécrit

Qe A) =2 37 B(XT € AIL=k) = Y QW (e, 4),

k>0 1<i<k k>0

ou P est la loi de reproduction biaisée par la taille et Q(k)(aﬁ, -) est la loi de probabilité
donnant le trait d’un enfant tiré uniformément au hasard quand le parent a le trait = et
k enfants :

QW(z, )=k Y PXFe-|L=k).

1<i<k

On considere une chaine de Markov Y de noyau @, c¢’est-a-dire que

P, (Vi € Ay,..., Yy € Ay) = / 11 Q(ys, dyss)-
A1 X... XAy

1. appliquée a Fy = 1 pour w # u et Fu(t) = >, ., f(z(u)) avec (z(u) : u € g1) la collection des
traits des individus de la premiere génération de 'arbre ¢
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Proposition 35 (Tous pour un). Soient F' : X" — R mesurable bornée, v € X
et n > 0.

Y F(X(v),v<u)

UEGn

E(z ) = m"E,[F(Yp,...,Y,)]

Ce résultat permet de réduire, en moyenne, la mesure empirique des trajectoires des
individus & une seule trajectoire, réalisée par une chaine de Markov. Nous verrons que ce
résultat se généralise (notamment ici a des modeles non neutres, mais plus généralement
a des environnements changeants ou a certains modeles avec interaction).

Remarquons déja que ce résultat a un interét numérique quand m > 1 puisqu’il permet
de ramener certaines questions a la simulation de ’évolution du trait d’un seul individu,
plutot que toute une population qui croit exponentiellement. Le processus Y qui permet
cette analyse du ”trait typique” a été construit & partir des noyaux de transitions Q).
avec un biais par la taille qui vient de la loi de reproduction de 1’épine obtenue dans
le chapitre préccient. En particulier, le processus Y est en général bien différent (en loi)
du processus obtenu en suivant un individu dans le sens usuel du temps, en choisissant
en chaque génération un enfant uniformément au hasard parmi la descendance de cet
individu.

Par exemple, en prenant F(z;,7 < n) = 14(x,), on obtient le nombre moyen d’individus
dont le trait appartient & A a la génération n :

E(g@) [#{u e Gy, : X('LL) € A}] = m"IPz(Yn S A)

ce qui va nous étre utile pour analyser la répartition des traits dans la population ou le
front de propagation.

, . N . _ T . . .
Démonstration. On se ramene aux fonctions Iy, (o, ..., x,) = IIJ_of;(x;) avec f; fonc-
tions mesurables bornées en utilisant le théoréme des classes monotones. Ainsi, pour
une telle fonction, en utilisant & nouveau la propriété de branchement, et en oubliant la
condition initiale dans la notation (car elle est fixée) :

E Z Fori(X(v),v<xu)| =E ZE Z Foi1(X(v),v g u)|Fy

u€Gp 11 | wEGH UEG+1, u=w

= Z F,(X(v),v=<wE Z fr1(X (u)) | Fn

_wEGn UEGH 41, uzw

- Z F.(X(v), v < w)M(X(w),an)]

LweGy,

=E| Y Fu(X(), v <w)] :

LweG,

avec

Fn<x27l < TL) = Fn(xzaz < n) M(xnyfn—l—l) = an(-ruZ < n) Q(xna fn+1)-
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On peut alors utiliser I’hypothese de récurrence au rang n, ce qui nous donne

> Fn<X<w>>] = m"B(Fy (Yo, ... Ya))

weGy,

et on conclut avec la définition de Y :

B(F, (o Vo) =m [ i <) ( /X Q(yn,dyn+1>fn+1<yn+1>) 0 Qs dyisn)

= mEB[F,11(Y0,..., Yat1)]
en notant yg = Yy = x et en rassemblant les intégrales par Fubini. ]

Exercice. Proposer une autre preuve de cette formule en utilisant la construction
spinale du chapitre précédent. Indication : on pourra conditionner par [’arbre de
Galton-Watson sur lequel vit la chaine de Markov.

Illustrons ce résultat avec les modeles de dynamique des populations introduits dans
la premiere partie.
Pour le graphe fini et les métapoputions, pour tous z,y € X,

Qz,{y}) = QW (x, {y}) = puy

Pour le deuxieme exemple, la marche aléatoire branchante :

PT\H

k
QW (z,z + dy) = Z (X; edy|L=k)

Pour le processus autorégressif bifurcant,

1
Qz,dy) = Q¥ (z,y) = 5 (P(onz + & € dy) + P(asz + & € dy))
avec &; v.a. gaussienne centrée de variance I';;. Le processus Y est alors un processus
autorégressif (transformation affine aléatoie), ou le coefficient est tiré aléatoirement a
chaque pas de temps, unfirmomément parmi {«;, as}. Nous reviendrons dessus.

Enfin Considérons le modele de Kimmel. Dans ce cas, L € {0,1,2}. Alors m = p; + 2p2,

pL="2etpy= 2. Le noyau de transition de la chaine Y est donné par
x
QW(z, A) =P <Za € A)
z P
Q¥ (x,A) = ZZEUGA +P 1-E;cA
i=1 j=1 =1 j=1
en rappelant que P; = P (en loi) est la loi de reproduction des pathogenes (sur

une génération). L’évolution Y du nombre de pathogenes sera ainsi donnée par un
processus de branchement en environnement aléatoire. La division cellulaire induit
un environnement aléatoire sur la population de pathogenes, a la fois du au fait que
la cellule peut mourir, se diviser ou survivre. Quand elle se divise et que ¢ # 1, la
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répartition est asymétrique entre deux cellules filles. Au final, soit la cellule meurt et tue
la sous-population de pathogenes meurt avec, soit elle n’évolue pas et I’environnement
est neutre, soit elle se divise et crée deux sous-populations et alors dans une lignée une
seule des sous populations est conservée, ’autre disparait.

Donnons des maintenant une conséquence de la formule ”tous-pour-un” précédente,
qui sera utile par la suite. Il s’agit de biaiser les traits des individus échantillonnés. En

appliquant la formule & F'(x1,...,z,) = h(x,)G(z1,...xy,), on obtient
E (5 q) Z MX(u)G(X(v): v = u)] =m"Ey[h(Y,)G(Yo,...,Ys)] (2.1)
’LLE(Gn

et on en déduit le résultat suivant en prenant une fonction propre h du semigroupe.

Corollaire 36. Supposons qu’il existe une fonction mesurable positive h sur X et
A > 0 telle que M(x,h) = Ah(x) pour tout x € X. Alors pour tous n > 0 et G
mesurable positive sur X™ et pour tout x € X :

Y h(X(W)G(X(v), v < u)

ueGy,

E a) = \"h(z)E, [G (}70, . ,?nﬂ,

avec (?n)nzo une chaine de Markov de noyau de transition

~ mh(y) h(y)
P— P— M .
Démonstration. On est ramené au calcul
v v _ n—1Mh(Yi+1) o
E, [G<}/E)> cee 7Yn)] = o G(:’/Oa ceey yn)Hizo )\h(yz) Q(yla dszrl)
_ m" h(yn) n—1 . .
T o ( 0, n) h(x) i=0 (yu dszrl)
mn

= ——E.[h(Yn)G(Yo,...,Y,)]|.

)\".h($) oc[ ( n) ( 0 n)]
et on obtient plus ’expression voulue en rappelant (2.1). On conclut la preuve en remar-
quant que Q(z,.) est bien une mesure de probabilité, définissant ainsi les transitions de la
chaine Y. C’est a cet endroit que le fait que h est fonction propre intervient. En effet, le fait
que pour tout x € X, Q(x, X) est équivalent au fait que tout x € X', M(x,h) = Ah(z). O

Cette formule permet de considérer la population totale G,, avec un biais h sur le trait,
et de ramener sa moyenne a 1’étude d’un processus de Markov homogene Y. Le noyau de
cette chaine est la h transformée du noyau @ (ou M). Pour I’étude de la propagation du
front dans la marche branchante, nous utiliserons la fonction propre h(z) = exp(pz) qui
privéligiera dans la somme les positions les plus grandes. Notons que nous n’avons pas
imposé h borné dans la formule precedente, la formule peut se montrer pour les fonctions
h et G positive par limite croissance.
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On a pour linstant établi le comportement moyen d’un individu typique, corres-
pondant & un échantillon dans la population. On va vouloir maintenant comprendre ce
qui se passe quand on échantillonnage deux individus. Les traits de deux individus se
retrouvent coréllés par le trait de leur ancétre commun. Cette question va intervenir en
particulier pour obtenir un effet de loi des grands nombres et décrire le profil des traits
dans la population, en vérifiant que la décorrélation ne se produit pas trop tard pour
assurer une limite déterministe. En choisissant deux individus et en tracant leurs lignées
ancestrales, on observe une forme de fourche.

On se place dans le reste de ce chapitre dans le cas d’une variance finie pour la loi de
reproduction :
E[L?] < co.

Pour une famille de fonctions mesurables bornées (f;),c (resp. (¢i);cn) sur &, on note

J—1 J—1
Fyj(x) = ] fosn(an),  resp. Gij(@) = [] givn(an)
k=0 k=0
pour x = (%o, ...,zj_;) € XL

Proposition 37 (Fourches). Soient (fi);cy et (9i);cny des fonctions mesurables
bornées sur X. Pour tout x € X etn € NN :

E(g,2) Z Fon(X(w), w =< u)Gon(X(w), w=<v)
u#vEGH
n—1

=" m PR, [Fy yGop(Yi, i < p) Hyn(Yp)],
p=0

avec Hy,,, définie par

Hp,n (y) = IE)(Z,y) Z Qn—p—l(X(a)7 Fp-l—l,n) Qn—p—l(X(b)7 Gp—i—l,n)
a#beGy

pour y € X et pour F: (yo,...yn) € X"t = F(yo,...yn) mesurable bornée :

Qn(y, F) = By[F(Y;,0 <i < n)].
La preuve repose sur une décomposition de la généalogie en fonction du premier (plus

récent) ancétre commun z d'un couple d’individu (u, v).

Démonstration. Soit n € IN et p < n — 1. Pour tout z € G, et i # j € IN, on peut
factoriser pour u = zi,v = zj,

Fon(X(w),w = u)Gopn(X(w),w < v)
= FopGop(X(w), w < 2) Fppin(X(w), 2t S w < u)Gpyin(X(w), 2j S w < 0).
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Du coup pour tout z € G, et ¢ # j € IN,

El Y FoaX(w),w<u)Gon(X(w),w < 0) | Fprr | = FopGop(X(w),w < 2) By, (2)
u,vEGH
zi#u?zj#v

avec, en utilisant Fubini (somme rectangulaire) puis la propriété de branchement

B;’,ZL(Z) =E Z Fppin(X(w) 1 2i S w S w) Z Gp1n(X(w), 2] S w 5 v) ‘}-p—i-l

’LLGGn UEGn
FAES) zj=<v

=E| Y FpaaX(w),zi s w<u) | X(20) | B| D> Gpran(X(w), 25 < w < v) | X(25) ]

u€Gy, veGy,
L 21U ZI<v

De plus, en utilisant la formule ”tous pour un” pour zi € Gpy1,

E| 3 Fpria(X(w),2i < w < w) [ X(20)| = m" P Ex o [Fyrin(Yisi <0 —p—1)]

ueGy,
21U

= mn_p_lQn—p—l(X(Zi)a Fpt1n)-

On combine les identités obtenues et on decompose

{(u,v)EGi:u#v}: |_| {(u,v)GGi:u/\vEGp}

p<n—1

|_| {(u,v)EG%:zi#u,zj#u,i;éj}

p<n—1,2z€G,
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pour obtenir

n—1
=B1> 3 B| Y FoalX(w):wsu)GoalX () w <) | Fpr
p=0 2€Gyp,i#AjeN u,weGH,
21U, 2V

n—1

I Z m2n_2p_2F0,pG0,p(X(w)7 W X 2) Qn-p-1(X(21), Fpi1,0) @n—p-1(X(27), Gp+1,n)

p=0 2€Gyp,i#£j],
21,2€Gp 11
n—1
=Y m PR > FypGop(X(w),w < 2) Hyn(X(2))
p=0 z€Gyp

et on conclut avec une nouvelle utilisation de la formule tous-pour-un appliquée a la
génération p et a la fonction F(zo,...,zp) = Fop,Gop(xo, ..., 2Tp) Hpn(xp). O

On peut écrire la fonction hy,p, en fonction de (O4)zcx-

En prenant dans la formule pour les fourches f; = g; = 1 pour i < n — 1, de sorte a
se focaliser sur les traits au temps n, on obtient :

Corollaire 38. Pour toute fonction f mesurable bornée sur X etn € IN,

Ega | Y, FX@)FX@)| =D m* P 2Eylhnp (V)]

uAVEG, p=0

avec

hn,p(y) = IE(@,y) Z anpfl(X(a)v f) anpfl(X(b)v f) ) Qn(xv f) = E:I:[f(yn)]

a#beGy

2.1.4 Loi des grands nombres

Dans cette partie, on suppose m > 1, de telle sorte a ce que la population survive
avec probabilité positive.

Théoréme 39. On suppose IE(L?) < oo et on considére f une fonction mesurable
bornée. Supposons qu’il existe w(f) € R tel que pour tout x € X,

E.[f(Yn)] =3 7 (f).
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Alors

1 n o
ZZ2 N X () " Lynzo,e,0 7))
n ueGH

en probabilité et dans L?.

Notons que f est fixé dans ’énoncé et 'hypothese que I'on fait est de type ergodique :
la quantité E,[f(Y,)] doit converger vers une valeur qui ne depend pas de x. La limite
obtenue pour la mesure empirique dans la population est déterministe. Cela vient d’un
effet de loi de grands nombres quand le temps évolue (on rappelle que la population
totale tend vers 'infini). L’exemple f = 14 permet d’évaluer la proportion asymptotique
d’individus de traits appartenant & A.

Le choix de la notation 7(f) pour la limite n’est pas anodin. En effet, (Y},), est une
chaine de Markov, et si on montre qu’elle converge en loi vers une probabilité stationnaire
m, indépendante de sa condition initiale, alors pour tout fonction f continue bornée,
I’hypothése sera satisfaite. On obtient alors la convergence de la distribution des traits
de la population vers une distribution déterministe 7. En particulier, pour le modele
de graphe fini irréductible (métapopulation), si il y a en plus apériodicité, il y a alors
convergence en loi de Y;, vers 'unique mesure stationnaire m = (7 )rerx et

#{ueG,: X(u) =k} nooo

1g,+0 G, — Lvi>0,G;£2 Tk-
Démonstration. Etudions désormais
1
Ay, = mn Z 9(X (u)),

UEGn

avec g(x) = f(z) — 7(f), encore mesurable bornée, qui recentre f. En développant,

A2 = B 3 oK@l + Y a(X(@)a(X ()

u€Gy u#vEGH,

En utilisant que

E| Y g(X()?

ueGy,

< E#Gn) || g ll3=m" |l g I3,

on obtient que le premier terme est écrasé quand n — oo. De plus, le corollaire précédent
(fourches) permet de gérer le deuxieme terme et on obtient que

n—1
1
E 2 — - —p—2
[An] O (m") + Z m Eq[hnp(Yp)]
p=0
avec
hn,p(y) = E(@,y) Z anpfl(X(a)a g) anpfl(X(b% g)
a#beGy
Notons que E[|hy, ,(Y})]] < HgHiOIE[L2] < oo car |Qn(.,9)] <9l » donc
-K

n—1

o m
> m By (V)] < gl B L]
p=K
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tend vers 0 quand K tend vers U'infini (uniformément en n > K).

Enﬁn pour chaque p < K, pour tout y € X, Qn—p-1(4,9) = Qnyp-1(y,f) —
S f Py 7(dr) — 0 quand n — oo, par hypotheése. En utilisant que Q (., g) est borné, on
obtlent que hy,p,(y) tend vers 0 quand n tend vers 'infini, pour tout y € X'. De plus hy, )
et une nouvelle convergence dominée implique Ey[hy, ,(Y,)] tend vers 0 quand n tend
vers l'infini, par convergence dominée, pour chaque p < K.

Ceci conclut la preuve de la convergence de A,, vers 0 dans L?. Et donc en probabilité.
En ajoutant que m™/#G,, = 1/W,, tend vers une v.a. finie p.s. sur I’événement de survie,
on obtient que

mn Z;G
ue wsen
1g,20 An %G, 1,4 / f(z

tend vers 0 en probabilité, ce qui est le résultat voulu. En effet, la convergence L? suit
car la variable est bornée. O

Le résultat précédent donne une convergence en probabilité via une convergence L2.
On peut souvent obtenir une convergence p.s., soit par un argument de Borel Cantelli, soit
en exploitant le calcul L? avec une vitesse suffisament rapide. En effet si 3" - B(X2)"/? <
oo, alors par Cauchy Schwarz Y o E(|X,]) = E(X,,501Xn|) < 00 et >, <o|Xn| < 00
p.s.. Ceci assure la convergence p.s. de X,, vers 0. Plus généralement la preuve précédente
peut permettre de quantifier la vitesse de convergence de la distribution des traits dans
la population, en utilisant la vitesse de convergence de la chaine de Markov Y, vers sa
probabilité stationnaire. Pour cette derniére question, on rappelle que de nombreuses
techniques existent, notamment par des méthodes de type Doeblin-Lyapunov, la théorie
spectrale et le couplage. On note enfin que cette méthode s’étend au cas d’environnement
changeant.

2.2 Transitions de phase et division cellulaire

2.2.1 Processus autorégressif bifurquant

On rappelle que dans ce cas L = 2 p.s. (division binaire) et donc #G,, = 2". La
transmission est affine avec pertubation gaussienne :

Xf:aia:+5i, 1=1,2,

avec a = (ay,a2) € R? et £ = (€1, &) vecteur gaussien centré de matrice de covariance
I. Pour simplifier supposons VAR(E1) = VAR(Ey) = o2, soit

51 loi 82 loi £

loi gaussienne centrée de variance 2. Dans ce cas le noyau de la chaine de Markov (Yy,),,
est

Q(x,dy) = Q(Q)($, dy) = = (P(anx + &€ € dy) + P(agz + € € dy)) ;

| =
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Proposition 40. La chaine (Yy,), vérifie pour tout n > 0,
Yn+1 = 9n+1Yn + En+1,

avec (0;)i>1 et (€i)i>1 suites de v.a. i.i.d., indépendantes entre elles et indépendantes
de Yy et

Pl =a1) =Pl; = a2) =1/2, £ 2 N(0,0?)
De plus

n

n n
Y, = k H 9]'—|—YE)H9]‘.
k=1 j=k+1 Jj=1

Considérons le cas Yy = 0 (le cas général se traitera pareil) et exploitons la stabilité de la
loi gaussienne par sommation indépendante. Conditionnellement aux variables (6;)1<i<n
Y, est distribué suivant une loi gaussienne centrée de variance

A(el,...,en):ﬂzn: f[ 03.

k=1 j=k+1

De plus, la magie de I'invariance en loi par retournement du temps dans une suite i.i.d.
peut opérer

A0, 00) ZE A, ..., 00) =2 > ] 6%

Cela nous permet de récupérer une structure monotone :

oo k e
A(Bn, - ,01) Thosos A =0 Y ] 03 =0 €% ps.

en introduisant la marche aléatoire S, = 23°7_, log(6;). Si E(log(61))) = log(aiaz)/2 <
0, alors S, tend de facon linéaire vers —oo par la loi des grands nombres et Ao, < 00 p.s.
Sinon A, = oo p.s. On obtient alors la classification suivante

Lemme 41. (i) Si ajag < 1, alors Ase < 00 et Y, converge en loi quand n — oo vers
un mélange de gaussienne w défini par

y2

T 2v

mla,b —/
a-] [ab]xRy V2TV

(i1) Si cpag > 1, alors Y, tend en probabilité quand n — oo vers +oo.

dyP (A € dv).

La loi des grands nombre obtenue dans la section précédente s’applique et on obtient

Théoreme 42. Si ajas < 1, alors pour tout a < b,

lim #{u € Gy, X(u) € [a,b]}

n—00 on

= 7([a, b))
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dans L%. Sinon, pour tout a € R,

#{u € Gy, | X(u)| < a}

n—00 n

=0

dans L2.

2.2.2 Infection dans le modele de Kimmel

Pour le modele d’infection de Kimmel, rappelons que L € {0,1,2}, m = p; + 2pa,
pr="2 et pp= Zp =2 Le noyau de transition de la chaine Y est donné par

Q. 4) = QW (2, 4) + 12QP (2, A)
avec QW (z, A) = P(Zle P e A) et

Q) (x, A) = ( (ZQzEA)-i-IP(ZR eA))

avec
P;

P;
Q=) Eij, Ri=Y 1-Ey,
j=1 Jj=1
en rappelant que les P; sont i.i.d. de loi u, avec p la loi de reproduction des pathogenes
(sur une génération) et E; ; v.a. de Bernoulli de parametre ¢. Autrement dit

_np(Np P2p(N o, Pp(Np
Q(m,A)_mIP(Z}BeA)+mP<;QzeA>+mP<;RzeA).

On considere 'ensemble
E = {17 q, 1- q}

formé de 3 environnements (excluons ¢ € {0,1,1/2} mais ce cas se traiterait pareil) et
Penvironnement aléatoire i.i.d & valeurs dans E €& = (&, &1, ...), dont la loi est donnée
par

b1 D2

PE=1)="22 P(E=q) =2 PE=1-q)= p2

m

Les lois de reproduction associées sont données par p° loi binomiale dont le premier
parametre est aléatoire distribué comme p et le second vaut e € E| i.e.

pk—z,un P(Bin(n,e) = k) Z,un<> (1—e)" k.

n>k n>k

Proposition 43. La chaine de Markov (Yy,)n>0 est un processus de Galton-Watson
en environnement aléatoire € et loi de reproduction (p€)eck-
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Nous connaissons le comportement en temps long des processus de branchement en en-
vironnement aléatoire. On sait que si E(log(m(€))) <0 (et P1(Y1 =1) < 1, ce qui est le
cas ici) alors (Y},), atteint O p.s. en temps fini. Sinon, le processus survit avec probabilité
positive. Or la formule tous-pour-un assure que le nombre moyen de cellules infectées par
un nombre k de parasites est donné par la loi d’'un Galton Watson en environnement
aléatoire :

E(#{u € G, : X(u) = k}) = E(G,)"P(Y,, = k).

La loi des grands nombres sur les arbres de Galton-Watson (Theoréme 39) nous assure
alors la transition de phase suivante. Elle fait intervenir les parametres de la division
cellulaire (nombre moyen de cellules m et probabilité de division ps3), le parametre de
croissance de l'infection (via la moyenne & de la loi de reproduction des pathogenes) et
le parameétre de Bernoulli ¢ qui détermine la répartition.

Théoréme 44. Si

log(fi) < % 1og<q(11_q)),

. ueG,: X(u) >0
71113;() 1Gn;£®#{ #Gn( ) } =

en probabilités. Sinon, pour tout K > 0,

lim E 1G¢®#{uEGn:X(u)>K} >0,

#ueG,:0< X(u) <K}
#Gn -

alors
0

0

e 160

en probabilités.

Dans le premier cas (sous-critique), la proportion de cellules infectées tend vers 0 : la
division régule linfection. Dans le deuxiéme (surcritique), une proportion positive de
cellules devient tres infectée lorsque 'infection ne s’éteint pas globalement. A nouveau,
on peut aller plus loin et obtenir des limites p.s. On peut aussi obtenir la croissance
exponentielle de l'infection au sein de chaque cellule infectée dans le deuxiéme régime
en utilisant la croissance de Y. Probablement que la bonne fagon de réecrire ce critere,
pour interpréter les différents termes et généraliser a des mécanismes de repartition plus
complexe est la suivante :
2y

log(n) < p2 E(log(1/F)), p2= m’

avec Py la probabilité de se diviser dans une lignée typique et E(log(1/F)) l'effet moyen
de la division sur la masse de pathogene (moyenne géométrique). Ici, on a symmétrisé

la v.a. donnant le parametre de la loi binomiale pour la répartition : F 29 _F. Td
P(F =q) = P(F =1—¢q) = 1/2 mais le parameétre ¢ pourrait étre lui méme aléatoire,
cad que la fraction moyenne attendue pour la cellulle moins chargée suit elle méme une
distribution (entre (0,1/2]), plutot que détre fixée égale a q.

Démonstration. On calcule

E(log(m(£0))) = T log(m(1)) + == log(m(q)) + == log(m(1 — q)).
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FIGURE 2.1 — Représentation des différents régimes pour le nombre de cellules infectées,
dans le cas pa = 1, avec en abscisse my = ¢ji et en ordonée m; = (1 — q)f.

avec m(e) = E(Bin(P,e)) = me. On utilise alors le premier chapitre qui donne le com-
portement en temps long d’un processus de Galton Watson en environnement aléatoire
en fonction du signe de E(log(m(&p))). Si cette quantité est négative alors Py(Y;,, > 0)
tend vers 0 quand n — o0, et ce pour tout £k > 0. C’est a dire que Eg(f(Y,)) — 0
quand n — oo pour tout k > 0 avec f(x) = 1,-9. On peut appliquer la loi des grands
nombres (Theoréme 39) pour obtenir la premiere partie du théoreme. Notons qu’ici la la
distribution se concentre en 0, et on pourrait conclure directement a partir de la formule
tous pour un.

Pour I'autre cas, on utilise que Y;, tend vers l'infini sur ’événement de survie et donc
pour tout k > 0, P(0 < Y,, < K) tend vers 0 quand n tend vers U'infini. On conclut avec
la loi des grands nombres en prenant ici f(z) = 1,¢(0,x)- O

D’autres transitions de phases sont intéressantes peuvent étre observées dans ce
modele, en exploitant le comportement asymptotique des processus de branchement en
environnement aléatoire. En particulier, & propos du nombre de cellules infectées, la for-
mule tous pour un donne

E(#{u € G, : X(u) >0}) =m"P(Y,, > 0).

Si dans le premier régime, P(Y;, > 0) tend vers 0 et que la proportion de cellules infectées
est négligeable devant la population totale de cellules, le nombre de cellules infectées
moyen m"P(Y,, > 0) croit en général exponentiellemment. Cette croissance dépend de la
vitesse d’extinction de Y,,. Or cette vitesse P(Y,, > 0) dépend du signe de

Kk = E(m(&) log(m(&))),

comme on ’a vu au premier chapitre. Si k < 0 (régime fortement sous-critique), on
obtient un nombre de cellules infectées du méme ordre que le nombre de pathogeénes. Si
k > 0 (régime faiblement sous-critique), il y a bien moins de cellules infectées que de
pathogenes, car les pathogenes s’accumulent dans des mémes cellules.
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2.2.3 Contamination et division cellulaire

On se propose d’étendre le modele de Kimmel binaire symétrique pour I'infection en

prenant en compte une contamination extérieure de pathogenes. C’est a dire que :

— les cellules se divisent en deux a chaque étape et la génération n est constituée de
2" cellules labellisées par G,, = {1,2}";

— les pathogenes se reproduisent suivant la loi de reproduction p et se répartitissent
suivant une loi binomiale de parametre ¢ = 1/2 au moment de la division;

— en plus de la prolifération du pathogene au sein de la cellule chacune des deux
cellules filles hérite a la génération suivante d’un nombre aléatoire de pathogenes,
distribué comme la variable I, indépendamment pour chaque cellule et & chaque
génération.

Le mécanisme de transmission du trait (ici un nombre de pathogenes) devient donc

z P; z B
0, = ZZE@J + 117221 -E;+ I
i=1 j—1 i=1 j—1

avec (P;);j>1 v.a. 1.i.d. de loi p et Ej;; v.a. i.i.d. de loi de Bernoulli de parametre 1/2 et
Iy, I5 i.i.d. distibuées comme I, toutes ces v.a. étant par ailleurs indépendantes entre elles.

La formule tous pour un donne

E(5,2)

Y F(X(v),v < u)] = 2", [F (Yo, ..., V)]
ueGy,

1/2 qéfinie par

avec Y un processus de Galton Watson de loi de reproduction p
m? =37 P (Bin(i, 1/2) = k)
>k

et de loi d’immigration donnée par I. Le comportement asymptotique de Y dépend du
fait que
W72 = 5if2

est plus grande ou plus petite que 1. En effet, la section 1.3 guarantit que si E(I) < oo
et < 2 alors (Y},), converge en loi quand n tend vers l'infini vers une v.a. intégrable,
indépendante de la condition initiale. La loi des grands nombres (Théoreéme 44) guarantit
alors que la proportion de cellules infectées par un nombre donné de parasites converge
en probabilité (on peut montrer aussi une convergence p.s.) vers la loi limite de Y.On
obtient ainsi un nouveau régime ou les cellules ne se débarassent pas de linfection (a
cause de la contamination) mais l'infection reste modérée.

Si @ > 2, 'infection prend et la proportion de cellules dont I'infection est en dessous de
K tend vers 0 en probabilité, et ce pour tout K > 0.

Notez que deux régimes apparaissent dans le cas critique i = 2. Pour compléter ces
résultats, notamment au cas asymétrique et au cas ou la contamination dépend du fait
que la cellule est déja infectée ou non, on pourra consulter [3].
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2.3 Vitesse d’invasion dans un modele spatial

On considere dans cette partie 'exemple de la marche aléatoire branchante, dans le
cas ou la population survit avec probabilité positive :

m = E[L] € (1, 00).

On considere la variable de déplacement D a valeurs dans R, qui quantifie & quel point
chaque descendant s’éloigne de son parent. On recentre le processus de sorte a se ramener
au cas ol

et on suppose que
Var(D) = % € (0,00).

Pour simplifier, on suppose que les enfants atterrissent a des distances i.i.d. du parent et
on a alors la loi de transmission

O,=(x+D; : 1<i<L),

avec D; v.a. ii.d. et D; “'D. De plus on suppose que (D;);>1 est indépendant de la
variable L, c’est-a-dire que les déplacements ne dépendent pas du nombre d’enfants.
La formule tous pour un permet d’éclairer ce qui se passe en moyenne pour la mesure
empirique :

Eg0)(##{u € G : X(u) € A}) = m"P(Y, € A)

N

ou (Yy,)n>0 est la marche aléatoire définie par Yy = 0 et

n
Y, = Z D;.
i=1
Le théoreme central limite assure que
P(Y, € [vna, vnb]) =3 P(N(0,0%) € [a,b]).

Commencons par un premier résultat qui est une conséquence des résultats que nous avons
obtenus. Il donne la distribution des traits dans la population. En adaptant un chouia la
preuve la loi des grands nombres obtenues dans la partie précédente pour permettre une
renormalisation en /1 du trait des individus, nous obtenons

Proposition 45. Pour tout a < b réels

2% {u € Gy avin < X () bV} £ Lun,s0P (N(0.0°) € fa,1).

On s’intéresse maintenant au front d’invasion, c’est a dire a I'individu le plus en avant
R, =max{X(u) : u € G,}
Notons que la formule tous-pour-un donne pour tout v > 0,

N, (v) = E[#{u € G, X(u) > nv}] = m"P(Y,, > nv).
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En invoquant des résultats de grandes déviations qu’on va détailler ci-apres, nous allons
pouvoir évaluer la probabilité de droite :

P(Y, > nv) ~ e ¥,

avec 1Y une fonction croissante, et & signifera que les quantités sont équivalentes a 1’échelle
logarithmique. Ainsi si ¥(v) > log(m), alors N,(v) < 1. Tandis que si ¥(v) < log(m),
alors N, (v) > 1. Un seuil avec une vitesse critique apparait, la vitesse v* solution de

p(v*) = log(m).

C’est elle qui va nous donner la vitesse du front et un équivalent pour R,, quand n tend
vers l'infini.

2.3.1 Préliminaires de grandes déviations

Nous allons utiliser quelques éléments de grandes déviations que nous donnons ici.
Pour une référence sur le sujet, le lecteur pourra consulter le livre de Dembo Zeitouni
[19]. Nous supposons ici que la fonction

A(6) = log (E [e"D])

est bien définie pour tout 8 € R, c’est a dire que E[eeD } < 0. Cette hypothese est

par exemple vérifiée pour une v.a. D bornée. On peut en partie relacher cette hypothese

mais il faudrait alors faire attention a ’ensemble de définition qui peut intervenir pour

la description du front.

La fonction A est positive car e* > 1+ z et elle est dérivable (autant de fois qu’on veut)

sur R et

E[D2P|E[eP] — E[De?P]?
E[e(’D]2

par 'inégalité de Cauchy Schwarz (le cas d’égalité est exclu car D a une variance non

nulle). Ainsi

A/I(H) —

> 0,

E[De?]
E[eep]

est strictement croissante et elle admet une limite

N(9) =

v = lim A'(9) € R} U{+oco}
60— 00
Définissons la transformée de Fenchel-Legendre pour = > 0 :
Y(z) = sup{fx — A(0), 6 € R} = sup{fz — A(0), 6 € Ry}

car pour 8 < 0, A(#) > 0 et Oz — A(A) < 0 et A(0) = 0. La fonction 1) est convexe
croissante sur R, car c’est le supremum de telles fonctions. Notons enfin que

%[9:}5 —AO)]=x2—-AN(0)=0 ssi = A(0).
Lemme 46. i) Si x € [0,7), alors il existe un unique 6(x) > 0 tel que N'(6(z)) = z. De
plus P(x) = 0(z)x — A(0(x)) et 1 est finie et strictement croissante sur [0,7).
ii) Si x>, alors Y(x) = 400
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Par exemple, lorsque D est équiprobable sur {—1,1} : P(D =1) =P(D = —-1) =1/2,
alors A(0) = log(%), et O(x) = %log(H—z). On a alors

1—x

¥(@) = (1 2) (1 +2) + (1 - ) log(1 — 7))

lorsque z € [0,1]. On notera que v = 1, ¥(1) = log(2), et ¥(z) = co si z > 1.

Théoréme 47. Pour tout x € [0,7), alors

lim ! log(P(Y,, > nx)) = —¢(x).

n—oo N

Démonstration. Par inégalité de Markov, pout tout 6 > 0,
P(Y, > nz) < E[eeYn—an] _ E[eap—ex}” — (02=A0))
et en optimisant selon 6, on obtient
P(Y, > nz) < e ™@),
Pour la borne inférieure, considérons 'unique 6 = () tel que
N(§) = .
On introduit la variable aléatoire D dont la loi est donnée par :

Oy

P(D € dy) = @

P(D € dy).

Ce choix permet d’avoir la dérive voulue :

N} _ E[DeP]

IE[D _W:A’(ﬂ):x.

De plus, en prenant (ﬁ]) j>1 des v.a. i.i.d. distribuées comme D on remarque que

P(Dy € dyy,... Dy € dy,) = [ [ P(D; € dy;) = E[eeD}"e*Z?:lw [[®D; € dy))
j=1 j=1

Alors
P(nz <Y, <n(z+9))

= /]R ]lmgzj;?:l y;<n(z+6) ]P(Dl €dyr,...,Dn € dyn)

n —0 i Yj ~ ~
:E[eeD} / 1 . e =1 P(Dy €dy,...,Dy € dyy)
n nx< 'Zl y; <n(z+9) ’ ’
j=

_ ]E[e(’Dr ]E[e*“?”]l > nA(0)=0n(z+0) ]E[]l

nxﬁ?nﬁn(x—&—é) nzﬁ?ngn(x—f—é)} ’

avec Y une marche aléatoire de pas D cette fois-ci, c’est a dire de pas moyen x. On obtient
1 1 ~
“log (P(nz < Y, < n(z +0))) > —(z) — 60(z) + — log (IP(:E <V,/n<z+ 5)) .
n n

Or la probabilité de droite converge vers 1/2 en vertu du theoréme central limite. En
faisant tendre 6 vers 0 & droite on obtient la minoration voulue. O
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2.3.2 Vitesse d’invasion

On rappelle que
R, = max{X(u), u € G,}

est la position du front d’invasion au temps n. Pour simplifier la discussion, on se place
dans le cas ou il existe v* € (0,7) tel que

$(v*) = log(m).

Commencons par la borne supérieure.

Proposition 48. lim,_;« 1((;,”75@% <v* p.s.
Démonstration. Soit v € (v*,7), de sorte que 1 (v) > ¥ (v*) = log(m) car 9 est strictement

croissante. On a donc :

P(R,, > vn) P(#{u € G, : X(u) >wvn}>1)

2 E[#{u € G, : X(u) >wvn}] = m"P(Y,, > vn)

en utilisant la formule ”tous-pour-un”. Le théoreme 47 assure que PP(Y,, > vn) decroit
exponentiellement au taux ¢ (v) > log(m). On obtient que P(R,, > vn) décroit exponen-
tiellement vite vers 0, car log(m) — ¥ (v) < 0 et donc

Z P(R, > nv) < 0.
nelN

Ainsi, par le lemme de Borel-Cantelli, presque-sirement, a partir d’un rang, on a R,, < nv,
d’ou limy,— oo % < v p.s. En faisant tendre v vers v*, on a le résultat annoncé. ]

Il faut maintenant montrer que cette vitesse v* est bien réalisée par quelqu’un, sur
I’événement ol la population survit : S = {Vn € N, #G,, > 0};

Proposition 49.
R

lim 15 — > 1gv*  p.s.
n

n—oo

Nous allons donner deux preuves de ce résultat, chacune éclairante et généralisable a
d’autres modeles. La premiere est due a Biggins et repose sur la construction d’un pro-
cessus de Galton-Watson imbriqué dans la population structurée et avancant a la vitesse
voulue.

Preuve de la proposition 49 : un processus de Galton- Watson au front. Considérons
cette fois v < v* et posons

ZW) = #lu e G, X(u) > pv}.

le nombre d’individus ayant dévié d’au moins pv depuis l'instant initial. La formule tous-
pour-un et le théoreme de grandes déviations garantissent cette fois

y = B[ Z0] = mPP(Y,, > pv) ~ exp(p(log(m) — ¥(v)))
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FIGURE 2.2 — Subpopulations (colored balls) created by keeping individuals which have
moved to the right enough with respect to the positions of their ancestors p generations
before ; the other individuals are forgotten.

qui tend vers U'infini quand p — oo car log(m) > ¥ (v). En particulier, on peut se fixer un
rang p tel que pp, > 1.

Construisons la sous population qui va reproduire cette déviation toutes les
p générations. Concrétement G((]p) = {o}, Ggp) = {ue Gy, X(u)>pv} et plus
généralement pour k£ > 0

Ggﬂl = {u € G(ry1)p : Jw € G;p), uzw et X(u) > X(w) —i—pv}.

Par construction, tout u € Ggf ) vérifie X (u) > kpv. De plus le processus
Z), = #GP

est un processus de Galton Watson de loi de reproduction Z®. Comme pp > 1, le
processus survit avec probabilité positive et sur cet événement de survie

Ry, > v.kp

On obtient pour ces temps n = kp et sur cet événement une vitesse d’au moins v. Il
reste a vérifier que ce qui se passe entre des temps kp et (k + 1)p ne fait pas diminuer
cette vitesse, et de mener le raisonnement sur I’événement S, plus gros a priori que
I’événement de survie de Z. Pour le premier point, on peut mener un raisonnement
analogue en translatant juste les temps et en considérant les générations ¢ + kp avec ¢
fixé et £ > 0. Pour le second point, on démarre plusieurs constructions indépendantes de
sorte a réduire le risque d’extinction. Pour cela on utilise le fait que sur I’événement S
la population totale #G,, tend vers 'infini et on attend une génération ot ce nombre est
assez grand. O
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Nous allons maintenant donner les grandes lignes d’une autre preuve inspirée des tra-
vaux de Lyons et du monographe de Zhan Shi [18] sur les marches branchantes. Cette
preuve va exploiter la formule tous pour un en incluant un poids qui permet de se foca-
liser sur les individus en avant du front dans cette formule. Remarquons que la fonction
exponentielle z — exp(p.) est un vecteur propre du semigroupe du premier moment,
c-a-d :

M(z,exp(p.)) = A(p) exp(pz)

pour z € R, avec
L
Ap) =E <Z epDi> =mlE (epD) .
i=1

On pondere alors dans la formule ”tous pour un” par ce vecteur propre et on obtient le
résultat suivant, dont la premiere partie est une conséquence directe du corollaire 36.

Lemme 50. Pour toute fonction F' mesurable positive et p >0 et x € R,

E (o, (Z PXWP(X (0) v < u>) = P Ap)"E, (FO” 0 <i <m))
ueGy,

avee YO marche aléatoire de pas D\P), dont la loi est définie par

pT

P(D) € dz) = mp(

D € dx).

De plus
WT(LP) _ Z ePX (u)—nlog A(p)
UEGTL

est une martingale positive convergente vers une variable aléatoire W) e [0,00) p.s.

Démonstration. Pour la deuxiéme partie,

BWAIR)= S B| 3 ey

u€Gy, VEGp{1:v>U
L
= Z ePX(u)=(n+1)log A(p) g (Z epDi> — Wép)
ueGp i=1
car X (v) = X(ut) = X (u) + D;(u) pour i < L(u). O

On admet maintenant le critere L log L suivant de non dégénérescence de la martingale
limite. La preuve se fait avec une construction spinale comme dans le cours et on renvoie
par exemple & la section 4.8. du polycopié de Zahn Shi 2.

Lemme 51. Les trois assertions suivantes sont équivalentes :
i) B(W®) =1.

i) W) > 0 sur lévénement de survie S = {Vn € N, #G,, > 0}.
iii) E(Wl(p) log | Wl(p)) < oo et pN(p) < A(p)log A(p).

2. https ://www.lpsm.paris/pageperso/zhan/pdffile/brw.pdf
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Preuve de la proposition 49 sous la condition E(Wl(p) log, Wl(p)) < 00 pour tout p > 0.
On pose p = 0(v) avec (v) < log(m), de sorte que v = N (p)/A(p) et on choisit € > 0 tel
que

p(v+¢e) < log(A(p))

ce qui est possible car pv —log A(p) = O(v)v — log E(ePP) —log(m) = ¥(v) —log(m) < 0 .
Donc pX(p) = pvA(p) < A(p)logA(p) et le lemme précédent assure que W) > 0 sur
I’événement S. De plus

W7(Lp) = on+n

avec
On = Z ePX (u)=nlog A(p)
UEGR,|X (u)—nv|<ne
Y = Z ePX (u)—nlog A(p)

UEGH,|X (u)—nv|>ne
Or pX(u) — nlog A(p) < 0 quand | X (u) — nv| < ne donc
on < #{ueGy: X(u) >n(v—-e)}.

De plus

E(¢,) = e”P([Y,?) — no| > ne)
grace a la formule "tous pour un” du premier du lemme avec G(z;,i < n) =
eP" 114, —nv|>en- Comme Y (®) est une marche aléatoire de pas moyen

E(D®) = X(p)/A(p) = v,

le théoreme de grandes déviations assure que IP(\Yn(p ) nv| > ne) decroit exponentielle-
ment vite et donc ), E(¢,) = E(}_, ¥n) < 0o, ce qui prouve que »_ 1, < 0o et iy,
tend vers 0 presque surement. On obtient

lim #{u € Gy : X(u) >n(v—-¢)} > lim ¢, > lim @, + vy = lim W >0

n—oo n—oo n—o0 n—o0

sur S, ce qui acheve la preuve. O



Chapitre 3

Processus de branchement pour
des populations structurées

Nous souhaitons maintenons prendre en compte le fait que le trait des individus affecte
leur loi de reproduction. Nous perdons donc ’hypothse de neutralité faite dans la partie
précédente. En particulier la taille totale de la population ne suit plus un processus de
Galton-Watson. On obtient ici ce qu’on appelle un processus de Galton Watson multitype,
avec un ensemble qui peut étre infini et non discret. On parle aussi de chaine de Markov
branchante, pour souligner que la transmission des traits va étre un processus de Markov.

3.1 Chaine de Markov branchante

3.1.1 Définition

De facon informelle, la variable de reproduction L dépend maintenant de x € X.
Chaque individu de trait « va indépendamment donner naissance a un nombre aléatoire
fini L* d’individus, de traits ©, = (X7, i=1,...,L").

Plus formellement, la transmission du trait aux enfants est modélisée par la famille
de processus ponctuel (0,)zcx, avec pour tout z € X, O, = (XF :i=1,...,L%) vaa. a
valeurs dans X = UkZOXk que 'on munit de la tribu engendrée par Ukzo(BX)k.
Introduisons maintenant un processus pour chaque label : ((Og(u))zex, u € U) famille
de v.a. indépendantes et identiquement distribuées comme (©;),cx. On note O, (u) =
(XF(u),i=1,...,L"%(u)). Pour les questions de mesurabilité, on suppose que © : X' xQ —
X mesurable ou X x  est muni de la tribu produit.

Définition 52. La chaine X = {(u, X (u)) : uw € T} issue d’un individu de trait xo et de
transitions ((@x(u))xex DU € Z/{) est définie récursivement par T = UpenGy, et

Go = {@}, X(@) = X
et pour tout n > 0,

Gt = {uk: u€Gn 1<k <LXW@)},  X(uk) = X1 (w)

pour tous u € Gy, et k € [1, LX) (u)].

51
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A nouveau, la loi de X est déterminée par la loi de (0,).cx et zg. Notons que cette
définition s’étend immédiatement a une condition initiale avec plusieurs individus et
des traits aléatoires. Remarquons aussi que la taille Z,, = #G,, de la population a la
génération n n’est plus un processus de Galton-Watson.

De nombreux modeles en biologie et écologie font appel & cette extension qui relache
I’hypothese de neutralité de la loi de reproduction. Chacun des quatre exemples du
chapitre précédent illustre cet aspect. Pour les modeéles spatiaux, la loi de reproduc-
tion peut dépendre de la localisation a travers la natalité ou la mortalité sensible
aux quantités de ressources disponibles, & l’environnement (exposition & la lumiere,
température...), a la présence de prédateurs... De la méme fagon pour la division cellulaire,
la taille, I’ 4ge ou la charge en pathogene de la cellule peut affecter sa survie et sa division.

3.1.2 Exemple structuré en age et régénération

Introduisons ici un premier exemple de modele de populations avec une structure
en age, qui affecte sa loi de reproduction. L’age est vu en un sens large, cela peut étre
le nombre de générations depuis la naissance (nombre de saisons pour une plante ou
divisions pour une cellule), ou le nombre d’unités de temps écoulées pour un nouvel infecté
dans une épidémie. Pour simplifier, nous restreignons le trait considéré a ’age, mais on
pourra généraliser en couplant avec une variable spatiale ou phénotypique. Toujours pour
simplifier, restons dans le cadre d’une reproduction avec un seul enfant (comme pour la
division cellulaire), a savoir L* € {0,1,2} (mort, survie ou reproduction) avec une loi
p(a) = (px(a),0 < k < 2) et un trait a € X = IN qui est I’age :

]P(GCL = @) :p0(a)
PO, = (a+1)) = pi1(a)
P(Qa = (a +1, O)) = p2(a).

On démarre d’'un individu d’ 4ge 0 : X (&) = 0 et on consideére la chaine de Markov
branchante ((u, X (u)) : u € T) associée.

La question de la survie possible de la population n’est ici pas triviale, car la taille
totale n’est pas décrite par un processus de Galton-Watson. Nous verrons ensuite via
le semigroupe des résulats généraux qui lieront cette question de la survie a la position
de la valeur propre maximale par rapport a 1. Cette approche générale est souvent non
explicite et ne fournit pas facilement un critere de survie en terme des parametres du
modele. Mais la structure de branchement permet un autre point de vue, qui peut étre
plus explicite, a travers la structure régénérative liée a ’espace des traits. C’est sur ce
point de vue qu’est basé la notion de Ry en épidémiologie : on regarde ce qu'un individu
laisse comme descendance globalement avant de mourir. Si c¢’est plus que 1 en moyenne,
la population va pouvoir se développer, sinon non. Mais I’hétérogénéité (dépendance de
la loi de reproduction par rapport aux traits) fait qu’il faut faire attention & ce qu’on
compte. Si un individu laisse en moyenne 3 enfants qui ne peuvent pas se reproduire,
la survie est compromise... Une approche classique est ainsi de mettre en avant une
structure de Galton-Watson (simple type) a 'intérieur de notre population structurée, ou
plus généralement une structure régénérative. La structuration en age est bon exemple
pour voir comment cela fonctionne, voir par exemple aussi [9] pour une structure spatiale
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décrite par un graphe.

Commencons par exclure des cas dégénérés, qui corresponde a des cas particulier
du régime critique. La probabilité qu'un individu issu de I’dge 0 survive pendant n
générations vaut :

n—1 .
IEZ5 (1 = po(2))-
Si ce produit converge vers une valeur strictrement positive, un nouveau né pourra vivre
indéfiniment. Nous allons exclure ce cas et il finira toujours par mourir. On veut également
empécher qu’un nouveau né produise toujours exactement 1 enfant au cours de sa vie.
Cela revient a empecher la situation suivante : un nouveau né survit jusqua ’age a presque
surement et se reproduit alors p.s., puis ne se reproduit plus jamais :

pi(i) =1 (i<a); p2(a) =1, p2(i) =0 (i>a).

Ainsi nous travaillerons sous 'hypothese :

a—1 [e’s)
201 —po(i) =0,  Va>0, > (1-po(i)+(1—pala)+ > pala)>0. (3.1)
i=0 i=a+1
Introduisons maintenant .
p="> pa(a) [T(1 = po(b)).
a>0 b=0

Ce parametre, qui donne le nombre d’enfants moyen produit au cours de la vie d’un nou-
veau né, permet de classifier le comportement en temps long de la population structurée
en age, en terme d’extinction, explosion ou bornitude.

Proposition 53. On suppose (3.1). Si u < 1, alors le nombre de nowveaux nés est
fini et la population s’éteint p.s. :

#{ueT: X(u)=0} <oo, In>0,#G,=0 p.s.
Si > 1, avec probabilité positive, la population de nouveaux nés est infinie :

P(#{ueT: X(u)=0}=0c0)>0.

Traiter les cas dégénérés exclus par I'hypothese (3.1) est assez facile. Aller plus loin dans
le régime p > 1, pour savoir quand la population a la génération n tend bien vers l'infini
demande plus de travail, et nous renvoyons & [10], chapitre 2, pour aller plus loin.

La preuve de cette proposition repose sur le fait que la sous population des nouveaux
nés forme un processus de Galton-Watson de moyenne de reproduction p. Elle informe
d’ailleurs au dela des résultats enoncés dans cette proposition.

Démonstration. Considérons un individu d’age 0 et notons 7" le nombre de génération que
cet individu va vivre avant de mourir. Dit autrement, si la racine a ’age 0, on regarde

T:max{a >0:1, € Ga}7
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en notant 1, = (1,...,1) € U le label de l'individu avec a fois 1. En effet, dans notre
labelisation, un individu w qui survit est noté ul et son enfant est noté u2. Or

P(T>a+ 1T >a)=1-po(a)

et donc
a—1

P(T > a) =P(1, € Ga) = [ [ (1 = po(b)).
b=0

Comptons maintenant le nombre de fois ot 'individu a donné naissance avant de mourir :
N=#{a>0:(14,2) € Goy1}.

En moyenne,

E(N) =Y P((1,2) € Gay1) = Y _P(14 € Gy).pa(a) = pu.

a>0 a>0

Suivons maintenant la sous population d’age 0. La racine, avant de mourir, va fabriquer
un nombre N d’enfants d’age 0, qui vont perpétuer ce cycle de la vie, indépendamment
pour chaque nouveau né, et suivant la méme loi, du fait de I'indépendance entre individus
dans le modele (propriété de branchement) ... Le comptage du nombre d’individus d’age
0 dans la population est ainsi réalisé par un processus de Galton-Watson (qui ne suit plus
les générations initiales, mais les générations de nouveaux nés).

Si u < 1, la population de nouveaux nés s’éteint et leur nombre total est fini. En effet,
nous savons depuis le premier chapitre que dans le cas sous critique p < 1, 'extinction a
lieu p.s. Dans le cas critique p = 1, elle a lieu seulement quand un individu est remplacé
par un exactement, ce que nous avons exclu avec la deuxiéme partie de (3.1). Comme le
nombre de nouveaux nés est fini, la population finit par s’etéindre, car chaque nouveau
né finit par mourrir avec la premiere partie de ’hypothese (3.1).

Si p > 1, avec probabilité positive le processus de Galton-Watson survit et le nombre
total de nouveaux nés tend vers l'infini. O

L’idée de régération pour caractériser notamment la survie ou I’explosion se généralise.
Notamment, si on part d’un invididu de trait o € X, on peut lui associer ’ensemble de
ses lignées avant le premier instant ou le trait des descendants revient en xg :

Co ={ueT:X(v)+#x pour tous & < v < u}

On note U; C 7T la ligne d’arrét des premiers retours en xg, c’est a dire ’ensemble des
individus u € T tels X (u) = zg et X (v) # xg pour & < v < u. On peut itérer la procédure
et associer a chaque u de Uy 'ensemble des individus C, qui sont ses decandants qui ont
évité xg dans leur lignée. On constitue ainsi des générations successives U,, d’individus de
trait xp qui forment une partition de {u € T : X (u) = zo}. Par ailleurs on a une partition
de ’arbre complet :

T = UneN Uueu; Cu-

Et une structure de branchement simple type (processus de Galton-Watson) pour décrire
les générations (U,)nen successives. Pour cette approche par ligne d’arrét, on pourra
consulter en particulier [15].
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3.2 Semigroupe et formules tous-pour-un

La définition du semigroupe du premier moment est inchangée. Mais 'espace de
fonctions ou il est bien fini peut étre plus compliqué a caractériser que dans le cas neutre.

Pour simplifier les discussions et parce que c’est (plus que) raisonnable d’un point
de vue modélisation, nous supposerons aussi dans tout ce chapitre que le nombre moyen
d’enfants par individu est fini, quelque soit le trait :

(A) Vee X, E(L") < occ.

Définition 54. Pour tout x € X et f fonction mesurable positive sur X, on définit

M(x, f) = Eg ) Z f(X(u))

ueGy

qui est positif, et peut étre infini. Il en va de méme plus généralement pour n > 0 de

My (x, f) =Boay| Y F(X ()]

LueGy,

Les mesures associées sont notées M(x,dy) et M, (x,dy).

L’hypothese (A) assure que pour tout fonction positive bornée, M(., f) est fini.
Quand une fonction f = f1 — f_ se décompose en des parties positive fi () = f(2)1fu)>0
et négative f_(x) = —f(x)1f)<o telles M (., f1) et M(., f-) sont finis, alors on peut
définir

M(J:?f) = M(:E,f+) —M(ﬂf,f_)
qui est fini également. Du coup, M(., f) est bien défini et fini pour toute fonction me-
surable bornée. Mais elle n’est pas forcément bornée. Ainsi, pour que M,(., f) soit bien
défini et fini, c’est un peu plus délicat, méme avec f bornée. Par ailleurs, 'utilisation
de fonctions tests non bornées f sera intéressante en soi. Tout cela motive I'introduction
d’un espace fonctionnel stable par M :

Définition 55. On considére un sous espace vectoriel Bs(X) des fonctions mesurables
finies de X dans R tel que

VfGBS(X), M('aer) GBS(X)’ M('af*) GBS(X)'

Pour f € Bs(X), M(.,f) = M(., f+) — M(., f—) est alors bien défini et appartient aussi
a Bs(X).

Par exemple, dans le cas ol le nombre moyen d’enfants est borné : sup,c y E(L") < oo,
on peut prendre pour Bs(X) l'espace des fonctions mesurables bornées car

M(z, f) <|| f lloo sup E(L).
reX

Un autre exemple important qui va jouer un role dans la suite est ’espace dominé par
une fonction de Lyapounov :

B2 = {1 € 80 swp ] < o0}
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ot V une fonction positive mesurable telle que M (z,V) < CV pour tout z € X.

On travaille dorénavant sur I’espace de fonctions Bs(X). La propriété de semigroupe
montrée dans le cas neutre au chapitre précédent s’étend directement :

Proposition 56. Pour tous x € X et f € Bs(X) et n >0,
Mn('> f) = Mn(a f+) - Mn(a f—) S BS(X)
est bien définie et vérifie

Mn—l-l(xaf) = Mn($7M<7f)) = M(Z‘,Mn(,f))

3.2.1 Formule de Feynman Kac et principe variationnel

Comme nous 'avons fait dans le cas neutre, nous pouvons également réduire la mesure
empirique moyenne a la dynamique du trait d’un seul individu. Plusieurs options sont
possibles. On commence par remarquer que

E Z F(X(v),v=<u)|Fy :ZE Z F(X(v), v < w, X(u))|Fn

ueGn+1 weGH ueGn+1:u>w
=) G(X(v), v w)
wEGn

grace a la propriété de branchement. De plus, la fonction G correspond a intégrer sur une
génération, en fixant la trajectoire passée. Par définition de M et propriété de Markov,
G est donnée par

G(.To, s 7xn) = M(xna F(l'(), <oy Iy )) = / M(.Z'n,d.%'n+1)F(l'0, s xn,xn—i-l)-
X

On peut alors justifier par récurrence que pour n > 0, F mesurable positive sur X"?+! :

E(z o)

Z F(X(U)7 U< U)] = F(.I'O, s 7xn)H?:_01M(xia dxi-Fl)v (32)
ueGn A

car en prenant ’espérance dans le calcul précédant et en procédant par récurrence :

E(z 20) Z F(X(v),vsu) | = Eg 4 < Z G(X(v), v = u))

u€Gp4+1 ueGy

= | G(xo,...,zn)I}) M (i, diy1)

X
—/ /F(x07---axnaxn+1)M(xnad$n+l) 15 M (2, dwit1).
nJx

En introduisant maintenant le noyau de Markov :

M (z,dy)

Q(x,dy) = (@)

avec m(x) = M(z,1) = By o) (#Gn)
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on peut lire alors

(5,2

> F(X(v),v< u)] = / F(x0, . ) g m(z:)Q(x, dziyy)

UEGTL

et on obtient la représentation de type Feynman Kac suivante

Proposition 57. Soient n > 0, F' mesurable positive sur X"t1. Alors :

= E,[F(V;, i < n) Igm(V;)]

ueGy,

ou V est la chaine de Markov sur X de noyau Q.

Remarquons que dans le cas ol (X7);>1 est une suite de variable identiquement distribuée
et independanté de L, alors Q(x,dy) = P(XT € dy).
La chaine de Markov V' est ici ”pénalisée” trajectoriellemenent par le terme

n—1
5= 3 log(m(1) = n | togtm(o)(av)

avec U, la mesure d’occupation de l'espace des traits :

ln—l
= — 5_’
Hn n; Vi

ie. pun(A) =#{i <n—-1:V; € A}/n donne la proportion du temps passé en A par la
chaine Y avant n.

Un principe variationnel émerge alors pour quantifier la taille de la population et la
trajectoire typique. En effet, on a obtenu en particulier ici

Bz (#Gn) = E, (eSn)

et pour comprendre le comportement en temps long, on est ramené a un probleme qui
rappelle la méthode de Laplace, ou plutot ici dans ce contexte de grande déviation a un
lemme de Varadhan. De fagon tres informelle, les déviations peuvent aider a quantifier
la probabilité que pu, charge un certain domaine de ’espace des fréquences, et on obtient
ainsi une approximation de la loi de S, = n [ log(m(v))un(dv) :

Py =~ p) =P (Sn ~ n/ log(m)u> = e MW
X

ou = est un équivalent des logarithmes et I une fonction de taux positive qu’on ne
détaillera pas ici. Ainsi a 'échelle log, IE(g ) (#Gy) est donné par une quantité de la forme
J exp(n(f, log(m)p — I(i))). Le principe de Laplace nous invite & chercher le maximum
A de la fonction p — [ log(m)pu — I(p) pour obtenir la croissance malthusienne A de la
population. La ou le maximum est atteint, on retrouve les fréquences d’occupations des
lignées typiques, voir [9, 11]. Pour des références sur cette approche variationnelle des
processus de branchement, on renvoie a [0].
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3.2.2 Lignée typique et processus inhomogene

D’autres normalisations de M que celle introduite dans la partie précédente en divi-
sant par la masse M(.,1) sont possibles pour exhiber une chaine de Markov et decrire
les lignées ancestrales. En particulier on peut vouloir se débarasser de la pénalisation
trajectorielle et séparer la masse (le nombre total d’individus) des traits (I’évolution du
type dans la lignée ancestrale). Pour cela, a priori, il n” y a pas beaucoup de choix, ca va
passer par un argument telescopique et des quantités inhomogenes.

Nous allons ainsi faire intervenir une fonction particuliere 1) € Bs(X) mesurable (stricte-
ment) positive, qui va jouer un réle important par la suite. On suppose que

Ve € X, Vn € N, My, (x,¢) > 0.

On introduit ainsi pour ¢ < n la mesure de probabilité

M (z,dy)Mp—i—1(y, )
Mn—i(xa w)

Q™ (z,dy) =

et cette renormalisation permet d’obtenir

H?;()l Z(‘n) (ﬂfia deH—l) = m

17 M (v, dwitq)

En rappelant (3.2) et en introduisant la chaine de Markov inhomogene <Yi(n)) g associée
1SN
a Q™.

P(vea

=) =@ 4)

pour tous 0 < ¢ < n — 1, nous obtenons le résultat suivant

Proposition 58. Soient n > 0, F mesurable positive sur X"+ et 1) € Bs(X) stric-
tement positive sur X. Alors :

E(g,2)

D V(X (W) F(X(v), v = u)] = M (z,9) B, [F(Yi(”), i < n)}

UEGn

Le cas 9 = 1 est naturel : il donne une formule non biaisée et permet, comme dans le
chapitre précédent, d’attraper la mesure empirique et la lignée ancestrale d’un individu
tiré uniformément au hasard. En particulier, dans ce cas, en regardant seulement les traits
a la derniere génération :

M, (z, ) = My (z, DE(f(Y,)). (3.3)

3.2.3 Fourches pour échantilloner deux individus

A nouveau, on peut chercher a capter deux individus, et leur lignée ancestrale et
proposer des formules pour les fourches. Travaillons avec des fonctions positives pour
éviter pour l'instant les discussions sur les moments : soient (f;);cw et (gi)ien des fonctions
mesurables positives sur X. On note

Fij(x) = T fisn(zn), vesp.  Gij(x) = It girk(ar)
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et on définit aussi la famille de mesure x(z, dydz) sur X? par

K f) = [ dyd2) f02) = Boy | 2 X)X (0)

uFveG

pour f fonction mesurable positive de X2 dans R et

Mn(l'a F) = E(Q,z)

Z F(X(v),v= u)]

ueGn

pour F fonction mesurable positive de X"+ dans R et n > 0 et
M, (z,F,G) = /2 k(z, dydz)My_1(y, F)Mp—1(z, G)
X

pour F, G fonction mesurables positives de X™ dans R. En suivant la démonstration de
la Proposition 37 (jusqu’au moment d’utiliser une formule tous pour un) on obtient

n—1
E(@,x) Z FO,TL(X(w)’ w = u) GO,”(X(U))? w = U) = Z Mp(‘T’ [Fv G]Pﬂ)
u#vEGy, p=0

avec
[F, Glpn (@0, - - 2p) = Fop-Gop(To, - - - Tp) Mp—p(Tp, Fpi1,n, Gpi1,n)-

En particulier tout s’écrit en fonction du premier moment M et du noyau de corrélation
(sur une reproduction) k. En écrivant M avec une formule tous pour un grace a
la proposition précédente on obtient un analogue de la Proposition 37. En prenant
F(zo,...,xy) = f(x,) pour f: X — R mesurable, on obtient

P Flon(o) = [ (o dyd2) Vs Mo, 1) = e £2)

en notant
féw(xv y) = Mn—l(y7 f)Mn—l(za f)

Nous en déduisons

n—1
Eoa | Y. FX@)F(X@)| = My, s, f)1,) (3.4)
u#vEG, p=0

avec
Myl S = [ Mylardy) [ 5y ded)Myepos (20 1) Mg,

qui est utile pour le calcul des corrélations dans I’approche L? de la loi des grands nombres.
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3.3 Utilisation de fonctions harmoniques

L’existence et la connaissance de fonctions propres strictement positive pour le semi-
groupe joue un role important dans 1’étude des processus, comme on a pu le voir déja
dans le cas neutre. Ici, quand 1) est une fonction propre, le noyau an) se simplifie et
devient homogene. Le noyau Markovien ainsi obtenu est la h transformée de 1'opérateur
M. On obtient ainsi une chaine de Markov homogene, indépendante de 'instant final
n.

Proposition 59. Supposons qu’il existe une fonction h strictement positive sur X
telle que pour tout v € X, M(x,h) = Ah(x), avec X > 0.
Alors pour tout n > 0 et toute fonction F mesurable positive ou bornée sur X"+,

B | Y MX(W)F(X (@), v<u)| = X" h(z) B [F(Y;, i <n)],
ueGyp

avec cette fois-ci Y chaine de Markov homogéne, de noyau de transition

h(y)
Ah(x)

Q(x,dy) = M(z,dy)

De plus A™" ZueGn h(X(u)) est une martingale positive, qui converge p.s. vers W &
[0, 00).

Remarquons que le fait que h soit fonction propre assure que My (x,h) est bien fini et
que pour fonction F' bornée (pas nécessairement positive), I’espérance ci dessus est bien
définie et finie. On pourrait aussi relacher la stricte positivité en définissant la chailne de
Markov hors des points ou h s’annule.

De nombreux résultats en mathématiques (via la théorie spectrale ou une contraction
de l'opérateur) guarantissent l’existence de ces éléments propres et 'unicité du vecteur
propre associé a la valeur maximale et le caractere positif de la fonction. En dimension
finie, le théoreme de Perron Frobenius assure un tel résultat dés que la matrice M est
apériodique et irréductible (ou, ce qui est équivalent, primitive). Ce cas permet de traiter
par exemple divers modeles structurés avec un espace de trait fini, notamment les modeéles
de graphes introduits dans le chapitre précédent dans un cadre irréductible apériodique.
Nous y reviendrons dans la section suivante. Différentes extensions existent en dimension
infinie, en particulier avec la théoréeme de Krein Rutman. Terminons par une derniere
remarque avant la preuve. Cette h transformée permet d’écrire

My (z, ) = X'h(x) Qu(f/h) = A" h(2)Es (f(Yn)) (3.5)

et ainsi de ramener ’analyse de M,, quand n tend vers l'infini a celle de la celle de la
chaine de Markov Y.

Démonstration. Dans le cas ot 1) est une fonction propre, M, ;(x,h) = \""*h(z) et le

noyau an) = @ ne dépend plus de ¢ ni de n, ce qui simplifie le résultat de la formule
tous-pour-un de la proposition précédente. Ceci prouve la premiere partie du résultat.
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Pour la deuxieme, on écrit

E{ > wX)|F ) =D E[ > hXw)|F

UEGH+1 veGH uEGp 41, u=v
= 3 MX@)) =2 S h(X W)
veGH, veG,
et on conclut en divisant de part et d’autre par A\"*1. O

Une question délicate se pose alors, notre martingale limite est-elle dégénérée ou
non ? Si on bénéficie de domination des moments d’ordre 2 dans la loi de reproduction,
on peut montrer (via une formule pour les fourches qui généralise celle prouvée dans le
cas neutre par exemple) que la martingale est bornée dans L?. Elle est donc convergente
dans L? et dans L', c’est & dire que P(W > 0) > 0. Or ceci implique en général
que W est positive sur I’événement de survie, en s’inspirant de la démonstration faite
pour le processus de Galton-Watson. En effet, quand la population survit, on montre
souvent que la taille de population tend vers l'infini, car la taille doit sortir de tout
compact pour éviter I'extinction quand 0 est accessible. Si on peut prouver alors que le
nombre d’individus avec un trait donné tend vers l'infini, on est revenu au cas simple
type. Sinon, les preuves peuvent se compliquer car il faut a priori controler la probabi-
lité que W = 0 en fonction du trait de l'individu de départ. Le résultat peut étre mis
en défaut si les traits évoluent vers un trait pour lequel la probabilité tend trop vite vers 0.

La non dégénérescence de la martingale limite W avec des conditions de moments
plus larges, notamment de type Llog L comme on a pu le montrer pour les processus
de Galton Watson, peut étre appréhendée par une approche spinale, en suivant les idées
du premier chapitre. On pourra consulter notamment [33] pour le cas d’'un espace de
traits X fini (et une loi des grands nombres pour les proportions) et [1] pour des cas infinis.

Pour gérer les corrélations et obtenir des lois des grands nombres pour décrire la
distribution des traits dans la population, on peut encore utiliser les calculs L?. Utilisons
a nouveau notre fonction harmonique A pour simplifier les expressions : z € X', M (z, h) =
Ah(z) avec h > 0. Soient (fi)iew et (gi)iew des fonctions positives sur X. On note

Fij(x) =T fisn(ze),  resp.  Gyj(x) = I _(gisk(an)
et on définit H,,, par

Hp,n(y)zh(le(@,y)< > h(X(a))h(X(b))Qn—p—l(X(a),Fp+1,n)Qn—p—l(X(b%Gpﬂ,n))a

a#beGy
poury € Net F : (yo,...yn) € Nt — F(yo,...y,) bornée, en rappelant que Q,(y, F) =
E, (F(Y;,0 <i<n)).
Pour tousz € XY et n € IN :

E (0 Z h(X (u))h(X (v))Fon(X(w), w < u) Gop(X(w), w < v)
u#vEGH
n—1

= h(x) Z NP, (FopGop(Yi, i <p) Hpn(Yp)). (3.6)
p=0
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3.3.1 Exemple de modele structuré en age

Mlustrons sur un modele en age l'existence et la forme des éléments propres et en
particulier de la fonction harmonique h. Ce modeéle généralise celui qui a été considéré en
Section 3.1.2, en autorisant des naissances multiples.

Chaque individu est caractérisé par un age a € N et, indépendamment, d’une génération
sur 'autre :

— meurt (sans descendance) avec probabilité 1 — g(a).

— survit avec probabilité ¢(a) et a alors k enfants avec probabilité pi(a), pour k& > 0.
Plus formellement, un individu d’age a est remplacé par la collection d’individus ©, telle
que

PO, = (2)) =1-q(a)
P(©q = (a+1,0;)) = q(a)pr(a)

avec 0y, = (0,...,0) € R¥, g(a),p(a) € [0,1] et > k>oPr(a) =1 pour tout a € N.
On suppose que ¢(0) > 0 et que pour tout a € N,

m(a) = q(a) Z kpk(a) < oo.
k>0

On suppose enfin qu’il existe zg > 0 tel que

a—1
1< Y st m(a)a(a) <o, avee gla)=[[a(i), a(0)=1.
a>0 =0

Ici la matrice (infinie) M définie par M; j = M(i,1;) = By ;({u € G1 : X(u) = j}) pour
1,7 € N, donne le nombre moyen d’individus d’age j engendrés par un individu d’age 1.
Notons que pour a > 0,

Mg.a41 = q(a), Mg =m(a).
On peut commencer par remarquer qu’il existe un unique couple (A, 7) avec A > 0 et
m = (m(a) : a € IN) probabilité tel que
M = Am.

En effet, si 7 satisfait cette equation, alors m, = mG(a)/A*, 7y est non nulle. De plus on
peut caractériser A par ’équation suivante

> (3)" e =1

a>0
Cette équation permet notamment une CNS pour savoir quand A > 1 (régime surcri-

tique) :

p=Y " m@ala) > 1.

a>0

On notera au passage qu’on retrouve bien le p de 'exemple de la premiere section. On
peut montrer ensuite qu’il existe une unique fonction h = (h(a) : a € IN) telle que

M(,h)=Xh,  h(0)=1, Va>0,h(a)> 0.
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On a en effet h(a + 1) = (Ahr(a) — M (a)h(0))/q(a), et avec h(0) =1,

a a—1 _
h(a) = ? - Zm(b)@)\“’l’b
b=0

q(a) q(a)

et on peut diviser par A%~ ! et multiplier par g(a) pour voir le signe positif, en utilisant
que z = 1/ solution de I’équation précédente.

Pour appliquer les résultats de convergence que nous avons mis en place dans ce cours, il
faut étudier maintenant la chaine de Markov (Y}, ), ot on rappelle que Y est la chaine pour
un individu typique associée au noyau h transformé Q(., f) = M(., fh)/(Ah). Plusieurs
techniques de stabilité de chaine de Markov peuvent etre invoquées ici. En particulier
la condition de Doeblin (voir Section 3.5) offre une condition naturelle pour garantir
une convergence en loi géométrique, en exploitant le role spécial de ’age 0, accessible
depuis les autres ages directement par naissance. Notons que la fonction harmonique h
est bornée, mais elle peut s’approcher de 0. Nous renvoyons & [10] pour des résultats fins
dans cette direction, et une extension a I’environnement aléatoire.

3.3.2 Exemple de modele structuré en taille

Considérons un autre exemple, ou la fonction harmonique sera simple, mais le fait
qu’elle soit non bornée va introduire de nouvelles difficultés et phénomenes. Le processus
de branchement sera est ici structuré en taille pour une population de cellules. Chaque
individu (cellule) est caractérisée par une taille 2 € R*. On suppose que la probabilité
de se diviser dépend de la taille de la cellule et que la cellule ne meurt pas. A chaque
génération, indépendamment, chaque cellule de taille z
— survit sans se diviser avec probabilité p;(x) et alors sa masse x est multipliée par
une v.a. distribuée comme D € R7 .

— se divise en deux cellules filles avec probabilité pa(z), et sa masse x est multpliée
puis coupée en deux et les tailles des deux cellules filles sont F' Dz et (1 — F) Dz,
avec F' € (0,1) indépendante de D.

Plus formellement, on considere p;(x), p2(x) € [0,1] tels que
pi(z) +pa(z) =1, m(x) =pi(x)+ 2pa(z) > 0.

Une cellule de taille z est ainsi remplacée par la collection aléatoire de cellules ©, a
valeurs dans R* U (R* )? dont la loi est donnée par

PO, € dz) = 1g: (2) P(Dz € dz) p1(2) + L(rs )2(2) P(FDx, (1 — F)Dx) € dz) p2(x),
avec F' et D v.a. indépendantes et indépendantes de z. On suppose que
1<E(D) <oo, KD <oco, PD#ED)) >0

et que F' v.a. distribuée comme 1 — F'.
Enfin, on suppose x — pa2(x) est croissante sur R4 et on note pz sa limite :

p2 = lim pa(z).
Tr—00
En effet, plus la cellule est grosse, plus elle est a priori préte a se diviser. Ici

M(z, ) = p1()E(f(zD)) + 2p2(z) E(f (zF D))
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et l'identité ID(z) = z est une fonction propre
M(.,Ip) = E(D)Ib.

Ainsi, par la Proposition 59,
E(D)™ Y X(u)
UEGn

est une martingale positive, et on peut remarquer que ZueGn X (u) est la taille cumulée
de la population cellulaire. De plus, pour z € R,

E (g0 ( > X(u) F(X(v),v< u)> = 2B(F(Y; :i <n)),

ueGy
avec (Y, )nen la chaine de Markov dont le noyau de transition ) est donné par

M(x,dy)y

Q(x,dy) = 2E(D)

En notant F' la v.a. F baisée par la taille, i.e. ]P(F € dy) = 2yP(F € dy), on peut donner
le comportement en temps long de Y :

Proposition 60. Si E(log(D)) < 7z E(log(1/F)), alors

lim Y, <oco p.s.

Si E(log(D)) > p2 E(log(1/F)), alors

lim Y, =00 p.s.
n—oo

Démonstration. On peut écrire Y de la facon suivante
Y1 =Yn D <1Un§p1(Yn) + 1Un>p1(Yn)Fn>

avec n > 0, (Dp)n, (Fn)n, (Up)n v.a. indépendantes, (Dy,), toutes distribuées comme
D, (Fy)n toutes distribuées comme F, et (U,), v.a. uniformes sur [0,1]. On peut alors
comparer Y;, & I'exponentielle d’une marche aléatoire. Si E(log(D)) < pz E(log(1/F)), il
existe x tel que R

B(log(D)) < pa(ir1) Blog(1/F))

Comme po est croissant, tant que (Y;,), est plus grand z, Y, est inférieure Pexponen-
tielle d'une marche aléatoire de pas log(D) + 1y<p,(a,)log(F'), et dont la moyenne vaut
E(log(D)) + p2(z1) E(log(F)) < 0. La loi des grands nombre permet de conclure pour le
premier cas et 'autre se traite de facon similaire. O

Remarquons que (Y;,),, consiste a choisir une cellule baisée par la taille dans la population
et on obtient ici pour une telle cellule un critere de récurrence. Ce critére ne coincide
pas forcément avec celui qui consiste a choisir une cellule uniformément. On peut s’en
rendre compte en considérant le cas neutre, quand la division ne dépend pas de la taille :
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pi(x) = p1;p2(x) = po. Dans ce cas, on peut utiliser la formule tous pour un de la
Proposition 35, c’est a dire exploiter le fait que dans ce cas h = 1 est également fonction
propre de M. Alors le processus de Markov (Z,), par cette formule est récurrent si
E(log(D)) 4 2p2E(log(F))/m < 0, et tend vers I'infini si cette quantité est positive. On
voit donc qu’il y a un régime ou la taille d’'une cellule tirée uniformément est récurrente
mais une cellule biaisée par la taille tend vers I'infini.

Continuons 'exploration de ce modele, en préisant qu’on ne donnera que des résultats
préliminaires. Malgré leur simplicité apparente, le comportement de ces objets reste en
partie a comprendre et 'objet de travaux en cours. On se place dans un cas favorable, ou
la taille biaisée Y est bien régulée :

(%) E(D) (1 -p2+ P E(F)) <1
Alors il existe a < 1 tel que pour pour y assez grand
Ey(Y1) < ay.

On en déduit que (E(Y},))n>0 est une suite bornée.

En introduisant pour f bornée de Ry dans Ry et y € RY,

Hy(y, f) = yp2(y) E(g y) <D2F(1 — F)Qk-1(yDF, f) Qr-1(yD(1 — F), f))-

la formule pour les fourches (3.6) devient

n—1
Ege | >, X()X() f(Xu)f(X) ]| =2 > E(D)*" P °E, (Hyp(Yp, f)) -
u#vEGH p=0

pour tous x € R% et n € IN. Puis, en utilisant que (IE;(Y7,))n est bornée, on obtient que

ED)™E| Y XuX(@)
uFVEG,

est bornée. De méme, en notant . la fonction carré et en rappelant (3.5),

E ) ( Z X(u)2> = M,(z,.2) = zE(D)"Q,(z,1ID) = zIE(D)"E,(Y},)

ueGy,
et sous la condition (%), on obtient

Tim E(D)"E ( > X(u)2> =0.

UEGTL

En rappelant la Proposition 59, la martingale A™" >, ¢ h(X(u)) est bornée et donc
convergente dans L? et sa limite W est positive p.s.

Pour décrire la distribution des tailles au sein de la population, on peut aller plus loin en
restant sous la condition (x). Celle c¢i donne des conditions de Lyapunov et sous des et
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on peut utiliser un critere de type Foster, Foster Lyapounov pour garantir la recurrence
postive de la chaine. Avec des hypotheses peu contraignantes sur les lois de D ou F en lien
avec l'irreductibilité et Papériodicité, on obtient la convergence de (Y},),en vers une loi
stationnaire 7, indépendamment de la valeur de départ. La condition () donne méme ici
de conditions de dérive qui assurent une convergence exponentielle, voir [26]. On obtient
alors qu’il existe une probabilité 7 sur R” tel que pour tous y € R,

Jlim Qn(y, ) = 7(f).

Comme on a pu le faire dans le chapitre précédent, on peut alors montrer que pout toute
fonction f bornée de R telle que 7(f) =0,

2
E(D)™"E <Z X(U)f(X(u)))

UEGn

tend vers 0 quand n tend vers I'infini. Ainsi pour toute fonction f bornée de RY,

Yo, X0 J(X(0)
n—00 ZueGn X (u)

=7(f)

dans L?. Plusieurs problemes restent ici, qui ont & voir avec la discussion précédente au
sujet du biais par la taille. En particulier, la fonction harmonique h(z) = z induit un biais
par la taille. On obtient ainsi un controle sur la population de cellule qui reviendrait &
échantillonner, choisir, une cellule v proportionnellement & sa taille X (u). Concretement
la régulation de la taille de la cellule ici ne correspond plus a une régulation d’une cellule
choisie uniformément, c’est a dire au controle de la mesure empirique. Pour aller au dela
de cette difficulté, il faut aller un plus loin, soit en maitrisant bien le biais introduit
pour ”le corriger”, soit en travaillant un peu différemment sur le semigroupe du premier
moment pour ne pas introduire ce biais. Nous reviendrons la dessus un peu plus loin.

3.4 Espace de trait fini et construction spinale
Considérons le cas ou 'espace des traits est fini :
d=#X < .

Ce cas est plus simple mathématiquement pour diverses raisons : compacité, bornitude,
uniformité seront vérifiées gratuitement sur X'. La question de 'existence et de 'unicité
d’éléments propres positifs sont bien connus, et les éléments propres en question auto-
matiquement bornés. Quand X est fini, I’étude asymptotique du semigroupe du premier
moment revient & prendre les puissances positives d’ une matrice de taille finie. Notons
M = (M;;)ijex € Mg(Ry) associée a l'opérateur linéaire M, ie. M;; = M(i,1;).
Supposons que M est irréductible apériodique, ce qui donne déja de nombreux cas
intéressants. On verra plus loin comment relacher l'irreductibilité, par exemple avec
la condition Doeblin. L’hypothese d’apériodicité semble naturelle pour commencer et
simplifie les énoncés mais n’est pas cruciale non plus.
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Dans ce cadre irréductible apériodique, le théoreme de Perron Frobenius guarantit
I'existence et I'unicité d’un triplet positif d’éléments propres pour M. Plus précisément,
il existe un unique triplet (A, h,7) € R% x Mg1(R%) x My 4(RY) tel que

Mh=Mh, 7M =\t

Zm = th(i) =1.

i€X i€X
On identifie ici la fonction h : X — Ry et le vecteur ligne h = (h(7))iex € Mg (RY).
Ainsi le vecteur propre a droite h pour M correspond a la fonction propre M(.,h) = Ah
de la section précédente. Remarquons aussi que m = (7;);ex est une loi de probabilité sur
X. Le théoreme de Perron Frobenius implique aussi qu’il existe C' > 0 et n € (0,1) tels
que pour tous z,y € X, n € Net

AT MMy = W) < Cp?

avec

avec M™ la matrice M & la puissance n, c’est a dire (M"); ; = M,(4,1;). Ainsi pour tous
neNet f: X >Ry,

AT M (., f) = () o< C™ || f lloo (3.7)

avec w(f) = > ;cx mif(i). Les éléments propres donnent donc le comportement en temps
long du semigroupe du premier moment, avec une convergence géométrique uniforme.
On verra dans le chapitre suivant que cela se complique en dimension infinie.

Nous pouvons déja donner des résultats sur ’extinction ou la survie en remarquant
que pour tout x € X,

IE(@,ac) (#Gy) = Mp(2,1) ~psoo A"h(2).

Comme par I'inégalité de Markov Ps, (G, # @) < Es, (#G,,), la probabilité de survie
tend vers 0 et la population s’éteint p.s. en temps fini des que A < 1.
Dans le cas A = 1, le lemme de Fatou implique

E(@,m) <hm #Gn> < nh—%lo E(@,x) (#Gy) < 00

n—00

et donc lim, ,  #G,, < oo p.s. On peut alors montrer que la population s’éteint des que
0 est accessible depuis tout point.
Pour le cas A > 1, il faut travailler un peu plus pour montrer que la survie a lieu avec
probabilité positive. On peut s’inspirer des idées du cas Galton Watson simple type et
on renvoie au premier chapitre ou a [2, 27]. On va en réalité montrer un peu plus que
la survie, avec une condition de moment un peu plus forte sur la loi de reproduction.
On va chercher a établir la croissance géométrique de la taille de la population et la
convergence de la distribution des types dans la population, sur I’événement de survie de
la population. Rappelons en particulier pour cela que, grace a la section précédente, on
sait que

AT (X (u) = h(x) #{u € Gy : X(u) =z}

ueGy, rzeX

est une martingale positive convergeant vers une v.a. finie, positive. Le parametre A est
bien le candidat pour le taux de croissance malthusien de la population, des que la limite
de la martingale n’est pas nulle.
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3.4.1 Temps long et vitesse de convergence avec variance finie

Nous supposons dans cette partie que nous sommes dans le régime surcritique
A> 1
Nous supposons également que les lois de reproduction ont un second moment fini :
Ve € X, B, (#GF) =E ((L*)?) < .

Lemme 61. Soit f : X — R et (&, ) la condition initiale, avec x € X. Le processus

(Y" > f(X(U))>
neN

UEGn

est borné dans L?. De plus, la martingale

()\_" > h(X(u)))
neN

uGGn
converge p.s. et dans L? vers une v.a. finie W telle que
Eg (W) =h(x), {W>0}={Vn2>0,#G, >0}p.s.

Démonstration. En particulier la derniere partie assure que le processus survit avec pro-
babilité positive et qu’alors il croit comme A".
Considérons une fonction f: X — R et utilisons (3.4) qui donne

n—1
Ea | Y, JX@)FX@)| =D (MP)ay D Fysw Ma—p-1(2,f) Ma—p-1(w, )

u#vEGH, p=0yeX z,weX

avec

Ry,zaw = E(@,y) Z 1X(u):z,X(v):w
u#veGy

=By (#{(u,v) € Gl:u#v, Xu) =z X)) = w}) .

Notons que sous nos hypotheses de moment d’ordre 2, la fonction s est partout finie et
donc bornée puisqu’elle vit sur un espace fini. Alors

n—1
Ega | Y, FX@)F(X@)| <C I (MPoy > [Mypi1(2 f)Mp—p1(w, f)|
u#vEGH, p=0 yeX z,weX
(3.8)

pour une constante C’ > 0. Utilisons (3.7) pour borner M,(z,1) par \P(h(z) + CnP) et
faisons de méme pour M,,_,_1(., f), on obtient avec A > 1 et une nouvelle constante C”,

n—1

Ega | Y, fX@)F(X©)] SO"|F %D NN22 =00,

uAVEG), p=0
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Ceci prouve la premiere partie du résultat et le reste en découle en utilisant la proposition
59. En effet la convergence L? implique la convergence L' et donc que

E(W) = lim Ey ()\" > h(X(u))) =B [ A0 D X)) | =hx)>0.

n— 00
ueGy ueGo

On peut alors raisonner comme en population simple type, dans le chapitre 1, pour
conclure. Le fait que la survie de la population coincide avec lévénment {W > 0} est un
peu plus délicat. On peut commencer par montrer que si la population survit, elle tend
forcément vers I'infini, en distinguant le cas ou 0 est accessible et le cas ou il ne I'est pas.
Quand 0 est accessible, la population s’eteint forcément sur I’événement lim, . #G,, <
oo. Puis on justifie que si la population devient grande, alors forcement un des individus
va croitre comme A" puisque la probabilité que ca se produise pour un individu est
uniformément positive en fonction du trait dans le cas d < oo. O

Pour étudier la convergence de la distribution des traits vers 7, posons maintenant
g(z) = f(x) — 7(f), de sorte qu’on travaille avec g telle que

m(g) = 0.
L’estimation (3.7) devient,

| Mn(.,9) lloo< C(AN)" | 9 lloo -

L’estimation (3.8) donne alors

n—1
Eew | >, 9(X)g(X@)| <C" |l g% n™ Y A0 P My(x, 1).
u#veGy p=0

Utilisons & nouveau (3.7) pour majorer My(z,1) par AP(h(x) + CnP) puis pour A > 1,
n—1 00
Y A< A= 0.
p=0 p=0
Nous obtenons
Eee | Y, 9(X)g(X@)| <C™ | g2 A"

uAvEGH,

Nous aboutissons au résultat suivant, qui assure une convergence L2 & vitesse
géometrique :

Lemme 62. Soit g : X — R telle que w(g) = 0. Alors il existe une constante C' telle que
pour tous x € X,

E ) (/\_" > Q(X(U))> < )\%

UEGTL
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Ceci entraine la convergence suivante p.s. quand n tend vers l'infini :
Ry=X"> g(X(u) —0,
ueG,
En effet, on peut le justifier utilisant I'inégalité de Cauchy Schwarz pour établir que
E(, 51 [Ba]) < oco. Alnsi pour tout f,
A" Z F(X(w) = A"H#G, 7(f) =30 p.s. et dans L%
u€Gn

En prenant f = h dans cette limite et en rappelant que le premier terme devient alors
une martingale convergeant vers W (Lemme 61), on obtient successivement

Proposition 63. Les converges suivantes ont lieu p.s. et dans L? :

Gnn o0
#An o g

et pout toute fonction f: X - R

Tuce, S0 w1y

et pour tout v € X

u € Gy X(u)=1
lGn;AO{ n#G (W) =i " Lo .
n

En utilisant les estimations précédentes, ce résultat peut etre complété par des vitesses de
convergence géométrique dans L?. On peut relacher ’hypotheése de second moment sur la
loi de reproduction, de différentes fagons. Par des arguments de troncations par exemple
[1]. Suivons ici 'approche du premier chapitre, exploitant une construction spinale.

3.4.2 Temps long et construction spinale avec un moment L log L

La section précédente a montré comment mener efficacement ’analyse en temps long
en utilisant les calculs L? du chapitre précédent. Cela permet en particulier d’estimer
les vitesses de convergence et d’étendre les résultats, notamment a des modeles en
environnement changeant. Pour relacher cette hypothése de moment, on peut utiliser
des techniques de troncation, citons [I]. Comme dans le chapitre 1.4.1, une autre fagon
de s’en affranchir est l'utilisation de l'approche spinale, qui permet de capter plus
globalement des informations généalogiques, en particulier un échantillonage uniforme.

Suivant [33] et le premier chapitre, construisons un nouvel arbre aléatoire, avec un
individu distingué. Cette fois, les individus ont un trait qui se transmet et 1’épine va
hériter d’une loi de transmission particuliere, en plus du biais par la taille sur le nombre
d’enfants. L’individu distingué est labelisé par E,, a la génération n et il crée des individus
dont les traits sont donnés par la v.a. @)x pour z € X. La loi de cette v.a. est donnée par

k; .
PO, = (21,...,25)) = P(6, = (21,... 7xk)>231;1(f;()%)
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pour k > 0 et x; € X. Notons que c’est parce que h est fonction propre que 'on définit
ici bien une loi de probabilité. Autrement dit, pour G mesurable positive ou bornée :

LI
B(G(O.) = 57 (G«az) Zh(Xf)) .
=1

L’épine est donnée par la racine a la génération 0 : Ey = @ et son trait vaut X (&) = xo.
On construit les objets par récurrence. On choisit I’épine a la génération n + 1 parmi
les enfants de 1’épine a la génération n de la fagon suivante : pour tous x € X, k > 1,
1<i<kecU zjeX:

h(zi)
Z?:l h(z;)

Comme pour la construction spinale pour les arbres de Galton-Watson, les individus
non distingués se reproduisent indépendamment et suivant la loi originale ©,. On note
encore T, (resp. Aj,) l'arbre aléatoire donnant les individus en vie jusqu’a l'instant n
dans le processus original (resp. dans la construction spinale) et (X (u) : u € Ty,) (resp.
(Y(u) : u € Ay) les traits des individus a la génération n.

On note pour n > 0,

P(E,y1 =e€i|E, =€, Oz(e) = (z1,...,2%), X(e) =) =

Xn: {(u,X(u)),uEﬁL}, Yn :{(U,Y(u)),UE%}

les processus ainsi construits jusqu’a la génération n, c’est a dire les individus u présents
dans les n premieres générations, et leur trait. Pour tous n € IN et F' fonction bornée a
valeurs réelles, on peut montrer par récurrence, en s’inspirant du chapitre 1.2.2 et en y
ajoutant les valeurs des traits des individus

E(,2) [F(Xn, Un)Wa] = h(2)E(g0) [F (Yo, En)]

avec

Wi =AY (X (u))

UEGn

la martingale qui converge vers W. En supposant maintenant,
Vo € X? E(@,x) (#Gl log(#Gl)) < 00,

on peut montrer que la martingale limite W est positive avec probabilité positive, puis
qu’elle est positive positive sur ’événement de survie de la population. En effet, comme
dans le premier chapitre, la population dans la construction spinale peut étre vue comme
le processus original plus une immigration faisant une intervenir une loi biaisée. On peut
ensuite invoquer un résultat de loi des grands nombres pour obtenir la méme conclusion
qu’en Proposition 63. Nous renvoyons a I'article original [33] pour tous les détails.

3.5 Ergodicité et temps long

Dans la partie précédente, nous avons vu que les éléments propres (A, h, ) associés
au semigroupe du premier moment M : guidaient le comportement asymptotique de M
et plus globalement du processus de branchement quand on ajoutait des conditions de
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moments. Concretement, en notant A la fonction positive sur X et m probabilité sur
telle que Mh = Ah(zx), TM = A, indépendance venant du branchement fait reposer
I’analyse sur la moyenne et

pour tout x € X et f fonction sur X. En réalité, dans les preuves, on a aussi exploité le
fait que quand X est fini, ces convergences simples sont automatiquement uniformes :

M, (z, f)
Amh(z)m(f)

En dimension infinie #X = oo, on peut étendre les résultats de la section précédente
sous la condition (3.9). Cette extension est assez directe pour I’approche L? et le chapitre
3.4.1 peut etre adapté essentiellement en étant un peu moins brutal dans la domination
du noyau de covariance. Le relachement du moment d’ordre 2 et ’obtention de conditions
Llog L est plus difficile, et on renvoie en particulier & [1] pour un beau résultat donnant
une version infinie dimensionnelle du théoreme de Kesten Stigum et les lois fortes des
grands nombres pour les processus de branchement sous (3.9).

n—oo

sup -1 —=0. (3.9)

T€X,|f|<1

3.5.1 Ergodicité et fonction de Lyapunov

En dimension infinie, "'uniformité de la condition (3.9) ne va pas souvent étre vraie.
Elle n’est d’ailleurs pas forcément facilement vérifiable méme quand elle I'est, sans une
bonne connaissance spectrale de 'opérateur M. En terme spectrale, il faut en particulier
que la premiere fonction propre h domine les autres fonctions propres. En terme plus
probabiliste, si on prend par exemple le modele neutre comme dans le chapitre précédent
(la loi de reproduction p ne depend pas de ), h constante est fonction propre et il faut
alors que la convergence du processus de Markov le long d’une lignée typique (I’épine)
vers sa mesure stationnaire m soit uniforme en la position de départ, c’est & dire un
phénomene de descente de I'infini pour la dynamique du trait en temps continu.

Plusieurs autres modes de convergence issues de la théorie spectrale ou de I’étude
des chaines de Markov peuvent étre exploitées. Une hypothese plus souvent vérifiée et
vérifiable que l'uniforme convergence (3.9) est l'ergodicité suivante. Il existe A > 0 et
n € (0,1), des fonctions mesurables h : X — (0,00), V : X — [1,00) et une probabilité 7
sur X telle que pour tous =z € X,

Mn(.’lj, f)

SUp | = — h(ac)w(f)’ < CV(z)an, (3.10)

IfI<V

avec a, suite qui tend vers 0 quand n tend vers l'infini. Quand M (., X) =1, M = P
est un noyau markovien sur X'. En prenant a,, = n™ avec n € [0, 1), on est alors ramené
un résultat de stabilité exponentielle de la chaine de Markov associée a P. Dans ce cas,
A=1et h =1 et la condition (3.10) devient

sup |P,a.1) = ()] < CViON (3.11)
[fI<V
avec 7 est la loi stationnaire de la chaine de Markov. On renvoie & [12, 20, 26] pour des

livres références sur le sujet. Ils donnent des conditions sur la chaine de Markov associée
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a P pour guarantir (3.11). La condition clef qui fait apparaitre la fonction de Lyapunov
V est PV < nV en dehors d'un ensemble compact, assurant un retour vers les compacts
suffisamment rapide.

Quand M n’est pas un noyau markovien, on peut utiliser les idées des sections
précédentes. En particulier quand on dispose d’une fonction harmonique, on peut passer
de M a un noyau Markovien P par conjugaison :

Pf = M(fh)/h.

On renvoie au chapitre 3.3 pour des détails, avec deux exemples illustratifs, et a [21]
pour des branchements diffusions. Plus globalement, en utilisant les résultats chapitre
3.2 sur les lignées typiques, on peut lier I'analyse de l'opérateur M itéré n fois a une
chaine de Markov sur X de noyau P. Ceci donne un chemin pour obtenir (3.10) & partir
de (3.11). Avec l'idée d’exploiter les trajectoires pénalisées et la formule de Feynman
Kac du chapitre, on pourra consulter [32], avec des conditions impliquant des bornes
uniformes sur la survie et le nombre moyen d’enfants, qui passent par une trajectoire
Markovienne pénalisée. Pour relacher notamment ces hypotheses de bornitude, citons
[12] qui exploite lui la lignée inhomogene d’un échantillon uniforme présentée dans le
chapitre. Enfin, pour justifier des lois grands nombres fortes et la non dégénérescence
sous la condition (3.10), nous renvoyons a [13]

Nous ne nous lancerons pas dans ces travaux généraux, mais nous pouvons
présenter un cadre intéressant d’un point de vue des applications, pour lequel 'ana-
lyse mathématique est plus directe. Cela correspond a prendre V' = 1 au dessus et donne
ainsi une uniformité en x € X dans les convergences.

3.5.2 Conditions de Doeblin et uniform ergodicité

Nous allons étudier un cas ou les traits sont "rapidement mélangés ”. Pour f fonction
mesurable positive ou bornée et p mesure de probabilité et (P(z,dy))zex famille de
mesure de probabilité telle que pour tout A mesurable, x — P(z, A) soit mesurable, on
rappelle tout d’abord les notations suivantes. Le réel u(f) et la mesure de probabilité uP
sont définis par

u(f) = /X f@u(dz),  pP(A) = /X u(dz) P(z, A)

On introduit la norme en variation totale définie par

I flvr.= sup |u(f)].
I lloe<1

Commencons par le résultat de contraction pour une chaine de Markov sous la condition
de Doeblin, qui correspond a un couplage des trajectoires des processus de Markov.

Lemme 64. Supposons qu’il existe ¢ € (0,1] et v mesure de probabilité sur X tels que
Vee X, P(z,.)>cv(.)
Alors pour toutes mesures de probabilité i, s sur X,

| 1P — poP [lvr.< (1 —c) || p1 — p2 |lvr.
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Démonstration. Posons

P(z,dy) — cv(dy)

1—c '
R(z,.) est une mesure de probabilité et R(x, f) <|| f ||co. Alors pour || f ||coc< 1, en
écrivant P(x, f) = (1 — ¢)R(z, f) + cv(f),

pPf —paPf=(1—c)(mRf —paRf) < (1 —c) || p1— p2 |lvr.

R(z,dy) =

ce qui implique le résultat en prenant la borne supérieure a gauche. O

Montrons maintenant la conséquence suivante sur la chaine de Markov inhomogene
Y (™ de noyau (an) 1 <n—1).

Proposition 65. On suppose qu’il existe ¢ € (0,1] et v mesure de probabilité sur X
tels que pour tout i <n — 1,

Q"M (x,.) > ev(.).
Alors il existe une mesure de probabilité m sur X telle que

sup  [Eo(F(Y)) = w(f)] < (1)
z€X,|f|<1

Démonstration. On note PQ(x,.) = [, P(x,dy)Q(y,.) de sorte que uPQ = (uP)Q =

w(PQ). En utilisant que MQ(()H) e Qén_)l = (,uQén) e QS@_)Z)QSL_)I et en itérant la contrac-
tion de Doeblin on obtient

1@ .. Q) — Q8 ... QM v < (1 =)™ | 1 — 2 |lvir:

Notons
Va(w, ) = Eo(f(V,") = 5067 ... Q2 (f)
et utilisons que
M (z, dy)M(n+1)f1f(z‘+1) (y,v)
M1y (i41) (Y, )

QU (z, dy) = = Q" (z, dy).

i+1

Donc

Vi (w, ) = (6007 QF" .. Q1 ()
et la contraction donne avec 1 =6 Q (1) ot o = 0y
Vati(@, f) = Valz, )l < (L= o)"

pour |f| < 1. La suite (V,(f))n est donc de Cauchy et converge vers une valeur notée
7(f). Or de fagon similaire

Vap(@, ) = Vala, )l < (1 =¢)"

et donc
Va(z, f) =m(f)| < (1 =)

et m est alors une mesure de probabilité, ce qui conclut la preuve. ]
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Rappelant (3.3), nous obtenons ainsi la convergence exponentielle pour la distribution

des traits :

M, (x,1)

Appliquons ce résultat au modele structuré en age introduit en début de chapitre :
PO = @) = py(a), P(OW = (a4 1)) = pi(a) et P(O@ = (a + 1,0)) = po(a)
avec po(a) + p1(a) + p2(a) = 1.

Corollaire 66. Supposons que les fonctions p1 et pa sont décroissantes (en age) et
strictement positives et qu’il existe d > 0 tel que pour tout a > 0, p1(a) < dpa(a).
Alors il existe ¢ > 0 tel que pour tout x € IN,

5 [Etem(#{u € G : X() = o}

a>0 E(z,2)(#Gn) —7(a)] < (1—-c)".

Ce résultat correspond a prendre f = 1, et donne la proportion moyenne d’individus
d’age a. Il se généralise, notamment en montrant la condition de Doeblin sur b générations
plutot que sur 1. En particulier la condition de domination de py par p; peut étre relachée.

Démonstration. On commence par montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que que pour tous
1<n—1eta>0,

Q" (a, {0}) > .

On remarque d’abord que Mg(a,1) < My (0,1) par décroissance de p2 et p; (le nombre
moyen total fabriqué & un instant donné est décroissant en a, par récurrence)

Mk+1 (a, 1) = pg(a)(Mk(O, 1) + Mk(a +1, 1)) + pl(a)Mk(a +1, 1)
< pa(a)(2 + d) M (0, 1)
soit pa(a)My(0,1) = M(a,{0})Mi(0,1) > cMj41(a,1) avec ¢ = 1/(2 + d). On peut donc

appliquer la proposition précédente & Y™ et en notant p, la loi de Y,"

_ EBow) (Xues, (X))
E(@,x) (#Gn) ’

et on obtient 'existence d’une probabilité m sur IN telle que

sup | (f) = 7(f)] < 1 =)™
zeX,|fI<1

On utilise maintenant que la norme en variation totale correspond & la norme L' pour
conclure. Plus précisément pour X dénombrable

sup | (f) — 7( !—SUP|Zf (n({z}) = 7({@})| = Y |un{2}) — 7 ({2})]

|f‘<1 |f‘ xeX xeX

en utilisant la fonction f(z) = signe(u,(x) — 7(x)) pour z € X. O
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On obtient ici une convergence du nombre moyen d’individus d’age a sur le nombre
moyen d’individus total. On peut ensuite montrer une loi des grands nombres, c’est a
dire une convergence en probabilité ou p.s. de la proprosition d’individus d’age a dans
la population en adaptant la démonstration dans le cas neutre du chapitre précédent
(Pergodicité du trait de l'individu ayant bien été obtenu). On peut également obtenir
I’equivalent du nombre d’individus total en utilisant la martingale associé a la fonction
propre.

Plus généralement, si la condition de Doeblin n’est pas satisfaite sur tout ’espace,
on peut généraliser la contraction précédente en supposant une condition de Doeblin
locale, plus une condition de Lyapunov. La méthode de contraction sur le processus
Yi(n) permet d’ailleurs de prouver l’existence d’éléments propres pour M, fournissant des
outils complémentaires aux techniques spectrales.



Chapitre 4

Approximation en grande
population

Dans ce chapitre, on s’intéresse a un régime ou la taille de la population est grande
et on cherche approcher la dynamique en faisant converger le processus convenablement
renormalisé. La limite va étre continu en temps et la taille de la population limite n’est
plus un nombre entier fini et pour décrire dans un méme espace le processus individu
centré et sa limite continue, nous allons dans ’ensemble des mesures. Cet espace a
aussi I'avantage d’avoir des propriétés agredbles de compacité. Concretement nous al-
lons donc remplacer une collection de traits par la somme des masses Dirac en les traits
en question. Dans un premier temps, nous allons donner des résultats généraux, avec
en particulier la décomposition du processus renormalisé en une partie prévisible et une
partie martingale, qui est la clef pour 'approximation. La partie prévisible donnera la
tendance déterministe du systeme et la partie stochastique les fluctuations et, si elles dis-
paraissent, on obtient une approximation déterministe. Dans un deuxiéme temps, nous
montrerons ainsi la convergence vers une EDP en grande population pour un exemple
de reproduction dispersion (marche branchante) dans de grande échelle de temps (ou
déplacement rapide).Ces techniques présentées ici dans un cadre de processus de bran-
chement et un exemple spatial sont utiles plus généralement et on renvoie notamment a
[10] et les références a 'intérieur.

4.1 Généralités et décomposition semi-martingale

4.1.1 Définitions

On considére maintenant un nombre fini d’individus initiaux et on labelise la popu-
lation grace a I’ensemble
I=||mN

n>1

Introduisons un parametre échelle K > 1, qui a vocation typiquement a donner ’ordre
de grandeur des tailles de populations impliquées, ce qui peut aller d’une centaine
d’individus (K = 10%) pour certaines espéces dans un écosystéme, a des milliards
(K = 10°) pour des bactéries ou globules rouges. Ce parametre va affecter & la fois la loi
de reproduction et la transmission des traits.

77
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Plagons nous dans le cas d'un modele neutre pour simplifier : la variable aléatoire de
reproduction L & valeurs dans IN dépend de K mais pas du trait. On la suppose aussi
intérgrable :

myg = B(L¥) = kaf < 00,
k>0
avec pkK = IP(LK = k:) Un individu de trait x € X est remplacé par une collection
oF = (xP™, ... X7 dindividus.

Considérons une population initiale labélisée par Gg C N, avec Zé( = #Gé( individus
et supposons

E(#GL) < co.
Chaque individu de la population initiale a un trait et on se donne (X (u) : u € GE). On
introduit une famille de v.a. (0K (u))zer = (X5 (u),. .. ,Xz’,f((u))wex i.id. pour u € I

et distribuées comme (0X),cx .
Définition 67. Le processus X% = (X5 (u), u € TX) est défini récursivement par
GE = {uk: ue GE 1<k< LK(u)}
et pour tout u € GE, 1 <k < L (u),
XK (uk) = XX @K (),
Enfin, on définit T = U,enGE.
L’objet qui nous intéresse est la mesure empirique
Xy = % > Oxx)
ueGK

sur R. Elle rend compte de la distribution des positions des différents individus. Avec les
bons changements d’échelle, nous allons prouver une convergence en loi du processus vers
un objet limite déterministe, en ramenant les mesures a des processus a valeurs réelles :

1
XK = [ $@XS) = 1 3 FX ),
X ueGK
4.1.2 Décomposition en semi-martingale

Commencons par un énoncé général classique. Lorsqu'un processus (X, )nen réel et
intégrable est adapté a une filtration (F,,),en, on peut le décomposer en

X=V+M

avec (V),)n processus prévisible, c’est a dire V), est F,,_1, et (M,),, martingale issue de 0.
Cette décomposition est unique. En effet, si V' est prévisible alors

E[Xn|]:nfl] - Vn + E[Mn|]:nfl] — Vn + Mnfl

et donc
E[Xnu:nfl] - anl = Vn - anl'
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Ainsi on obtient V;, comme somme de ses incréments, et en déduit M,, qui vaut X, — V,,
n
Vn —XO+Z (Xk|Frot] = Xpe1), Mn =) (Xp — B[Xg|Froa]) -
k=1

On note maintenant (}"75 Jnen la filtration du processus, c’est- a-dire que ]-',If est

la tribu engendrée par les variables aléatoires ©F (u) jusqu’a I'instant n et la condition
initiale (X% (u),u € GE). On introduit & nouveau I'opérateur pour la moyenne :

K@, f) = KEq ) [ XE(H] =Baa | >, FXK@)| =m Q¥ (x, f)

ueGHE
L’intégrabilité de LX et la bornitude de f assure lintégrabilité de (XX(f)),. La

décomposition en semimartingale sécrit alors de la fagon suivante ;

Proposition 68. Soit f : R — R mesurable bornée et n > 0. Alors
X, (F) = Vi () + MS(f)

ot VO (f) = XE(f), V.E(f) est une variable FX |-mesurable pour n > 1 et
( ) une (an)nem—martmgale wssue de 0. En outre,

n

V) = X3 (D + ) AE (), M=) 5
k=1

k=1

AP =X (MEH =) () =X () = X (MR ). (4

Démonstration. On utilise la décomposition introduite avec comme accroissement pour

V ici :

AR (f) = BIXE ()| FE] - Xia ()

:%E YooY (x| A —% > F(xF(w)

ueGE | veGE viu ueGK |
1 1
= 2 MNEXNW, ) - 1R w) = 2 Y e(X W),
ueGE | ueGE |
avec g = MK(., f) — f(.) et on reconnait X,g(_l(g). O

On suppose dans le reste du chapitre que
E [(LK )2} < o0

ce qui assure que E((GX)?) fini pour tout n. On peut ainsi faire une décomposition
analogue pour la carré de la martingale.
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Proposition 69. Supposons f mesurable bornée. Alors
1< —
M (F) = 52 D XIE(GF) + M
k=1

avee ME une FE _martingale issue de 0 et :

2

G (2) = B0 Z F(XE(w)) =M™ (, f)

wEG‘lK

Démonstration. On peut utiliser & nouveau la décomposition en semimartingale car
ME(f)? est intégrable, puisque * — M(z, f) — f(x) est bornée et E((GX)?) fini. En
oubliant K et f dans les notations pour alléger, on obtient

n
M2=> " Ap+M,,
k=1

avec Avk = IEJ[M,? — M;?_l‘fk—ﬂ et (M;)n martingale. Pour le terme de gauche, remar-
quons que M2 = (My_1 + 5k)2, donc en développant puis en passant a l’espérance :

Ay, = E[2Mj— 10y + 02| Fi—1] = E[67|Fr—1]
car E(0 | Fx—1) = 0. En outre,
5 = (X — X1 — Ap)? = (X — B[Xg| Frm])?,
et, en notant Ri(u) = >, f(X(w)) — M(X(u), f),

weGE,w>u
1
X, = B[X¢|Fi] = > Ri(u)
u€GE_1

Donc

R YRR+ Y Rulw)?

uWEGE_1, u#v u€GE_1

En utilisant que (R, (u)|Fr_1) = 0 et la propriété de branchement !, on obtient

—~ 1
Ak:ﬁ Z E(Rk(u)Ql]:kfl)
u€GE_1

On conclut en utilisant que E(Ry(u)?|Fr_1) = G’?(X(u)), qui donne

MEGP =53 S G (X w) + 31
k=1veGK |

avec MK martingale issue de O. O

1. La propriété de branchement est pratique pour simplifier I’expression, mais on pourrait s’en passer
et ajouter une densité dépendance
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4.1.3 Lignées ancestrales

Utilisons la formule tous pour un ici et composons par une fonction qui permet de
renormaliser le processus :

QX (a, 1) = —ME(z, f) = 3" pFQED (s, £),

m
K k>0

ot p& = (kpK /mi)k>0 est la loi de reproduction biaisée par la taille et QUEH) (x,.) est

QUM () = k71 3 (X[ e LK = k).

1<i<k

dfini par

On considére une chaine de Markov Y de noyau @), c¢’est-a-dire que
Pyo (YlK S Al, - ,YnK S An) = / H?;Ol K(yi, dyi+1).
A1 X...XAp

Soient F': X" — R mesurable bornée et n > 0.

Eqy| Y F(XE@), v <u)| =miE[FYF,...,v,)].

ueGK

On peut composer F' pour normaliser en espace et changer I’échelle de temps. On note
pour u € G, et t < n,
X () = X5 (uy)

avec u; 'ancétre de u en vie & la génération [t]. X/<(u) est donc le trait de I'ancétre de
u au temps ¢t. On obtient pour toute fonction F' : D([0,00), R) — R continue bornée et
>0,

Eqg| Y. Flex(XE ()5 <t)| =mpx! EZ[F(QOK(Y[f;S]),sgtﬂ

K
uGG[UKt]

avec i une fonction permettant une renormlisation des traits (on peut prendre px =

ID pour commencer). Ainsi, si (‘PK(Y[UKKt}))tZO converge en loi dans D([0,00), R) vers le

processus V', vk tend vers l'infini et et

vg(mg —1) = «

quand K tend vers 'infini, alors

Eq ) Z F(@K(ng(s(u)),s < t) K20 pat E.[F(Vs, s <t)].

K
UG

Nous verrons dans la section suivante, un exemple d’une telle convergence avec comme
processus limite V' le mouvement brownien.
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4.2 Convergence vers une EDP pour un modele de repro-
duction dispersion

Considérons maintenant un exemple pour spécifier les échelles en jeu et la limite.
Le modele décrit la dispersion et reproduction d’une espece dans un grand domaine,
unidimensionel, homogene avec des déplacements indépendants pour simplifier :

D:
X =R, @§:x+@K:<aj+Ig:1§i§LK>

avec D; v.a. i.i.d. a valeurs réelles, distribuées comme D, et D v.a. centrée de variance
finie :
E(D)=0, o¢%=E(D? < .

Dans ce cas,

M 5) = K 500 = (e + 2

avec toujours mg = E[LK ] La formule tous-pour-un, nous donne aussi :

Eouo) XX ()] = o mi Ba£(55)]

avec (SK

. )neN une marche aléatoire de pas D/K, i.e.

SK = % i D;,
=1

ou (D;);>1 est une suite de v.a. i.i.d. de méme loi que D. Par linéarité, en partant de K
individus on a donc :

Eq0)....c0) [Xn ()] = E[LF]" x Eo[f(55)] -

Le théoréme central limite assure que SX /\/n converge en loi vers une variable aléatoire
N, gaussienne centrée de variance o?/K?2. Ceci suggere une accélération en temps avec
un facteur K2 :

Définition 70. Soit (Y;X)ier, le processus défini pourt >0 par
K K
Yot = X[KQt]'
On suppose dans tout le reste de ce chapitre que myx =1+ 25 + o(%), ie.

lim K?(mg —1) =a € R. (4.2)

K—oo

Proposition 71. Pour toutt > 0,

X ot 00 6712/(20%)
Es, [V (f)] e /_Oof(x)\/mdx
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Démonstration. On utilise que
2
By [Y/ ()] = By | Xficag ()] =l x Bo | (fiag )|

2
puis en rappelant que 5’{;2 q= K1 Zy;ﬂ D;,

3 (K] _ oot K 2
th{l)omK =e™, S{k2g = N(0,0%t)
avec a droite une convergence en loi quand K tend vers 'infini, via le théoréeme central

limite. U

On aimerait montrer un principe de loi des grands nombres, c’est a dire retirer
I’espérance dans le terme de droite et montrer que le processus (YtK ) >0 Converge vers
une équation de réaction diffusion, c’est & dire 1’équation de la chaleur pour décrire la
dispersion plus un terme de croissance démographique donné par «. Le principe de loi
des grands nombres ici va reposer sur le grand nombre d’individus present dans la po-
pulation au départ, et pas sur la propriété de branchement. L’approche se généralise a
des modeles ou la propriété de branchement n’est plus vérifiée, autrement dit on peut
prendre en compte des interactions comme la compétition, la coopération, I'intéraction
avec les proies et prédateurs ...etc.

4.2.1 Préliminaires

On note Cf " Pensemble des fonctions de R dans R, de classe C2, bornées, dont les
deux premieres dérivées sont bornées, et dont la dérivée seconde est Lipschitz.

Lemme 72. Pour tout f € C§’+,

sup |K? (M (x, f) - f(x)) — Lf(x)] =50,

avec 02
Li(@) = af(@) + Z-f"(z).

Démonstration. En utilisant que (D) = 0, la formule de Taylor Lagrange assure qu’il
existe ng € [t — |D|/K,x + |D|/K] tel que

KM (x, f) - f(2))
— K (mxE(f(z + D/K)) - f(x))

— K2 <(1 ) <f(x) +E (f”(u;fD);;Q)) - f(x)>
= af(z) + B(f"(v;p)D?)/2 + €k (4.3)

avec e — 0 quand K — oo (uniformément en z). Or f” est bornée et Lipschitzienne
donc il existe L > 0 tel que pour tout x € R,

E ( sup |/ (v) = f"(2)] D2> <LE <D2 (’D‘ A 1)) .
v€[z—|D|/K,x+|D|/K] K
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De plus E (D2 (l—[D(‘ A 1)) tend vers zero quand K tend vers l'infini par convergence

dominée et 02 = E(D?) donc

sup [E(f"(v:p) D) = f" (@) =570
et la preuve est complete. O
On suppose maintenant que
sup K*B(LX(LE - 1)) < 0 (4.4)

Lemme 73. [l existe C > 0 tel que pour tout f € C§’+, pour tout k > 1,

) XL (R ) — )l < 0 I e 17 e #Ci

K2 K
1 2 /(12 "2 (GK
i) XI (ol < o I et \[é\loo + 11 £ 1% #;_1_

Démonstration. Tout d’abord,

GK
XL () = D€ XL ) | M) = FO e et X[ () = To5,

On peut alors utiliser la preuve précédente, a savoir (4.3), qui permet de controler

K2 || ME(, £) = £(.) |loo- Cela donne 1).

Ensuite, en notant vx = B(LX (LK — 1)) et en développant

2

Gi@)=E| [ > f(X@)| | -Mf)

uGGiK

=miE (f*(z + D/K)) + vk E(f(z + D/K))* = miE(f(z + D/K)).
Or vk = O(1/K?) par (4.4) et mg =1+ O(1/K?) et m2. =1+ O(1/K?) et
E (f*(z + D/K)) = fA@)| < (Il f llooll £ lloo + I £ 1I3)/ K7
car a nouveau par une inégalité de Taylor :

2
U%w+DNO—f%m—2ﬂ@f@uyxygmmfﬁtﬁ~%%

Enfin, [£f"| < |[f|> + |f"? et [E(f(z + D/K)) = f(2)| <| f" lloo /K>, ce qui implique

LS o [ [ S
K? '

I GF o< C

On conclut avec X,f(_l(fo) < X,f(_l(/‘f') I va( l|oo- m
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On suppose de plus maintenant que la condition initiale converge en loi dans I’espace
(M, e) des mesures positives finies sur R muni de la topologie étroite, c’est a dire de
la topologie la moins fine, rendant continue les applications u — p(f), pour f continue
bornée :

XE = py, quand K — 0o dans (M,e). (4.5)

En particulier #Géf /K converge en loi quand K tend vers l'infini vers la v.a. po(X) €
[0,00). On va montrer un résulat de bornitude en loi, permettant de "localiser le proces-
sus” dans les compacts, puis nous montrerons que la partie martingale tend vers 0.

Lemme 74. Soit
ok =inf{n>0:#GX/K > N}.
Alors pour tout T' > 0,

N—oo

supP(of < [K2T]) =0
K

et pour tout N >0 et f € C§’+,

E[supM 2) Koo 0.
<t<¥ K/\[KQt](f) >

Démonstration. Dans cette preuve, ¢ désignera une constante, qui peut changer mais
ne dépendra ni de K, ni de N. (#GX),, est un processus de Galton-Watson et WX =
#GE /mf est une martingale. En arrétant cette martingale au temps d’arrét aﬁ, on
obtient

<W KAIK?T) #G(IJ(> = #G(If
Or sur Pévénement {o& < [K?T]},
BGEe oy 2 KN, 8T < (1 ¢/ KB < exp(eT)
par concavité de log(1 + x). Donc
1 < #Gfﬁ/\[KW]. exp(cT) _ WK exp(cT)
{oN <[K2T]} = KN m;{ﬁ/\[KQT] oNAIK2T] KN

et en prenant I’espérance conditionnelle de part et d’autre

#GE
KN

P (o < [K*T]|#G§) < cr

ce qui assure que sup P(o% < [K?T]) tend vers 0 quand N tend vers I'infini, en utilisant
que #GK /K est stochastiquement borné car convergeant en loi. Ceci prouve la premiere
convergence du lemme. Pour la deuxieme, on utilise I'inégalité de Doob dans L? pour la

. ALz K .
martingale arrétée (Mn Aols (f )) g On obtient
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De plus
[K2T|AcK

I ((Mé(@T]/\gg(f))Q) = %E Z Xis1(GF)
k=1

en utilisant la decomposition semimartingale de M? obtenue en Proposition 69. Enfin le

lemme précédent et la définition du temps aﬁ assurent que

[K2TIneE [K2T|Ac K #GK
K K c k-1 c
e Z X1 (Gy) < K3 Z K = E'T'N
k=1 k=1
ce qui conclut la preuve. ]

4.2.2 Tension de la suite de processus

On rappelle que
1
Y;K = X[I]{(Qt] = ? Z XK(U)

K
UGG[KQt]

L’objectif est de montrer la convergence de Y dans l'espace D([0, o), (M, e)) des pro-
cessus cadlag a valeurs mesures, ol on rappelle que M est ’espace des mesures positives
finies et la topologie étroite la topologie la moins fine, rendant continue les applications
w— u(f), pour f € Cp. Pour cela on commence par vérifier la tension, qui donnera par
le théoreme de Prokhorov de la relative compacité. La tension du processus a valeurs
mesures va s’obtenir en vérifiant la tension du processus a valeurs réelles par projection
avec des fonction tests.

Proposition 75. Pour tout T > 0 et f € C§’+, (YE(f))k est tendue dans
D([0, T], R).

Démonstration. Pour la tension, il s’agit d’obtenir de la bornitude et le controle des varia-
tions avec grande probabilité uniformement en K. On applique ici le critere d’Aldous, qui
donne une facon efficace de ramener la tension au controle des variations entre deux temps
d’arrét. La décomposition comme somme d’un processus prévisible et d’une martingale
donne pour t < T,

(K27
VAN < YD+ D |AkK(f)|+iE$|M[I[{(2t}(f)|'
k=1 =

Le lemme 73 i) et le fait que #GkK < KN avant le temps d’arrét JJI\? assure que

[K>T]

Los e > AR (I < CT.N.
k=1

De plus par I'inégalité de Markov,

1
P <1a]1§>[K2T] flglg |M[I[((2t}(f)| > M) < WE (flﬁl? M[If{(2t}/\o—{§(f)2>
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tend vers 0 quand K tend vers l'infini grace au lemme 74. Enfin 1T§>T]Y()K(f)] < N |
f |lo et on obtient que pour tout N,

M—o0

Sl}l(p]P <1a§>[K2T}|Y;SK(f)’ > 3M) — 0.
De plus la premiere partie du Lemme 3 assure que
sup P (1se <oy [V ()] = M) < sup P (off < [K*T]) -0
K = K

quand N tend vers 'infini et on obtient

sup P <sup\Y;K(f)\ > M) Mz,

K t<T
De méme
[K2(t+s)]
YN =YEN = D AR + My () = Mgy (f)
k=[K2t)+1

et on montre de facon similaire que pour tout € > 0,

sup P (Ve (f) =Y (f)| = ¢) == 0,
K,S<S'<S+6

ol les temps S et S’ sont des temps d’arrét & valeurs dans [0,7]. On a ainsi vérifiles
conditons d’Aldous et on peut conclure. ]

On peut maintenant justifier la la tension dans I'espace (M, v) des mesures finies munie
de la convergence vague, c’est a dire la topologie la moins fine rendant continues les
applications u — u(f) pour toutes les fonctions f continues & support compact C.. Il
suffit en fait de considérer un ensemble dense pour la norme infinie. Comme sous espace
dense, prenons l’espace it = Cf TN C, des fonctions de classe C2 & support compact
dont la dérivée seconde est Lipschitz.

Corollaire 76. La suite (YX) est tendue dans D([0,T], (M, v)).

Démonstration. Grace a la proposition 75, on peut appliquer le critere de tension de
Roelly-Coppoletta [17], avec 1’espace cxt O

La preuve de la tension de Y& quand Pespace d’arrivée (M, e) est muni de la conver-
gence étroite demande plus de travail. De fagon informelle, pour s’assurer de la conver-
gence étroite, on peut controler les grandes valeurs des positions pour ramener 1’espace
des positions R & un borné donc a la convergence vague. Pour cela, on peut utiliser le
théoreme 3 de [13]. Ainsi, on sait déja que que (Y;Ie([o,T])K est tendue D([0, T, (M, v)) et
on peut extraire des sous suites convergentes pour cette topologie. Pour s’assurer que la
convergence a bien lieu dans D([0, T, (M, e)), ce théoreme guarantit qu’il suffit alors de
montrer que
— (YK(IR)tE[O,T])K (ou une sous suite) converge dans D([0, 7], R)
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— les points limites de Y& sont continus.
Le premier point vient de la proposition 75 avec f = 1. On peut aussi profiter ici en plus
du fait que Y®(R) est un processus de branchement classique simple type et directe-
ment identifier la convergence fini dimensionnelle, qui est une consésquence de la loi des
grands nombres, en exploitant I'indépendance des différentes sous populations initiales.
Le deuxieme point peut se traiter a nouveau avec la decomposition en semimartingale et
le lemme 73 . On obtient

Corollaire 77. La suite (YX) est tendue dans D([0,T], (M, e)).

Plus généralement pour des conditions suffisantes de tension dans un espace de dimen-
sion infinie (comme 'espace des mesures), on pourra consulter le livre de Ethier et Kurtz
[22]. Deux ingrédients sont en jeu en général, comme ici : verifier que notre objet reste
dans les compacts (compact containment, qui pose des difficultés en particulier quand on
munit ’espace des mesures de la topologie etroite sur un espace non compact), et une
condition d’équicontinuité (en réduisant I’espace d’arrivée via des fonctions tests).

4.2.3 Identification de la limite et convergence

Maintenant que 'on sait que I’on peut extraire des sous suites convergentes de Y
grace au résultat de tension, il s’agit de vérifier qu’il n’y a qu'une seule limite possible
pour ces sous suites. La décomposition comme somme d’un processus prévisible et d’une
martingale donne le résultat suivant

Proposition 78. Pour tout K > 1,t > 0,

YR () =Y  (f) + /t ds Y (K (M" (. f) = f(x))) + R (f),

0

avec les convergences en probabilité suivante quand K tend vers l'infini :

sup [R{* (f)| — 0,

t<T
t t
sup | / dsY,S (K2 (M"5(.,f)—f)) - / dsY,(Lf)| — 0
t<T Jo 0
Démonstration. En rappelant la proposition 68,
(K1)
v = ) + Z AF(f) + My (f)
[th]
Z k/K2 af)_f)+M[I[((2t](f)

:YOK(f)+/O ds Y (K? (M®(., f) = f)) + R (f),

avec pour tout t, K, f € C§’+,
[REHI < MECF) = llo SgE)KK(]R) + [ Moy ()]
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Donc
Loses ey BRI SIMECf) = £ lloo KN + M5 2 ()]

On utilise alors le lemme 72 pour majorer | M (., f) — f |l par 1/K? & une constante
pres et le lemme 74 pour la martingale. On obtient que 1,k (r27) SUP<T |RE(f)| tend
vers 0 en probabilité quand K tend vers I'infini. En utilisant cette fois la premieére partie
du lemme 74, sup,«7 |RE(f)| tend vers 0. Ensuite

t
Lot (k7] sup\/ dsY (K> (MR, f) =)= Lf) | <TK* | M(f) = fllo N
t<T 0

qui tend vers 0 grace au lemme 72. On conclut & nouveau avec la premiere partie du
lemme 74. O]

Nous allons maintenant pouvoir identifier la limite. Grace au théoreme de
représentation de Skorokhod, on peut considérer des sous suites convergeant p.s. De plus
on peut supposer la limite continue, ce qui permet de s’appuyer sur de la convergence
uniforme en temps. Identifier la loi de leur limite permettra de conclure a une convergence
en loi.

Lemme 79. Supposons que Y converge p.s. vers Y dans D(]0,00), (M, e)) (resp.
D([0, ), (M, v)), alors

t

Yi(f) = Yo(f) + /0 dsY,(L)  pes

pour tout [ € Cb2’Jr (resp f € CC2’+).

Démonstration. On utilise le lemme précédent pour montrer que

sup
t<T

/t ds Y (K2 (M(., )= ) - /Otdsmcf)‘ =50

0

en probabilité. Pour cela il reste seulement a justifier que

t
K
sup| [ ds (v(ep) - va(eh)|
t<T " Jo

tend vers 0 en probabilité quand K tend vers 'infini. C’est une conséquence de la conver-
gence p.s. de Y& vers Y car g = Lf est continue & support compact pour f € cEt (et g

. ) 2,%
continue bornée pour f € C;”") et

t
(t)eeo,) — (/ dSMs(9)>
0 0<t<T

est continue de D([0, 00), (M, v)) (resp. D([0, 00), (M, e))) dans (C([0,T],R),]| . [loo) pour
feckt (resp f € Cg ™). Pour cela on pourra consulter [16]. Reste & invoquer la conver-
gence ponctuelle en temps, qui découle de la convergence uniforme (notons que cette
derniere permet de simplifier la convergence précédente), pour conclure. O

L’objectif est maintenant de vérifier qu’il y a une seule valeur d’adhérence Y et obtenir
ainsi une convergence.
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Lemme 80. Soit pug une mesure de masse finie sur R. Il existe un unique pu €

D([0,T], (M, e)) qui vérifie
) = ol ) + [ dspu(£1) (16)
0

pour tout f € C,?’Jr.

Démonstration. On commence par vérifier qu’une telle solution g vérifie plus
généralement

t

(£ = polfo) + [ dspea(LF+0.1.), (4.7)

0
pour f € CI? 2+ qui est Pensemble des fonctions continues de [0,00) x R dans R telle
que pour tout t > 0, fi(.) € C§’+ et pour tout x € R, f(x) est dérivable et J;f;(z) est
continue et bornée sur [0, 00) X R. On peut établir cela soit en reprenant la décomposition
en processus prévisible et martingale mais en intégrant maintenant le temps, soit en
exploitant la bilinéarité de (u, f) — p(f) pour montrer que

Ot (ft) = [Orpue] (ft) + pe(Ocfr).-

Ensuite on considere le semigroupe du mouvement brownien B, P, f(x) = E,(f(cBt)),
qui peut d’ailleurs se calculer explicitement ici (mais la méthode est générale). Le
générateur du mouvement brownien vaut Af(z) = 0,P, f(x)j1=o = o f”(x)/2 et en posant
fs(z) = Pi_sf(x), on obtient 0s fs(z) = —Afs(z) et donc Lfs+ 0sfs = afs. De plus pour
fe Cg’b, f € C§’2’+. En considérant deux solutions p et v de (4.7) appliquée a cette
fonction, la différence v = p — v vérifie pour tout ¢t > 0,

t

W(f) = () = a /0 057 fs).

Par ailleurs, introduisons la distance en variation totale (on pourrait ici procéder
sans, mais pour les généralisations a des modeles plus compliqués cette approche est
intéressante)

|y llvr= sup |[y(f)= sup ().
l fllo<1 fectt | fllee<1

En utilisant que fs est borné par || f |lec et en optimisant sur f € C§’+, | flloo< 1, on
obtient

t
| v llvr <« / ds || vs lvr. -
0

Le lemme de Gronwall assure que || v ||[v.7.= 0, ce qui acheve la preuve de I'unicité. [

En combinant les résultats de tension, identification et unicité, nous avons ainsi ob-
tenu :

Théoreme 81. Supposons que YOK converge étroitement vers po mesure de masse
finie quand K — oo et que les hypothéses de moment (4.2) et (4.4) sont satisfaites.
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Alors Y& converge en loi dans ’espace D([0,T], (M, €)) vers l'unique solution Y de

t

Yilf) = Yo(f) + / dsYi(Cf)  (fecth).

Notons que quand Y; est a densité (ce que I'on peut montrer des I'instant initial quand
la condition initiale est a densité), i.e. Yi(dx) = wi(x)dx, u; est alors solution d’'une EDP
(réaction diffusion linéaire), que 'on obtient en faisant des intégrations par parties dans
I’équation ci dessus :

Oy = auy + ouy
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