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Mots clés :

1. Somme de variables indépendantes : variance et densité.

2. Convergences de suite de variables aléatoires :
(a) convergence presque-sire
(b) convergence en probabilité
(c) convergence en moyenne

3. Lois faible et forte des Grands Nombres.

Aléatoire: fin chapitre 4 et et chapitre 5

page 1



X2013 - MAP311 - Aléatoire Legon 5

Somme de variables aléatoires indépendantes

Proposition.

1. Soient (X1,...,X,,) des variables aléatoires de carré intégrable. Alors

Var(zn: X;) = zn:Var(Xi) + 2 Z Cov(Xi, Xj).

i=1 i=1 1<i<j<n

2. Si de plus les X; sont indépendants, alors Var(z Xj) = ZVar(X

i=1
PREUVE.
1) (X,Y) — Cov(X,Y) forme bilinéaire sur Lz X L.
2) X et Y indépendants m Cov(X,Y) = 0. ]

Corollaire. Si (X;); indépendants de méme loi de carré intégrable, alors

X
Var(— ZX Var( 1)

Disparition des fluctuations aléatoires de = = Zi:1 X; lorsque n — 400/

Aléatoire: Proposition 4.4.6 page 2
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Somme de v.a. indépendantes et convolution

Proposition. Soient X et Y deux v.a.r. indépendantes, de densités respectives
fx et fy. Alors Z = X 4+ Y admet une densité f; donnée par

f2(z) = / Fx(@)fy (= — 2)de = / Fx(z — o) fr (9)dy.

fz est le produit de convolution de fx et de fy et est noté f7 = fx *x fy.

PREUVE. (par méthode de la fonction muette)

Soit g une fonction continue bornée :

E(g(Z)) = / / 9(z + y) fx (@) fr (y)dady

-/ ( / g(Z)fx(z—y)dz)fy(y)dy
— [ 9 ( [ £~ s )y )=

Aléatoire: Proposition 4.10.5 page 3
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Exemples.

5 —
1) La somme de deux v.a. in- ]
dépendantes de loi normale

N(m,o?) et N(u,7°) est une loi
normale N (m + u, 02 4+ 72).

0.10-

0.05 4

0.00

2) La somme de deux v.a. indépen- e e
dantes de loi uniforme sur [—1,1]
est une loi a densité triangulaire
1 -
f2(@) = 7| (2 +2)4 — 204 +(2-2)4
ol x4+ = max(x,0). o : ; 1 : ;
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3) Quelle est la densité de la somme

de n v.a. indépendantes de loi

uniforme sur [—1,1]7

Z U; a pour densité " f1(z) = f,(x)

N v k) @+ (n—2k)}" L
fn(x) = Z(—l) ( . > (1! . La densité s’étale quand n —
R=0 +00. ..
4) Et si on renormalise ? /\ —
=N EH: U; a pour densité /nf (i) /N
vn = l "tn
Mis en évidence par Lagrange (1736- / \\\,.
1813). |
Expliqué a la Lecon 6. La densité converge quand n —

400 !
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Convergence de variables aléatoires

ler objectif : justifier "les lois empiriques" du hasard

e Approche fréquentiste : la fréquence empirique converge vers la probabilité.

Exemple. Dans un jeu de Pile ou Face équilibré, on s’attend a
fréquence d’apparition de Pile sur n lancers = %(w) — % = P(1 lancer donne Pile).

e Justification a posterior: de cet axiome : loi des Grands Nombres.

e Vers des résultats plus généraux :

» (Y1,...,Y,,...) variables aléatoires i.i.d.
» modélise les résultats d’une expérience répétée de maniére indépendante
Yi+---+Y,
» Convergence de la v.a. X, : w i X, (w) = — “(w)?
n

Aléatoire: Chapitre 5, Section 5.1 page 6
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2éme objectif

e Convergences en probabilité : ensemble d’outils cruciaux pour analyser

les modéles de maniére asymptotique, les estimer et les simuler

numériquement.

Exemples.

» Grands échantillons en statistique (sondages. ..), méthodes de Monte-Carlo

» Grandes populations d’individus et de particules en interaction

» "Stabilisation/moyennisation" en temps grand d’un systéme dynamique
stochastique

» Et bien d’autres. ..

Bernoulli (1654-1703) Chebyshev (1821-1884) Kolmogorov (1903-1987)

Aléatoire: Chapitre 5, Section 5.1 page 7
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A PROPOS DE LA CONVERGENCE DE X, VERS XI

e Plusieurs convergences (de nature différente) :

» Les v.a. X,, et X sont proches :
— | X,, — X| petit pour tout w?
— | X,, — X| petit avec grande probabilité ?

— | X,, — X| petit en moyenne ?

» Les lois de X,, et X sont proches :

— Fx_ tend vers Fx, voir Lecon 6.

e Plusieurs convergences pour différentes utilisations pratiques :

asymptotique d’une suite de v.a., calcul d’espérance, de moments ...

@ Une premiére subtilité. On ne peut pas attendre que la convergence

éventuelle ait lieu pour tout w € (2.
Exemple. Dans le jeu de Pile ou Face, si w = PPP---, alors f'(w) =1 # % I

Aléatoire: Chapitre 5, Section 5.1 page 8
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lére notion de convergence :

la convergence presque-siire

Définition. La suite (X,,),, converge presque stirement vers X (noté
X, = X) si

P{w : [ Xp(w) — X(w)| = 0 quand n — +o0}) = 1.

L’événement ou la convergence a lieu,
Cx = {w: |Xn(w) — X(w)| = 0},

est de probabilité 1.

Exemple. X, = 1</, oit U est une variable de loi uniforme sur [0, 1] :

X, 23 0=X, Cx={U>0}

Aléatoire: Chapitre 5, Section 5.1 page 9
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Quelques propriétés faciles

Proposition.
e Soit f une fonction continue : si X,, =3 X alors f(X,) = f(X).
PREUVE. {w : [ X, (w) = X(w)| = 0} C{w : |f(Xn)(w) — f(X)(w)| — 0}. O

e Si X, ™% X etY, Y, alors (X,,Y,) "3 (X,Y).
(

PREUVE. Pour tout w € Cx N Cy, (Xn, Yn)n(w) converge vers (X,Y)(w) et
P([Cx NCy]°) =P(Cx UCY) <P(C%) +P(Cy) =0. O

e Si X, XetY,V,alors X, +Y, 3 X+Y et X,Y,, = XY...

PREUVE. Appliquer les deux résultats précédents avec f(x,y) = = + vy,
f(z,y) = zy. 0

Aléatoire: Proposition 5.1.10 page 10
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Passage au calcul d’espérance

Théoréme (Th. de Lebesgue ou de convergence dominée).
Si Xp =5 X et si
\V/l’l, ‘Xn| SZELl,

alors X,,, X € Li; et
E(X,) = E(X).

Remarque. On a un résultat plus fort : E(|X,, — X|) — 0

(convergence en moyenne X, My , vue plus loin).

Exemple. X, = 1ycy/m : Xy = 0=X, |X,| <let E(X,) = - 0=E(X).

Contre-exemple. X,, = nly<i/m @ Xn 20 = X mais X,, non dominé. ..
Le théoréme ne s’applique pas et en effet

E(X,) =nPU < 1/n) = 1 £ 0 = E(X).

Aléatoire: Théoréme 5.1.5 page 11
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Un constat avant d’aller plus loin

p-S. . . .
e La convergence — ressemble & la convergence simple de fonctions

(gn(x) — g(x) pour tout x).
e Mais c’est un mode de convergence exigeant, parfois difficile a établir.

e En aléatoire, on recherche des modes de convergence plus souples

pouvant mener facilement & des convergences d’espérance

E(f(Xn)) = E(f(X)).

Analogue a la convergence d’intégrale en analyse.

page 12
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2éme notion de convergence :

la convergence en probabilité

Définition. La suite (X,,),, converge en probabilité vers X (noté X, 50X )
si pour tout ¢ > 0
P(| X, — X|>¢) =0

quand n — 4o0.

C’I’L—I—Q (8

Cn(g)

Les événements de proximité
Cule) ={w: [ Xp(w)—X(w)| < &}

e sont tels que P(Cy(e)) — 1
pour tout € > 0,

® sans nécessairement étre crois-

sants (en n).

Aléatoire: Chapitre 5, section 5.1 page 13
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Proposition. La convergence presque-siire implique la convergence en

probabilité.

PREUVE. © page 25

Proposition. Si X, L X, alors il existe une sous-suite telle que
p.S.
Xg(n) — X.

PreuvE. Construction itérative de la sous-suite :

1 1
e soit o(n) =1 >0(n—1) tel que P(|X; — X| > )<2—

o A, ={|X,m) — X|> L} vérifie ZIED ) < +o0.
n>1

e Application du lemme de Borel-Cantelli :
avec probabilité 1, un nombre fini d’événements (A,,), est réalisé.

Aléatoire: Proposition 5.1.6 et Proposition 5.1.8 page 14
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Un exemple de convergence en probabilité mais non presque-siire

La suite (X,,), est définie par : U Xn

n = 1................ Hi_l 1
Xn = luer,

% S O
avec U de loi uniforme sur [0, 1]. IREEEEETTTPRPTOTOy p—E2—] 0
........... bt 1
Pas de convergence presque- S NS TSR PSRRI 0
stire. ORI = 0
i I_r_l ....... 1
MAIS convergence en proba- N I ;
bilité vers 0 : [ USSR R 0
]P)(|Xn‘25):P(Xn:].) EEEEEREEEEEEEEEREEREEE EERER I_I 0
_ Leb(Z,) — 0. W e _ 1

page 15
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Lecon 5
Régles de calcul avec la convergence en probabilité
Proposition.
e Si f est une fonction continue et X, % X, alors f(X,) 5 f(X).
PREUVE. Voir Proposition 5.1.10 [
P P P
e X, > XetY, —Y,alors (X,,Y, — (X,Y).
PREUVE. Si |.| = |.|, alors
P(|(Xo, V) = (X,Y)] > £) < P(| X0 — X| > &) + P(|Yn — V| > ) = 0. .

o Si XngX et YngY, alors
> X, +Y, 5 X+Y;
P

» XY, & XY

]P) [
» a,X, > 0sia, >0, etc...

Aléatoire: Proposition 5.1.10 page 16
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Une troisiéme notion de convergence :

convergeince €1 1noyeIine

Définition. La suite (X, ), converge en moyenne L, vers X (X, “ X) si
X,, et X sont dans L et

E|X, — X| — 0.
En particulier, E(X,,) — E(X).

(on peut aussi définir la convergence en moyenne quadratique : E| X, — X\Q — 0.)

Proposition (un critére suffisant). Soient (X, ), et X de carré intégrable :
si E(X,, — X) — 0 et Var(X,, — X) — 0, alors X,, “x.

PREUVE. Inégalité de Cauchy-Schwarz :
E|X, — X| < VE| X, — X2 = /[E(X, — X)]2 + Var(X,, — X) — 0. ]

Aléatoire: Théoréme 5.1.4 page 17
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Théoréme. La convergence en moyenne implique la convergence en
probabilité.

PREUVE. Inégalité de Markov : P(|X,, — X| > ¢) < E|X,, — X|/e — 0. O

Proposition (la réciproque peut étre vraie).
S’il existe une constante a telle que P(|X,,| < a) = 1, alors la convergence en

probabilité entraine la convergence en moyenne.

Corollaire pratique. Si f est continue bornée et X, L X , alors

E(f(Xn)) = E(f(X)).

Aléatoire: Proposition 5.1.7 page 18
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Résumé des différents modes de convergence

Convergence si Convergence
presque-sire : _|:>§_77:_|__§__%__€__l_/_1_) €en moyenne :
p.s. théoréme de L
Xp =X ( X, -+ X
Lebesgue)
S

A S
A\ S
S
\

4 o
sy pour un certain a,

le long d*une )
‘ B Xp) < a) =1

. \
sous-suilte ..

\
S

. Convergence

en probabilité :

X, 5 X

Aléatoire: Chapitre 5 page 19



X2013 - MAP311 - Aléatoire Legon 5

UNE APPLICATION EN ANALYSE : INVERSION DE LA TRANSFORMEE DE LAPLACE

Comment retrouver ¢ (fonction bornée) a partir de §(¢) = [~ e " g(z)dz?

Exemple. Loi de S = Zil X; avec N > 1 indépendant de (X;);>1 (iid) 7

e Modélisation : pertes en assurance, pluies et crues, tailles de population. ..

e La transformée de Laplace : E(e™ ") =Y. P(N = i)[E(e™**)]’, explicite si
X a une TL explicite ™ ¢ densité de la loi de S et §(t) = E(e™t9).

1. Formule de Post et Widder (années 30) :

(=) OR)" s -
lim (=1 (0n) = g(071).
Jm Ry 9 0n) =967
PrREUVE. Cor. pratique + si X,, de loi I'(n, 0) alors X,,/n o, O]

2. Formule de Gaver et Stehfest (années 70) :

Jim ,n,z (2 )a((k +n)6) = g(1n(2)/0)

PrREUVE. Cor. pratique + si X,, de loi Beta(n,n + 1) alors X, “o []

\V]

Aléatoire: Chapitre 5 page 20
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Loi faible des grands nombres

Théoréme. Soit (X,,), une suite de variables aléatoires indépendantes,
de méme loi, intégrables (m = E(X;) est fini). Alors

B n

M,

> m

en probabilité et en moyenne.
o Var(Xl)

PREUVE. (quand E(X7) < +o0) : E(M,, —m) = 0, Var(M,, — m) -

— 0.

Loi forte des grands nombres

Théoréme. Sous les mémes hypothéses, la convergence est

presque-sure :

X o+ X o
M, = Lt + L )
n

Conséquence : valide a posteriori 'approche fréquentiste en prenant X; =14,.

PREUVE. © page 26

Aléatoire: Chapitre 5, section 5.2, Théorémes 5.2.1 et 5.2.2 page 21
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Démonstration : filtrage d’un signal périodique bruité

e Signal pur (caché) : s(t),t > 0, est une fonction périodique de période T = 1.
e Signal bruité (en haut dans les simulations) : b(t) = s(t) + B(t) avec
B(t),B(t+1),... indépendants, de méme loi, centrés.

ol & |
IS

0 1 2 3 4 3 & 7 B c 10

Signal d= piriode 1 + bruit {sur 10 périodesz)

b(t)+b(t—1)+-+b(t—n) .
] S1

e Signal filtré (en bas dans les simulations) : f,(¢) =
n=20,1,... esttel quen <t <n+1.

B(t)+--+B(t—n
Comme f,(t) = s(t) + 2EHtBCn)

que fn(t) — s(t) 25 0 lorsque n — +00.

, la loi forte des Grands Nombres entraine

page 22
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POUR EN SAVOIR PLUS'

Quid du comportement asymptotique de X1+'7',L'+X” si E|X|=+007?

Supposons X > 0.

X1+n+Xn > +OO.

INDICATION : remplacer X; par min(X;, L) et prendre L T +oc.

1. Limite infinie : montrer M, =

2. Vitesse d’explosion : supposons E(X?) < 400 avec 0 < p < 1 : trouver
Xyt Xy PS

a, T 400 telle que

n

INDICATION : prendre (an)n telle que > -, 1/al, < +o0.

p

: X :
i) Montrer anl o7 < +00 p.s., puis anl )a(—: < 400 p.s..

ii) Conclure avec le lemme de Kronecker : si ) | ., y» converge et a, T +00, alors
i ZZ:1 aryr — 0.

page 23
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Autres applications de la LGN : voir la suite du cours (Monte-Carlo,

statistique, ..., traitement du signal et d’image)

Images dégradées par un bruit d’acquisition, de numeérisation, de transmission.

Eu o portail

Amélioration de qualité par application de filtres de lissage (moyennes locales des
pixels) :

e les bruits sont-ils indépendants, isotropes? flou de bougé, de mise au point...

e respect des contours?

Parfois, de l'information pertinente est dans

le "bruit" : exemple récent en sismologie avec

meilleure reconstruction de la carte de la vitesse =

de propagation des ondes sismiques du sous-sol.

http://www.centre-cournot.org/index.php/2011/09/07/

le-bruit-en-probabilite-2/7lang=fr

page 24
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[Preuve - X, 2% X implique X, hRt Xj

Soit € > 0 :

1 — e S 1= Zn;
14+e X X2e =1 11X, — X

e 7,3 0;
° ‘Zn|§1;

e par le théoréme de Lebesque, E(Z,,) — 0;

3
1+4+¢

P(|X, — X| > ¢) <E(Z,) — 0.

© page 14
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[Preuve de M, = 2tt2x 23 m (dans le cas E(X?) < +oo)]
On suppose m = E(X;) = 0 quitte a remplacer X; par X; —

Etape 1 : M, =3 0. Par le Théoréme de Tonelli (sous forme générale)

B ML)=) EML)=) Vajszl) < 400

n>1 n>1 n>1

donc {w: )7 o M2 (w) < +oc} est de probabilité 1, impliquant M, 250,

Etape 2 : "les fluctuations de M,, pour p* < n < (p+ 1)? sont petites".
Soit p(n) lentier tel que p?(n) < n < (p(n) + 1)? et posons

2 n
p*(n) 1
Zn =Mn — ——Mpam) = — y X,
k=p?(n)+1
2
n—p°(n) 2p(n) +1 c
Var(Zy) = p Var(X;) < . Var(X;) < 3z
Ainsi E ZZZ ) < Z 37 < 400 m Z, 50 m M, ZS0. © page 21
n
n>1 n>1
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