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� � �¿  �}�������   � Ä ��� Å ��� ��� � �   � �M�¿tn� �r�   � � � ��� ����� � � �   ���~� � � ��Ä �   �[Ì�Î �¿t �~� Å �   � � � ÄVÄ
V
É§��Î§�   �~� Å

� � ���~� � � t�t � � ���cÉ��~� � t ���~� �¿ :Ä ��� � � ��Ä ��� � � �¿  ��� �¿t¥Å �rÆ��   �u����� �¿t � ��� � ����� � Ä ewWZOa`bYnm]�]  �������u� ��� � � ���
� �  ��
vd� �  ��¿t�t ��� Ä � � �r� � ����� � Ä

f ∈ C2
b (R

d)
Ç

< Vt, f > = < µ0, f > +

∫ t

0
< Vs, L(Vs)f > ds

+

∫ t

0
< Vs, h(., Vs)f + γᵀ(., Vs)∇f > .dWs,

eXIKo�I m
� �~�   �

µ0
� Ä�� � ���r����� �¿t �   ��� � �r� t ��� �×� � ��Ä �   � o$á �   � ÇÇ� �  �� � �

V ∈ M(Rd)
Ç�Ä �u�b� ��È �r����� Ä �ÐÉK�~� Å

� � ��Ä �   � Ä � �
R
d Ç L(V )

� Ä ���~� Ä � � � � Å Ì �  VÅ �  �Å �rÆ,�   �u����� �¿t � ���  Ý� ���  Mv

L(V )f(x) =
1

2

d∑

i,j=1

aij(x, V )∂2
xixj

f(x) +

d∑

i=1

bi(x, V )∂xi
f(x),

W
� ÄP�

q
Ì Å � � �u� Ä ��� � �¿t��n  � � �r� � � � � ����� � Ç

a = (aij)
� Ä}�

d × d
��� �   � � Ì�Î �¿t �~� Å�Ç

γ = (γil)
� Ä

�
d × q

��� �   � � Ì�Î �¿t �~� Å�Ç
b = (bi)

� Ä �
R
d Ì�Î§� � ���   Î �¿t �~� Å�Çi� � Å h = (hl)

� Ä �
R
q Ì�Î§� � ���   Î �¿t �~� Å� �r� � ����� � Å � È �~� Å � �

R
d ×M(Rd)

Ç �������~� � �  ��
v
a(x, V ) = σ(x, V )σᵀ(x, V ) + γ(x, V )γᵀ(x, V ),

b(x, V ) = β(x, V ) + γ(x, V )h(x, V ),

� �  ,Ä � � �
d× d

��� �   � � Ì�Î �¿t �~� Å·� �r� � ����� �
σ = (σij)

� � Å
R
d Ì�Î§� � ���   Î �¿t �~� ÅG� �r� � ����� � β = (βi)

� �
R
d × M(Rd)

o°q �~���  Ý� � Ä ��� Ä � � � Å ���~� Ä��M�¿t �¿  �   � Å � � � �¿  �   � Ä ��� � ���ÐÎ§� t��¶Å �u�~� ��� Å � �
ᵀ
� � Å��

Å � � oaq �~� Y � �ut � Å � � �9�~�  �� � �d� Î§� � ���   � Ä�Å �u�~� ��� Å |.| � � Å � �~�l� Ä � Ä ���~�b�~�  �� |σ| =
√

Tr(σσᵀ)� �  T�Ë��� �   � �
σ
o

� �~�u�
���~� Å � Ä �   ���r�r����� �
Vt
��ÅJ� ��� ÄT��Å �u� Ä ��� �

v(t, x)
Ç � �~� ��� � � Ä � �¿t�t���  � �]  ����� eXIKo�I m ���
���~�

� �  ��
v

dv(t, x) =


1

2

d∑

i,j=1

∂2
xixj

[aij(x, v(t, .))v(t, x)] −
d∑

i=1

∂xi
[bi(x, v(t, .))v(t, x)]


 dt

+(hᵀ(x, v(t, .))v(t, x) −∇[γ(x, v(t, .))v(t, x)]) dWt.
eXIKo L§m

\ � Å �   � �r�   � �   � � ��� � � � Å ������� � ÄlÇ ���l� Ä �   �lÎ§� Å ����� IMH���Ç ��� � �l���~� Ä � t �r����� �
V
��� eXIKo�I mT�M� � ���

� � �¿ Ý� � ���   �ÐÏM� Å ���   � �cÉK� ���~� � � t�t � � ���cÉ Ä��aÄ ��� � � �oÅ �rÆ�� Ä ��� � ÄMv
Xt = X0 +

∫ t

0
β(Xs, Vs)ds+

∫ t

0
σ(Xs, Vs)dBs +

∫ t

0
γ(Xs, Vs)dWs,

eXIKo {§m
X0 ; µ0,

ξt = exp(Zt) = exp

(∫ t

0
h(Xs, Vs).dWs −

1

2

∫ t

0
|h(Xs, Vs)|2ds

)
,
eXIKo |�m

< Vt, f > = E
W

[f(Xt)ξt] ,
eXIKo �§m

� �~�   �
B
� Ä��

R
d Ì �n  � � �r� � � � � ����� � ��� Å �u�Ç�u� Å �u���
� � W ÇC� � Å

E
W

Å �u�~� ��� Ä ���~� � � � Å ������� � �¿t
� � ��� � � � ����� �-ÉK�ÐÎ§�u�

W
o � � �¿t�Ä � Å �u�~� ���

P
W

���~� � �  �  � Ä �Ç� � Å ���cÉ � � � Å ������� � �¿t �   ��� � �r� t ��� �§o
V �����r� Ä � � ���  lÇr� � Ä � �¿t�t�� � � � Ä � �����~�l� � � � � t�t � � ���cÉ ��� ��� � �r� t � �M� ����� � Ä � �[WZOa`bY.eXIKo�I mpv
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q �r� Äl� �  �  � Ä ��� � ÅcÄ ���°� ��� � ����� � eXIKo�I mC� �~�   � �¿t�td� �Z�>= � ���u��� Ä
σ
Ç
β
Ç
h
� � Å

γ
�¿  �Ë��� Å �u���u� Å �u����� �

V
o�Ê �   �b�   � � � Ä � t��&Ç�t �u�

X
���b���~�

d
Ì Å � � �u� Ä ��� � �¿t¥Ä �ÐÉK� �¿t ÉK�ÐÎ§�u� � �

dXt = β(Xt)dt+ σ(Xt)dBt + γ(Xt)dWt, X0 ; µ0

� � Å
W
���~�

q
Ì Å � � �u� Ä ��� � �¿t ��� Ä �   Î � ����� �
�   � � � ÄVÄ ÉK�ÐÎ§�u� � �Çv

Wt =

∫ t

0
h(Xs)ds+ Ut,

� � � �   ��� � �r� t ��� � Ä � � � �
(Ω,F , P )

� ���r���r�Ç� Å�� ����� È~t �  Ý� ����� �
(Ft)

�r� Å �  }� �r� � �
B
� � Å

U
�¿  �

��� Å �u�Ç�u� Å �u��� �n  � � �r� � � � � ����� � Ä o_q �~� �~� � t ���~� �¿ �È~t ���   ���cÉ·�   ��� t � ��� � � Ä � Ä � Ä ���9� Ä ��� ��� �����cÉ����~�
� � � Å ������� � �¿t�Å � Ä �   ���r�r����� �·� �

X
ÉK�ÐÎ§�u�

W
Ç � o � oi� � �_� ���_��� � � � �r�r���T���~� � � ��Ä �   �[Ì�Î �¿t �~� Å �   � � � ÄVÄ

πt
� � �¿ Ý� � ���   �ÐÏM� Å � �Çv

< πt, f > = E[f(Xt)|FW
t ],

� �~�   � FW
t

� Ä ���~� È~t �  Ý� ����� �µÉ§�u�~�  Ý� ��� Å � � ���~� � �~� t �b��� Ä �   Î � ����� �°� �
W
�r����� t

t
oi\ � Å �  �Ä �r��� � � t �

� � � Å ������� � ÄlÇ ���~�   � � � � Ä � Äj�Ë  � � �   �u� � �l�   ��� � �r� t ��� ��� � ��Ä �   �
Q
ÇcÄ � � �
��� � � v

dP

dQ

∣∣∣∣
Ft

= ξt = exp

(∫ t

0
h(Xs).dWs −

1

2

∫ t

0
|h(Xs)|2ds

)
,

� � Å
(B,W )

�¿  �P� � � ��� Å �u�Ç�u� Å �u��� �_  � � �r� � � � � ����� � Ä �r� Å �  
Q
o �_� ���~� Ë��¿t�t � � �r�r�   Ì W �   ��� ��� t

� �  �� � t �OÇ~� �l� � Î§�

< πt, f > =
< Vt, f >

< Vt, 1 >
,

� �~�   �
< Vt, f > = EQ

W
[f(Xt)ξt].

Ê �   � ��Î§�  lÇ ���~� � � ��Ä �   �[Ì�Î �¿t �~� Å �   � � � ÄVÄ
V
Ä � t Î§� Ä ���~� Ä ��Ì �M�¿t�t � Å4?����K� �÷� ��� � ����� �

< Vt, f > = < µ0, f > +

∫ t

0
< Vs, Lf > ds+

∫ t

0
< Vs, hf + γᵀ∇f > .dWs.

eXIKo y§m
���A@ �����	��BC�-�<�/�D6E5����<����6GFH6JIK�)�� DLNMK&����	��O"�������������! 

q �r� Äl� �  �  � Ä ��� � ÅcÄ ���G� ��� � ����� � eXIKo�I m�� �����
h = 0

Ä ����� � �
ξ
��� eXIKo |�m � Äb� � � Ä � � ����� ��� �¿t ���·� �~� o

Q�t�t � ���~�  �� ���>= � ���u��� Ä�Å �u���u� Å � �
V
���   � �cÉK� S ��� Ä�� �r����Ï � �   �~� t�Ä

σ̃(x, y)
Ç
β̃(x, y)

Ç
γ̃(x, y)

v

β(x, V ) =

∫
β̃(x, y)V (dy),

σ(x, V ) =

∫
σ̃(x, y)V (dy),

γ(x, V ) =

∫
γ̃(x, y)V (dy).

{



� �~�u�°���~�   �T� Ä �~�
W
e �  _� �~�u�
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dXt = β(Xt, Vt)dt+ σ(Xt, Vt)dBt, X0 ; µ0.
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d = 1

�r�����
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eg�M� � ��� Å � � � t � ��Å � Å

� ������� �����	��
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���	�����������
���
�������� �!�" m �÷���~��� � ���u� Ä ��� ���������~����� � �����ÐÏ � ����� �¾� �Ê×�¿  � ��Î � � � ��� ÄlÇ ��� �ut � Å ���cÉ9��� Ä ��� � �   � �M�¿t]��Ä ��� � � ÄlÇ � ��ÄË�¿t�  � ��ÅJ� �Ç� �u� Å � Ä�� � ÄVÄ � Å ��� Ä ��Î§�  Ý�¿t � � Ì
�Ç�  VÄ � �   Î �¿  ��� � ÄDÈ � t�ÅcÄ � �j� �r� t � �M� ����� � Ä}t � � � Qj� �   � �M� �¾� �r����� �)�   � � ���cÉ Ç �~� � t ���~� �¿ $È~t ���   ���cÉ Ç �  
Ä ��� � � ��Ä ��� ��� � ���   � t_e Ä � �

e.g.
� |���Ç � L¿|���Ç � LKy�� �   � LK���¡mpo

� ���~� � �   ���$# � � � � t � ���·�������r� Ä �����   � Å � � ����� �°�~� � ��� � �r� t�� Î§� � ���   ��� � �����ÐÏ � ����� � � �u���~� Å ���
���~� �M��Ä �}� �ÒWZOa`bY3eXIKo�I mpolV �9���~� �M��Ä �}� � ?����K� �d� ��� � ����� � Ç ���~�Ë�   � � � ÄVÄ
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� ÄAÄ � � � t��×� ��� � �[Ì

Å � Ä��u  �u���ÐÏ � ����� �9� �d�MÅ �rÆÇ� Ä ��� ����� Å �u�Ç�u� Å �u���j� �
V
odV ��� �¿  ��� � � t �¿ lÇ ÉK�ÐÎ§�u� � ����� Ä �   Î � ����� �

W
Ç
(Xk)�M� � �Ç�n� ��Ä � t��DÄ � � � t � ��� Å�� � Å ���~�n� Å � � � Ä ���T��� � �����ÐÏM�Ò� �r��� ���¿t�t��Ë� �E� � � �}��� � � Ä ���u�

k
Ç ���~�  Ý� � Å � �

Î§� � ���  
Xk
� �>�§È �r����� Å � Ä �   ���r�r����� �

X̂k
o}q �r� Ä �   ��Î�� Å � Ä ��� ���   � � � � �r�   � � � ��� ����� ��� �

(Vk)
��Ä

���~� � � � Å ������� � �¿t�Å � Ä �   ���r�r����� �
� �
X̂k
� �u�ÐÉK����� Å � �

ξk
odV �·���~� �M��Ä �T� �oÊ9�jË � � �OÌ�Í t ��Ä ��Î°� ��� � ����� � Ç

���~� Å �rÆ�� Ä ��� �
X
Å �u���u� ÅcÄ ���   � �cÉK�>��� Ä�� �Z�>= � ���u��� Ä � � ��� Ä�eg� � � Å ������� � �¿t ���

W
m£Å � Ä �   ���r�r����� �

V
o

á �u� � � Ç �����  VÅ �   ��� Ä � � � t � ���
Xk
� �[� � � �G��� � �

k
Ç�� ��� Ä � � � � �r�   � � � ��� ����� �

V̂k−1
� �
Vk−1

� ��Ä � Å
� � � �·� �r��� ���¿t ��� � �����ÐÏ � ����� �

X̂k−1
� �
Xk−1

e ���r����� �¿t�t��&Ç
V̂0
� Ä ���~� Å � Ä �   ���r�r����� �
� �

X̂0
mpodq �~�u� ÇZ� �

�M� � Å ��ÎZ� Ä � � � � �r��� ���¿t ��� � �����ÐÏ � ����� � � �
Xk
� � Å�Ä �}�   ��Î�� Å � � � � �r�   � � � ��� ����� �9� �

Vk
o

q �~�   � Ä �a� � ���r� Ä � � ���   � Ä �   É � �r�ÐÏM� Å���ÄE� � t�t � ��ÄMoaW � � ����� � L � Ä)Å ��Î§� ��� Å ���b���~�Ò��� � � Å � Ä��u  �u���ÐÏ � Ì
����� �×�  �  �   � � ���~� WZOa`bY?eXIKo�I mpo � �z�   �lÎ§�Ë��� � �T���-É§�u�~�  Ý�¿t ���~�  Ý� ���Ë� �[� � �uÎ§�   É§�u� � �}� Ä � � �  VÅ �  
√
δ
�r�r�a�������~� �M��Ä � � �~�   �

γ = 0
Ç ���~���  VÅ �   � �,� � �uÎ§�   É§�u� � �j� Ä � � �   �lÎ§� Å ���

δ
o � � Å � ÄÝ�u  ���Ç�]�   �[Ì

� � Ä � t�� ��� W � � ����� � { ���~�]� �r��� ���¿t ��� � �����ÐÏ � ����� � �¿t É§�   ����� �?� �   ���~� ?���� � �~� ��� � ����� � � � Å}� � � � �¿t��OÄ �
���~�   � Ä � t �����cÉ �  �  �  Mo°q �~� ÄÝ�¿� � Ä �   � � ���   �G� Ä �   � Ä �u����� Å ��� W � � ����� � |
� �   ���~� Ê9�jË � � �OÌ�Í t ��Ä �lÎ
� ��� � ����� � onf ��� �¿t�t��&Çr� �b� t�t � Ä �  Ý� ��� � �  C  � Ä � t � Ä ��� W � � ����� � �Ë� ����� Ä ��Î§�  Ý�¿tCÄ � � � t � ����� � Äj� � � � �   �r���cÉ
���~� ?����K� �÷� ��� � ����� � �������~� t ���~� �¿ ��M��Ä � � � Å ���~� � �   É§�   � ��� � ����� � o
% &��('*) 

�,+ � �-) � �,.0/ � � ���1) � �	� �

V �·���r� Ä�Ä � � ����� � ÇZ� � Ä ��� ÅJ� ���~�b�  �  �  Ò�M� � Ä � Å � �G� ��� � � Å � ÄÝ�u  �u���ÐÏ � ����� �
� � ���~� Ä��aÄ ��� ��eXIKo {§m Ì eXIKo |�m Ì
eXIKo �§m�� � �¿ Ý� � ���   �ÐÏ ���cÉ¾���~� Ä � t �r����� �����>���~� WZO[`TY�eXIKo�I m � � ��È �r����� ��� � �
�������   Î �¿t

[0, T ]
o � �

� � � Ä � Å �  Ò  ��ÉK� t �¿ �Å � Ä��u  �u���ÐÏ � ����� ����� � � Ä
tk = kδ

Ç
k = 0, . . . , n

ÇZ� �~�   �
δ = T/n

� Ä ���~�j��� � � Ä ���u� Ç
� � Å�� � Å �u�~� ���

φ(t) = sup{tk : tk ≤ t} o � �l���~�u�
� Ä � � � Y � t �  £Ä�� �~� � � ��ÄÒ� � t�t � ��ÄMv

Xδ
t = X0 +

∫ t

0
β(Xδ

φ(s), V
δ
φ(s))ds+

∫ t

0
σ(Xδ

φ(s), V
δ
φ(s))dBs +

∫ t

0
γ(Xδ

φ(s), V
δ
φ(s))dWs,

Zδt =

∫ t

0
h(Xδ

φ(s), V
δ
φ(s)).dWs −

1

2

∫ t

0
|h(Xδ

φ(s), V
δ
φ(s))|2ds,

y



< V δ
t , f > = E

W

[
f(Xδ

t ) exp(Zδt )
]
.

�_�§Å �u�~� �����cÉ
X̄k = Xδ

tk

Ç
V̄k = V δ

tk

Ç
∆B̄k = Btk −Btk−1

Ç
∆W̄k = Wtk −Wtk−1

Ç ���~� Y � t �  
Ä�� �~� � �   � ��ÅcÄ�� �C���~� Å � ÄÝ�u  �u���ÐÏ � ����� � ��� � � Ä

tk
Ç
k = 0, . . . , n

v
X̄k+1 = X̄k + β(X̄k, V̄k)δ + σ(X̄k, V̄k)∆B̄k+1 + γ(X̄k, V̄k)∆W̄k+1,

e LJo�I m
X̄0 = X0 ; µ0,

e LJo L§m

< V̄k, f > = E
W


f(X̄k) exp



k−1∑

j=0

g(X̄j , V̄j ,∆W̄j+1)




 , e LJo {§m

� �~�   �
g(x, V,∆W̄ ) = h(x, V ).∆W̄ − 1

2
|h(x, V )|2δ.

` �u�~� ��� � �
P̄

k,W
(x, v, dx′)

���~� � � � Å ������� � �¿t �   ��� � �r� t ��� � � �
X̄k

ÉK�ÐÎ§�u�
W
Ç
X̄k−1 = x

� � Å
V̄k−1

= v
oaf~  � ��e LJo�I m[Çr� ��� � Î§� v

P̄
k,W

(x, v, dx′) ; N
(
x+ β(x, v)δ + γ(x, v)∆W̄k, δσ(x, v)σᵀ(x, v)

)
.

Q£Ä � Ä � �¿t�Çr� � Ä �u� � �  �� � �
f ∈ B(Rd)

ÇRÄ �u�C� � ��� �r� Å � Å�� � ��Ä �  Ý� � t � � �r� � ����� � Ä � �
R
d v

P̄
k,W

f(x, v) = E
W

[
f(X̄k)

∣∣ X̄k = x, V̄k = v
]

=

∫
f(x′)P̄

k,W
(x, v, dx′),

� �  ]� � �
x ∈ R

d � � Å v ∈ M(Rd)
o�á �u� � � Ç � � ���~� Å � Ä �   ���r�r����� ��� � �����  Ý� ��� Å�� � � Å ������� � �¿t � � ��� � � � Ì

����� � ÄlÇr� �l� � Î§� ���~� � � t�t � � ���cÉ���� Å � � ���ÐÎ§� � �  �� � t �}� �  
V̄k
Ç
k = 0, . . . , n

v
< V̄k+1, f > = < V̄k, exp

(
g(., V̄k,∆W̄k+1)

)
P̄

k+1,W
f(., V̄k) >,

e LJo |�m
V̄0 = µ0.

e LJo �§m
� � Å �u�~� ����� �

BL1(R
d)
���~�l�r�r��� � �¿t�t � � �Ç� �r� Å � Å S ��� Ä�� �r����Ï � �r� � ����� � Ä � �

R
d v

BL1(R
d) = {f : R

d 7→ R
Ä¢� ��� ÄX�¡� ���cÉ |f(x)| ≤ 1

� � Å |f(x) − f(y)| ≤ |x− y| � �  ��¿t�t x, y}
� � Å�� � � � � Ä � Å �   ���~� � � t�t � � ���cÉ � �u�   � � � � M(Rd)

v
ρ(V1, V2) = sup

{
|< V1, f > − < V2, f >| , f ∈ BL1(R

d)
}
,

� �  T� � �
V1, V2 ∈ M(Rd)

o
@���� ��������� �������������$ 

q � Ä � � � t � �g� ���~� � � t�t � � ���cÉ � � �1Î§�   É§�u� � � � � �¿t��OÄ � ÄlÇ�� � ��ÄVÄ � � �j��� � � � �Z�>= � ���u��� ÄC�¿  �:Î§�  ��8Ä�� ��� ���
� � Å ��� ��ÅcÅ ������� � Ç ��� � �����~� �µÄ¢� ��� ÄX�¡�°� �r�r� � �  �� � t�t ���r��� � ��� �
� � � Å ������� � o

Ý�� �3à
(i)
q �~� � �r� � ����� � Ä

β
Ç
σ
� � Å

γ
�¿  ��� �d�ut ��ÄVÄ

C∞ � ����� ��� �r� Å � Å�Å �   �ÐÎ � ���ÐÎ§� Ä o
ã



(ii)
q �~� � �r� � ����� �

h
� Ä � �d�ut ��ÄVÄ

C∞ Ç � Ä ��� �r� Å � Å � � Å ��� Ä�Å �   �ÐÎ � ���ÐÎ§� Äj��ÄC� � t�two
(iii)
f �  �Ä � � �

ε0 > 0
Ç � �~��� ��Ä

σσᵀ(x) ≥ ε0 Id
�r�r� � �  ��Pt�� ���

x
o

� �   � �M�¿t�taÄ � � �[�~� � � ����� � �¡  � � � Iu| � o � � Ä �u�
Xδ,λ
t = Xδ

t +λ(Xt−Xδ
t )
Ç
a′(t) =

∫ 1
0 a

′(Xδ,λ
t )dλ� �  T��Ä�� �Z� ��� � �r� � ����� �

a
e¡� ����� Å �   �ÐÎ � ���ÐÎ§�

a′
mC� � Å

eZ̄
δ
T =

∫ 1
0 e

Zδ
T

+λ(ZT −Zδ
T

)dλ
onk � �WÇR� � � Ä � Å �  

���~���r�r�����~� Ä � t �r����� �×� � ���~� t ���~� �¿  � ��� � ����� � Et = Id +
∫ t
0 β

′(s)Es ds+
∑d

j=1

∫ t
0 σ

′
j(s)Es dBj

s +
∑q

j=1

∫ t
0 γ

′
j(s)Es dW j

s
odq �~�u� Ç�S � �P���P|~o { ��� � Iu| � ÉK�ÐÎ§� Ä

Xt −Xδ
t = Et

∫ t

0
E−1
s {[β(Xδ

s ) − β(Xδ
φ(s))]

e LJo y§m

−
d∑

j=1

σ′j(s)[σj(X
δ
s ) − σj(X

δ
φ(s))] −

q∑

j=1

γ′j(s)[γj(X
δ
s ) − γj(X

δ
φ(s))]} ds

+
d∑

j=1

Et
∫ t

0
E−1
s [σj(X

δ
s ) − σj(X

δ
φ(s))] dB

j
s +

q∑

j=1

Et
∫ t

0
E−1
s [γj(X

δ
s ) − γj(X

δ
φ(s))] dW

j
s .

f �   � � �
f ∈ BL1(R

d)
Ç�� �Ë�r�r�

fδ(x) = E(f(x + δB̄T ))
� �~�   �

B̄
� Äl� � � � �  Ý�

d
Ì Å � � �u� Ä ��� � �¿t

�_  � � �r� � � � � ����� �z��� Å �u�Ç�u� Å �u���ï� �
B
� � Å

W
oï^nt � �¿ �t��&Ç

fδ
� Ä � �J�ut ��ÄVÄ

C∞
b

Ç ‖fδ‖∞+supx 6=y
|fδ(x)−fδ(y)|

|x−y| ≤
C
Ç ‖fδ − f‖∞ ≤ Cδ

Ç �Ç� ���9� Ä ��� ��� ��� Ä ���u���cÉP�r�r� � �  �� ���
BL1(R

d)
o

q �~� ��� ���   � Ä � t ��� � ���r� Ä�Ä � � ����� �
� Ä ���~� � � t�t � � ���cÉ o
��� ¼u¿_ÀJ¼�� Þ ��� ; � ���M� ����� ��� ��
$� �
	 �'
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A1(f) = −eZδ
T f ′δ(T )ET [

q∑

j=1

∫ T

0
(E−1
s

∫ s

φ(s)
γ′j(X

δ
r )γ(X

δ
φ(r))dWr)dW

j
s ],

A2(f) = −eZ̄δ
T f(XT )(

q∑

i=1

∫ T

0
[

∫ s

φ(s)
h′i(X

δ
r )γ(X

δ
φ(r))dWr]dW

i
s),

A3(f) = −
q∑

i,j=1

f(XT )eZ̄
δ
T (

∫ T

0
h′i(s)Es(

∫ s

0
E−1
r [

∫ r

φ(r)
γ′j(X

δ
u)γ(X

δ
φ(u))dWu]dW

j
r )dW i

s),

A4(f) =
1

2
eZ̄

δ
T f(XT )

∫ T

0
[(‖h‖2)′(s)Es(

q∑

j=1

∫ s

0
E−1
r (

∫ r

φ(r)
γ′j(X

δ
u)γ(X

δ
φ(u))dWu)dW

j
r )]ds.

> %.�3�4@ ���C�9% ���
∥∥∥ρ(VT , V δ

T )
∥∥∥

2

≤ Cδ + sup
f∈BL1(Rd)

‖E
W

[A1(f) +A2(f) +A3(f) +A4(f)]‖
2
,

	 
&
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sup

f∈BL1(Rd)

‖E
W

(A1(f) +A2(f) +A3(f) +A4(f))‖
2

≤ C
√
δ,
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�§¼��±×cÀ�� Þ ��� q �~� � � � �l��� � � √
δ
� Ä � � �r�r�Ç�   ��� �r� Å � �   ���~���  �  �   � Ä��ut � �¿ lÇ � �Ò� �P� Ä � �ut ��ÄVÄ � �

Lp
Ì � Ä ��� ��� ��� Ä ���u� � � �u�

X
� � Å

Xδ Ç_Ä � � � o É o � IMH�� o � �r� � � � �~� � ��� � �T���r� Äb�¿  ÉK� � �u���b���uÎ§� t ÎZ���cÉ� � ��� � � Ä � �  �  �  VÄ � Ä �~� ��� �r��� ���¿t]� �~�u�Ì�  �  �  VÄ � � t �M��Ä��¿  � � � � Ä � Å �   � Å � {�� o>q �~�   � Ä � t � � ���lÎ§�
����� � Ä��ut � �¿  ���~�   � t ��� � ���~� � �  �  � t � ����� �9���
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γ = 0
Ç ���~� � � �   ���  ���Ä

Ai(f)
Ç
i = 1, . . . , 4

Ç Î � �r� Ä � � � Å ���~�  Ý� ����� �C� � �1Î§�   É§�u� � � � �   ���~� � �r�   � � � ��� ����� �Ì� �
VT
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G ∈ D
∞ Ç ��� � � G = 0

� �
ψδT = 0

��� �M� � Ä �9� � ���~� t � �M�¿t �   � ���   � � � � ���~�
Å �   �ÐÎ � ���ÐÎ§� � �Ç�  Ý� ���  �� � Å ��� � � ‖G‖Dk,p ≤ Cδ

� �r� t�� ���cÉ Od  � ��� Ä ������� � LJo�IKo q ��� ÄlÇ[S � �P��� LJo�I
� � � � t �u��� Ä ���~��� Ä ��� ��� ��� Çi� � Å ���~� � � � ���   � �

Φ
��� e LJo L¿|�m � Ä � � �  VÅ �  

δ
���
L2 Ìw�~�  ���Ç �r�r� � �  ��Pt����o  Mo � o

f ∈ BL1(R
d)
o

� � �~� �?� � � Ä � Å �  Pe LJo LKL§mpojQ:ÄC� �  Ëe LJo�IMH§m[ÇÇ� �z�����   � Å � � �
ψδT
v ���~�z���  ���� �����

1 − ψδT
�M� � �Ç�

�~��É t � � ��� ÅÌ��Ä ��� � �   � o
\£Ä ���cÉ � � �¿t ��É§� � Ä}� � � �r�r� � ����� � Ä���Ä}� �Ç��Î§� Ç ��� � ÄzÄ �  Ý� �ÐÉK��� � �  ��_�¿ VÅ ��� Ä � �
��� � � � ��� � Î§����� � � ���   � t

∫ 1

0
dλE(ΦψδT e

Zδ
T f ′

δ/
√

2
(X̄δ,λ

T )ET
∫ T

0
E−1
s [

∫ s

φ(s)
α2,1
i,j (u)dBj

u]dW
i
s)

=

∫ 1

0
dλ

∫ T

0

∫ T

0
E(DBj

u [DW i

s [ΦψδT e
Zδ

T f ′
δ/

√
2
(X̄δ,λ

T )ET ]E−1
s ]1φ(s)≤u≤sα

2,1
i,j (u))du ds

=
∑

κ:|κ|=1,2

∫ 1

0
dλE(Φf

(κ)

δ/
√

2
(X̄δ,λ

T )

∫ T

0

∫ T

0
α̂κ,2,1i,j (s)1φ(s)≤u≤sα

2,1
i,j (u)du ds)

e LJo LKy§m

+
∑

κ:|κ|=1,2

∫ 1

0
dλE(

∫ T

0
DW i

s [Φf
(κ)

δ/
√

2
(X̄δ,λ

T )](

∫ T

0
ακ,2,1i,j (s)1φ(s)≤u≤sα

2,1
i,j (u)du)ds).

e LJo L&ãKm

f �  Pe LJo LKy§m[Ç ���j� Ä �u�~� �cÉK�×��� � �r� t�� e LJo N§mC� �����
G =

∫ T
0

∫ T
0 α̂κ,2,1i,j (s)1φ(s)≤u≤sα

2,1
i,j (u)du ds

��� � �
�ut � �¿ �t��¢Ä¢� ��� Ä�È � Ä ‖G‖Dk,p ≤ Cδ

v ���r� Ä �   ��Î§� Ä ���~�b� � ��� � ��� Å � Ä ��� ��� ���l� � �  VÅ �  
δ
oaq �~� ÄÝ�¿� � � � �OÌ

�ut � Ä ��� ���~� t�ÅcÄU� �   � � � �����  �� ��� e LJo L&ãKmpv ��� Å � � Å�Ç ���~� �l�M� ���Ç�E�  Ý� � Ä�� �  �� � Å ��� ∫ 1
0 dλE(Φf

(κ)

δ/
√

2
(X̄δ,λ

T )
∫ T
0 (
∫ T
0 ακ,2,1i,j (s)1φ(s)≤u≤sα

2,1
i,j (u)du)δW i

s)
� � Å
� � � � � �ut � Å � � ����� S � �P����LJo�IKo

Þ � Þ � Þ ÔD¿�Ü�ÛlÀ�Ø����©Û�Ø>¿�Ü�ÝVÞ �����©à
V � �M� � �Ç� Å � � � � ��� Ä � Å ��Ä

E(Φf(XT )[eZ
δ
T − eZT ]) = E(Φf(XT )eZ̄

δ
T [ZδT − ZT ])

Ç ��� � ��� Ä

E(Φf(XT )eZ̄
δ
T (

∫ T

0
[h(Xδ

φ(s)) − h(Xδ
s )].dWs))

e LJo LKN§m

+E(Φf(XT )eZ̄
δ
T (

∫ T

0
[h(Xδ

s ) − h(Xs)].dWs))
e LJo LKH§m

−1

2
E(Φf(XT )eZ̄

δ
T (

∫ T

0
[‖h‖2(Xδ

φ(s)) − ‖h‖2(Xδ
s )]ds))

e LJo {Kx§m

−1

2
E(Φf(XT )eZ̄

δ
T (

∫ T

0
[‖h‖2(Xδ

s ) − ‖h‖2(Xs)]ds)).
e LJo {JI m

IML



W ��� � � e LJo LKN§mï�M� �����   � �]  �������u� ��Ä
E(Φf(XT )eZ̄

δ
T (
∑q

i=1

∫ T
0 [hi(X

δ
φ(s))−hi(Xδ

s )]dW
i
s))
Ç ���d� ��� �¿t�Ä

−E(Φf(XT )eZ̄
δ
T (

q∑

i=1

∫ T

0
[

∫ s

φ(s)
h′i(X

δ
r )β(Xδ

φ(r))dr]dW
i
s))

e LJo {KL§m

−E(Φf(XT )eZ̄
δ
T (

q∑

i=1

∫ T

0
[

∫ s

φ(s)
h′i(X

δ
r )σ(Xδ

φ(r))dBr]dW
i
s))

e LJo {K{§m

−E(Φf(XT )eZ̄
δ
T (

q∑

i=1

∫ T

0
[

∫ s

φ(s)
h′i(X

δ
r )γ(X

δ
φ(r))dWr]dW

i
s)).

e LJo {¿|�m
q �~� � � � ���   � �

Φ
��� e LJo {KL§m÷�ut � �¿ �t��DÄÝ� ��� Ä�È � Ä ���~�   � ���r�   � Å � Ä ��� ��� ��� � � ÅË�M� �����a�~��É t � � ��� Å,oEq �~�

���  �� e LJo {K{§m[�M� � �¿t�Ä � �Ç� Å � ÄÝ�M�¿ VÅ � Å��g  � � ���~� ��� ���G� �¿  �n� � ���~���  �  �   � Ä ���cÉ ���~� ÄÝ�¿� � �¿  ÉK� � �u��� Ä
��ÄÒ� �  ze LJo LKL§mpoaf ��� �¿t�t��&Ç ���~�l���  ���e LJo {¿|�m ÉK�ÐÎ§� Ä

A2(f)
o

q �  ���e LJo LKH§m o��j� ���cÉ���� e LJo y§m[Ç ��� �]  ����� Ä ∑q
i=1E(Φf(XT )eZ̄

δ
T (
∫ T
0 [hi(X

δ
s ) − hi(Xs)]dW

i
s))
Ç

� ��� �¿t�Ä

−
q∑

i=1

d∑

j=1

E(Φf(XT )eZ̄
δ
T (

∫ T

0
h′i(s)Es(

∫ s

0
E−1
r [

∫ r

φ(r)
σ′j(X

δ
u)σ(Xδ

φ(u))dBu]dB
j
r)dW

i
s))

−
q∑

i=1

d∑

j=1

E(Φf(XT )eZ̄
δ
T (

∫ T

0
h′i(s)Es(

∫ s

0
E−1
r [

∫ r

φ(r)
σ′j(X

δ
u)γ(X

δ
φ(u))dWu]dB

j
r)dW

i
s))

−
q∑

i,j=1

E(Φf(XT )eZ̄
δ
T (

∫ T

0
h′i(s)Es(

∫ s

0
E−1
r [

∫ r

φ(r)
γ′j(X

δ
u)σ(Xδ

φ(u))dBu]dW
j
r )dW

i
s))

e LJo {K�§m

−
q∑

i,j=1

E(Φf(XT )eZ̄
δ
T (

∫ T

0
h′i(s)Es(

∫ s

0
E−1
r [

∫ r

φ(r)
γ′j(X

δ
u)γ(X

δ
φ(u))dWu]dW

j
r )dW

i
s))

e LJo {Ky§m
+E(ΦR)

� ����� ‖R‖2 = O(δ)
� � � Ä ��� ��� ��� Ä�e LJo�IMx Ì LJo�IKI mpo q �~�}���  ��Ðe LJo {Ky§m ÉK�ÐÎ§� Ä

A3(f)
ÇÇ� �r� t �}���~�}� ���~�  

� � ���   ���r�r����� � Äj�M� � ���j�~��É t � � ��� Å,o[q �I�X� Ä ��� �g� ���r� Ä]��ÄVÄ �   ����� � ÇJt �u�_� Ä]� � � Ä � Å �  _� �   ��� Ä � � � � � e LJo {K�§m[Ç
��� � �r�r�����~� Ä �Ç�u���cÉT���~� Ä¢�¿� � � �   ���~�_� ���~�   � �~� Ä oïf �  VÄ � Ç¿� � �M� �   �u� t � � �

f
� �
fδ
Ä ��� � � ‖f−fδ‖∞ ≤

Cδ
oaq �~�u� Ç ���   � � � �r� t � �M� ����� � Ä � �oÅ � �¿t ��� �°  � t � ����� � Ä �r��� � ��� t�Å,v

E(Φfδ(XT )eZ̄
δ
T (

∫ T

0
h′i(s)Es(

∫ s

0
E−1
r [

∫ r

φ(r)
γ′j(X

δ
u)σ(Xδ

φ(u))dBu]dW
j
r )dW

i
s))

=

∫ T

0

∫ T

0

∫ T

0
E(DB

u [DW j

r [DW i

s [Φfδ(XT )eZ̄
δ
T ]h′i(s)Es]E−1

r ] · γ′j(Xδ
u)σ(Xδ

φ(u))1φ(r)≤u≤r)du dr ds.

q �~�Ë���  �� ��� Ä � Å � ���~�}� � �Ç� � � � ����� � �M� � �Ç� Ä � t ���T������� �8Ä � � ���1Î§� t Î����cÉ����~� Å �   �ÐÎ � ���ÐÎ§�}� �
Φ
� � Å

� �
f
odOd  � Ä � ��� � t��&Ç ���~� � �   � Å � = � � t �����  �� ����� Ä ��� ��� ���l� Ä � � ���~� � �  ��

∫ T

0

∫ T

0

∫ T

0
E(DW j

r [DW i

s [Φf
(κ)
δ (XT )]]α(u, r, s)1φ(r)≤u≤r)du dr ds.

� �b� � ���_���~� Å �u� � � t�Ä_� �   ���~�T� ���~�   � �~� Än� �r� � � �¿  �T� ��Ä ���   ���Ë� � � ÅJt � odqU� �}��������É  Ý� ����� � � � � �¿  � Ä
� ����� Èr� � Å

W
e Ä � ������� m ��� S � �P����LJo�I m!Ä �~� � ��� � �C���j� ��� �¿t�Ä
E(Φf

(κ)
δ (XT )

∫ T

0
(

∫ T

0
(

∫ T

0
α(u, r, s)1φ(r)≤u≤rdu)δW

j
r )δW i

s).
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q �~�u� ÇJ� � � � � �ut � Å �b� Ä ���cÉ e LJo�ãKma� ����� ‖ ∫ T0 (
∫ T
0 (
∫ T
0 α(u, r, s)1φ(r)≤u≤rdu)δW

j
r )δW i

s‖Dk,p ≤ Cδ
o

q �  ���e LJo {Kx§m oCV � � ��� t�ÅcÄT��� � ���   ���r�r����� �>� � �  VÅ �  
δ
Ç � �9� � � �r� t � �M� ����� � � �[V ��� � Ä]� �  �� � t �·� � Å

���~� ��� �¿t ������� ÄÒe LJo�IMx Ì LJo�IKI mpoEQ � t ��Ä � Ç ���~�d���  ��"e LJo {JI m � Ä � ��� �¿t ��� −1
2

∫ T
0 E(Φf(XT )eZ̄

δ
T [‖h‖2(Xδ

s )−
‖h‖2(Xs)])ds

v �������r� Ä,� �  ���Ç ���~� � � �¿t��aÄ � Ä � Ä÷� � �¿t ��É§� � Ä ���C��� � �÷� �÷e LJo�IM{§m,� � Ål� �n� � ���U���~� Å �u� � � t�ÄMo
V �,ÉK�ÐÎ§� Ä ���~� � � ���   ���r�r����� �

A4(f)
� � Å�Ä � � �   � Ä � Å � �¿t ���  ���Ä � � �  VÅ �  

δ
o

Þ � Þ � � �DÀJ¿�¿��,¿�� 	�¼#� �±×]Þ ���
q �~��� � � È~ VÄ � Ä � � ��� � �u��� Ä��¿  � Ä �  Ý� �ÐÉK��� � �  ��_�¿ VÅ,o>W � � ��� � �u���Ë� m � �P� � Å � � ��� t��>� � t�t � ��Äz�g  � � ���~�
� � � �l��� � � � � �

Φ(W ) ∈ L2 �M� � ��� � �r�   � � � ��� ��� Å ��� L2 � � �¢Ä � ���~�u� � �P� �
D
∞ Ì  Mo Î o � Ä ���cÉ°���~�� � � � Ä � � � � � Ä ��� � e Ä � � q � oÒIKo�IKo�I � o y ��� � LKL��¡mpodW � � ��� � �u���n��� m � Äa�ut � �¿ d�g  � � ���~� Å � È �r������� �G� �

D
1,p Ç

DB � � Å DB̄ oW � � ��� � �u���ï����� m � Äi� ����������É  Ý� ����� � � � � �¿  � ÄU� �  �� � t �OÇ ��� � �U�r�r� Ä ���~� Å �rÆ��   �u����� � ����� � � ��������É  Ý� ����� �
� � t�� � �

B
� � Å

B̄
Ç �r�r�b�~� �l� �

W
olV � Ä �   ��� � � Ä�� � � ��Ä��9��Å~� �r� � ����� � � �ÒOd  � �Ç� Ä ������� � {Jo LJo�IKo ���

� LK{�� oPq �~�P� Ä ��� ��� ��� e LJo�ãKm � ÄWÄ � � � Å~�¿ VÅ � Ä ���cÉ
��� � �¿  ��� � � t �¿  ‖[γXT ]−1‖p ≤ C
T q

o � �P� � t�� �   �lÎ§�
e LJo N§mz� �r� � �Ì� ÄËt � ÄVÄ � Ä � �¿t ��� �M� � Ä �°� � ���~� t � �M�¿t �ÐÏ � ����� � � � � ���  

G
o>\:Ä ���cÉ×��� m[Ç � �~�°���r� � ��� Ä ���~�

� � t�t � � ���cÉG� ��� �¿t ������� ÄMv
[DB(Φ(W )g(X̄δ,λ

T )),DB̄(Φ(W )g(X̄δ,λ
T ))] = Φ(W )g′(X̄δ,λ

T )[DBX̄δ,λ
T ,DB̄X̄δ,λ

T ],
∫ T

0
Dt(Φ(W )g(X̄δ,λ

T ))[DB
t X̄

δ,λ
T ,DB̄

t X̄
δ,λ
T , 0]∗dt = Φ(W )g′(X̄δ,λ

T )γX̄
δ,λ
T .

k � ���b��� � �
γX̄

δ,λ
T ≥ δ2

2 Id
� � Å ����� Ä

γX̄
δ,λ
T
� Ä ���uÎ§�   ����� t � onq �~�u� Ç ���~� Å � �¿t ��� �·  � t � ����� � Ä �r��� t � ��ÅcÄ ���

E(Φ(W )∂xi
g(X̄δ,λ

T )G)

= E(

∫ T

0
Dt(Φ(W )g(X̄δ,λ

T ))[Gei · [γX̄δ,λ
T ]−1DB

t X̄
δ,λ
T , Gei · [γX̄δ,λ

T ]−1DB̄
t X̄

δ,λ
T , 0]∗dt)

= E(Φ(W )g(X̄δ,λ
T )

∫ T

0
[Gei · [γX̄δ,λ

T ]−1DB
t X̄

δ,λ
T , Gei · [γX̄δ,λ

T ]−1DB̄
t X̄

δ,λ
T , 0]δWt).

f �  Ët � �cÉ§�  z� � t ���rÌw��� Å � �
α
Çi� �������  Ý� ���G���~���   � � � Å �   � � � Å�� � � Ä �   � � �

Hα(X̄
δ,λ
T , G)

� � ���~�   �[Ì
� �  �  �u� � � � �  �� � t �

Hα′+[ei]∗(X̄
δ,λ
T , G) =

∫ T
0 [Hα′(X̄δ,λ

T , G)ei · [γX̄δ,λ
T ]−1DB

t X̄
δ,λ
T ,Hα′(X̄δ,λ

T , G)ei ·
[γX̄

δ,λ
T ]−1DB̄

t X̄
δ,λ
T , 0]δWt

oG^ � � � �   �r���cÉ9���~��� Ä ��� ��� ����� ��� � ‖Hα(X̄
δ,λ
T , G)‖2

ÇU  � ���¿  �/È~ VÄ �l��� � �
Ä ��� � �����~� Å �   �ÐÎ � ���ÐÎ§�
� ���  Ý� ���  G� � Å ���~� W � �   � �~� Å ��������É  Ý�¿tT�¿  � t � �M�¿t e Ä � � Od  � �Ç� Ä ������� � Ä IKo {Jo y
� � ÅÌIKo {Jo�ã ��� � LKL��¡m[Ç � �~�Ë� ��Ä

Hα(X̄
δ,λ
T , G) = Hα(X̄

δ,λ
T , G)1ψδ

T
>0

� � ���cÉ����·���~�Ë�   � �Ç�   � � � �
G
o

\£Ä ���cÉ
���~� Ä � � � Å~�¿ VÅ ���~� ��� �¿t ��� � ‖Hα(X̄
δ,λ
T , G)1A‖p ≤ C‖[γX̄δ,λ

T ]−1
1A‖p1q1‖X̄δ,λ

T ‖p2k2,q2‖G‖Dk3 ,q3egOd  � ��� Ä ������� � LJo | ��� � {��¡mË� � � �r���~� Å²� ����� ‖[γX̄δ,λ
T ]−1

1ψδ
T
>0‖p ≤ C

T q

e � ��� ��������� � � � � �r��� � m � �
�   � �Ç�   � � � �

ψδT
m[Çr� ��� ��Ä � t��·� � � � t �u��� ���~�l� � ��� � ��� Å � Ä ��� ��� ����� � o

Þ � Þ � � �DÀJ¿�¿��,¿�� �DÀJ¿ �)¿3Â�Ø=Û�Ø>¿_Ü Þ ���
q �Ì�   ��Î§� e LJo H§m[Ç � ��� �

Ψ ∈ D
∞ � � Å��]  ����� � Ä ���cÉÌ� � � � � f � �r���r� � Ä ���~� �   � ��� � Å ���~� Å � �¿t ��� �  � t � ����� � Ä �r��� �¿t ���   � � ���ÐÎ§� t���v

E(Ψ

∫ T

0
gr(

∫ r

φ(r)
huδWu)dr) =

∫ T

0
E(Ψgr(
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L2 ��� � �����ÐÏ � ����� �Ë�  �  �  VÄ ‖∆k‖2
Ç
k = 0, . . . , n

o
���A@ 
  ���&��D� �(� �9#%������ !��� �J�������$ "�)*�*E�9*

q �~�Ò�~� � �i���~� �   � �ÓÄ � � ��� Äa� �P�  �  �   � Ä ��� ��� ����� � � �   ���~� � �r�   � � � ��� ����� ��� �
V̄n
�r� Å �   ���~� � � t�t � � ���cÉ

� � � Å ������� �9� �
���~� � �Z�>= � ���u��� Ä � � ���~� ÄMoðÅ,o �
X
v

Ý��-Þ'à
(i)
q �~� � �r� � ����� � Ä

β
Ç
σ
� � Å

γ
�¿  � S ��� Ä�� �r����Ï ���

x
o

(ii)
q �~� � �r� � ����� �

h
� Ä ��� �r� Å � Å � � Å�S ��� Ä�� �r����Ï o

��� ¼u¿_ÀJ¼�� � ��� � �G�,� � Ý��-Þ�à @ ( ��� ��0&0 p∈ [1,+∞)
���G�

p′ > p
@ 
&%4���B�N����
1�3
&� � � ����
&


&F�� 7 ���4�

 ����


Cp,p′
� 	 73% 
&% ��
 �

∥∥∥ρ(V̄n, V̂n)
∥∥∥

p

≤ Cp,p′
1√
δ

n∑

k=0

‖∆k‖p′ .

�§¼��±×cÀ�� � ��� V �ªÎZ��� � � ��?���Å �   � Ä ���~� �   � �.� �   ���~�  Ý� ���a� �~� � �uÎ§�   É§�u� � �_� �J� ���r� ���¿t ��� � �����ÐÏ � ����� �
�  �  �  lÇ ���~� t ��Ä �d���~� �   � � � �  ����¿t�t��zÄÝ�M�aÄ ��� � �)ÉK�ÐÎ§�u� � ��� � �¿t ��� � ���   � �

N
��� ����� Ä ��� ��� Å � Ä � � � � �~� Å

�¿� � �cÉ����~�
n
É   � ÅcÄ ������� � � Ç~� �l� � Î§� �Ë Ý� ����� �d� � �uÎ§�   É§�u� � � � �   ∥∥∥ρ(V̄n, V̂n)∥∥∥

p

� � �  VÅ �  Mv

n
1
d
+ 3

2

N
1
d

.

� � È~ VÄ �]�~� � Å ���~� � � t�t � � ���cÉ �ut ��ÄVÄ � �b  � Ä � t � � ��� �r�
Lp
Ì S ��� Ä�� �r����Ïz�   � �Ç�   � � � �dY � t �  �Ä�� �~� � � ÄMo

	)¼��H�±× � ��� + �

 Gδ / � � ( 	 �G7J


 ���	��0 
&� 
&%4� ( ��� " �
Gδ(x, ε) = x+ δB(x) +

√
δΣ(x)ε,

	 %.��� � B ���G�
Σ

���B� + 
 �G�
73% 
�
�� ( 	 �G7M



��� � ��� R
d @ ���G� ε 
�� ��� � 	 �5� 
 ��� 	 % 
�
-�9� ��
��M� *8> %.�3�4@ ( ���

��0&0
p ∈ [1,∞)

@ 
&%.��� �N� ��
��

&���87 ���4�

 ����

Cp
� 	 73% 
&% ��
 ( ��� ��010

x, x′ ∈ R
d �

∥∥Gδ(x, ε) −Gδ(x
′, ε)
∥∥
p

≤ Cp(1 + δ)|x − x′|.
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� �   � � �  
e.g.

� LKy��ï� �  b��Å �u� � � t � Å �   ��� � ��� ��Ä�t �ÐÉK��� t���� �   �DÉ§�u�~�  Ý�¿t¥Ä �u�������cÉ � �~�   �
ε
� Ä � � t��

Ä��Z�P� �u�   � � � � Å�t ��� Ä ���
Lp
o

� �~� Å � È �~� ÄC� �   ��Î§�  ��
k = 1, . . . , n

���~��� �Ç�  Ý� ���  
H̄k,W

� �
H̄k,W (f)(x) = exp g(x,∆W̄k)P̄k,W (f)(x), ∀f ∈ BL1(R

d), ∀x ∈ R
d,

� �~�   �
g
� Ä�Å � È �~� Å � � e {Jo {§mpo � �~� Å � È �~� Ä

H̄0,W (f) = < µ0, f > .

� �~��� ��Ä � t��°� �~� � �aÄ ��� � � e¡� ����� ���~� � �  �� �   �~� � � ����� � Ä¢m
< V̄k, f > = E

W
(H̄k,W (f)(X̄k−1)) = < V̄k−1, H̄k,W (f) >

Ä �}��� � � ÇJ� �   ��Î§�  ��
k = 0, . . . , n

Ç
< V̄k, f > = (H̄0,W ◦ H̄1,W ◦ · · · ◦ H̄k,W )(f).

q �r� Ä � ��� �¿t ��� �9�M� � �Ç� �]  �������u� �u�����~�   ��� � �  ��Ò�¿ VÅ �   � � � ���Ò�¿ VÅ   � � �  VÄ �ÐÎ§� � �  ��
obq �~� � � � ���Ò�¿ VÅ
� �  ��
� � t�t �Ç� � ��� � ���   � � ���j����� t�� �   �   �Z� � Ä v

Ūn,Wf := f,

Ūk−1,Wf := H̄k,W (Ūk,Wf), k = 1, . . . n.
e {Jo �§m

���~�u� Ç � �~� � �~� � �aÄ 	 � 
&�#��
&%.��� ��� ����F � � � � ���3
�2 ���G��
&%.� 
�
-��� ��
-�B� 7 ���G� 
&


 ���	��0������4�B7J
 ��


 ��� � 	 0 � ��� � �
Ū0,W f = < V̄n, f > .

f �   ��Î§�  ��
k = 1, . . . , n

Ç � �~� � �r�   � � � ��� ��� Ä ���~� � �Ç�  Ý� ���  
H̄k,W

� � ��� Ä � � ���  Ý�¿t ��� � �����ÐÏM� Å
� � �r�����   � �¿  �

Ĥk,W
Å � È �~� Å � �����~�ªÉ   � Å

Γk−1 = {x1
k−1, . . . , x

i
k−1, . . . , x

Nk−1

k−1 } � �
Ĥk,W (f)(xik−1) := exp g(xik−1,∆W̄k)

∑

j

f(xjk)PW
(X̂k = xjk | X̂k−1 = xik−1)

Ä �}��� � �
Ĥk,W (f)(X̂k−1) = exp g(X̂k−1,∆W̄k)EW

(f(X̂k) | X̂k−1).q �~�u� Ç � �~� Ä �u� Ä
Ĥ0,W (f) :=

∑

j

f(xj0)PW
(X̂0 = xj0).

� �l���~�u�
�~� ��� � �l��� � �����~� � �r�   � � � ��� ����� �9� �
V̄k

Å � È �~� Å ��� e {Jo |�m,ÄÝ� ��� Ä�È � ÄMv
< V̂k, f > = (Ĥ0,W ◦ Ĥ1,W ◦ · · · ◦ Ĥk,W )(f), k = 1, . . . , n.

e {Jo y§m
� � � � � É � ��� Ç ���r� Ä � ��� �¿t ��� ���M� � �Ç�   � ��Å ��� � � ���Z�_�¿ VÅ � �  ��
��ÄÒ� � t�t � ��Ä v

Ûn,Wf(xin) := f(xin), i = 1, . . . , Nn,

Ûk−1,Wf(xik−1) := Ĥk,W (Ûk,Wf)(xik−1), i = 1, . . . , Nk−1, k = 1, . . . n,
e {Jo�ãKm

Ä �}��� � �
< V̂n, f > = Û0,Wf.

e {Jo N§m
IMH



q �~���   ��� � � ÄzÅ � Ä �ÐÉK�~� Å¾��Ä�� � t�t � ��Ä v}� � � � Ä �����×� Ä � � � t � Ä � � � � � ���Ò�¿ VÅ ��� Å � � ����� � ���u� � � �u�
���~�z�  �  �   ���  ���Ä ‖Ūk,Wf(X̄k) − Ûk,Wf(X̂k)‖p

� � Ä � � � � ÄVÄ �ÐÎ§� ��� � � Ä
k
� � Å

k + 1
���uÎ§� t ÎZ���cÉ·���~�

��� � �����ÐÏ � ����� ���  �  �   ‖X̄k+1 − X̂k+1‖p

� � ���~� Y � t �  WÄÝ� �~� � � oË\ � � �   ���r� � ��� t�� � � � �ÐÎ§� � �r�   � � � �
����� � Ä ���~� È � �¿t �  �  �   � � � t � Å � �Ç� �M� � Ä �z� �)Ä � � � � ÄVÄ �ÐÎ§� � Ä � � �)á � t�Å �   ���~� ��� �¿t ��� �§oTW � � � �¿  � t � Å
���������   � Å � � � � �   � � � Ä�Ä

Ȳk
Ä � �¿  �����cÉ � �

X̄0
�r�r�a�   � Å � � � Å � �P�A/�

���J�B�£ÅJ� � �¿� � �jÄ

Gδ,p
e ��� Ä ��� ��Å � �

Fδ
m_� �r� � � � �  �  � Ä ��� � ÅcÄ ��� ��Ä ���u�OÌ � � Ì Ä ���u� Å � Ä��u  �u��� â �  VÄÝ� �~�lÎ e � � � t � � ��� mC� � � �cÉ§�Ë� � �   ��� � �r� t ��� �§o
q ��� Ä � � �M� � Ä � � � t � � �~� � � Ä�t�� � ��� � ��Å Î � ��� � É§�>� � ���~� ���¿  �����cÉ �¿t � �   � �Ç�   � � � � ���~� ` � t�sM� � Ä
� � ��� �~�u����� �¿t]� � Å � � ���~����� Å �u�Ç�u� Å �u� � �G�   � ���   � � � � ���~����� �u  � � �u��� Ä

∆W̄k
v ��� ����� � Ä ��� ÄVÄ ��� t �

�~� �G��� � Ä � á�� t�Å �  °V �~� ��� �¿t ��� �%� � �>�u  � � � �¿tAÄ ���u� e Ä � � e {Jo�IM�§m �Ç� t � �jmP� �r� � � � � � t�Å��M� � Ä � � �
� � � t � Ä ��� �9� � ���~� � � � Ä � � ��� Ä onf ��� �¿t�t��°� �l� Ä � �Ë  ��Î§�   � â �  VÄ¢� �~�lÎ � � � �cÉ§�z� � �   ��� � �r� t ��� � ��� � � � �
� � ��� ���P���~����� � �����ÐÏ � ����� �×�  �  �   � � ���~���   �ÐÉK��� �¿tCÅJ� � �¿� � �jÄ

(X̄k)
o

�WÀ�¿�¿���¿�� � � ¼1¿3À�¼#� � ���G� � � � � t�tU��ÄVÄ � � � � �  Ò� � �1Î§�u�r���u� � �l��� � �
δ = T/n∈ (0, 1]

���   � �cÉK�~� �r�
���~�l�   �Z� �Xo
���������
	���
�������
����������������������������! ��"��������� ‖Ūk,Wf(Ȳk) − Ûk,Wf(Ŷk)‖pW �u�]��� � ���  Ý�¿  � t��

Gδ,p(y, v, w) := Fδ(y, v, w + pδh(y))

= y + δ(β(y) + pγ(y)h(y)) + σ(y)v + γ(y)w,

Ȳk := Gδ,p(Ȳk−1,∆B̄k,∆W̄k), k ≥ 1,

Ȳ0 = X0,� � Å
Ỹk := Fδ(Ȳk−1,∆B̄k,∆W̄k), k ≥ 1.

S �u� F̄k Å �u�~� ���l���~� σ Ì È � t�Å σ(∆B̄`,∆W̄`, ` = 1, . . . , k)
o_W �u� ÇJ� �   ��Î§�  ��

k = 0, . . . , n
Ç

Ŷk := ProjΓk
(Ȳk)

� � Å ̂̃
Y k := ProjΓk

(Ỹk).

� ���������~� Ä �l�~� � � ����� � ÄlÇ � �~� � �~� � �aÄ ��� � � � �   ��Î§�  ��
f ∈ BL1(R

d)
Ç

H̄k,W (f)(Ȳk−1) = exp g(Ȳk−1,∆W̄k)EW (f(Ỹk) | Ȳk−1)
e {Jo H§m

� � Å
Ĥk,W (f)(Ŷk−1) = exp g(Ȳk−1,∆W̄k)EW (f(

̂̃
Y k) | Ŷk−1).

e {Jo�IMx§m
^ � � Ä � ���~�u��� t��

Ūk−1,Wf(Ȳk−1) − Ûk−1,Wf(Ŷk−1)

= H̄k,W (Ūk,Wf)(Ȳk−1) − Ĥk,W (Ûk,Wf)(Ŷk−1)

= (Ūk−1,Wf)(Ȳk−1) −E
W

(
(Ūk−1,Wf)(Ȳk−1) | Ŷk−1

)

+E
W

(
H̄k,W (Ūk,Wf)(Ȳk−1) − Ĥk,W (Ûk,Wf)(Ŷk−1) | Ŷk−1

)
.

LKx



S �u�d� Ä�Å � �¿tr� �����P���~�_� � � � �Ç��Î§�Ò���  ���Ä�Ä � � � � ÄVÄ �ÐÎ§� t��§oEq �~�  Ý� � Å � � Î§� � ���  
Ŷk−1

���u���cÉ �C� �r� � ����� �
� �
Ȳk−1

� � Å
� � � Å ������� � �¿t � � �Ç� � � � ����� �
E( . |W, Ŷk−1)

���u���cÉ � �
Lp
Ì � � ���  Ý� � ����� � Ç � �~�WÉ§�u� Ä

∥∥Ūk−1,Wf(Ȳk−1) −E
W

(
(Ūk−1,Wf)(Ȳk−1) | Ŷk−1

)∥∥∥
p

≤
∥∥∥(Ūk−1,Wf)(Ȳk−1) − (Ūk−1,Wf)(Ŷk−1)

∥∥∥
p

+
∥∥∥EW

(
(Ūk−1,Wf)(Ŷk−1) − (Ūk−1,Wf)(Ȳk−1) | Ŷk−1

)∥∥∥
p

≤ 2
∥∥∥(Ūk−1,Wf)(Ȳk−1) − (Ūk−1,Wf)(Ŷk−1)

∥∥∥
p

.

^ � � Ä � ���~�u��� t��&Ç � Ä ���cÉj���~�[� � �   � ÄVÄ ��� � ÄÒe {Jo H§mU� � Å°e {Jo�IMx§mU� � Å � � � � � É � ���Ë���~� � � ���  Ý� � ����� �Ë�   � ���   � �
� � Å ���~�

σ(Ȳk−1)
Ì � � ��Ä �  Ý� �r� t ��� � � �

Ŷk−1
� ��� t�Å

∥∥Ūk−1,Wf(Ȳk−1) − Ûk−1,Wf(Ŷk−1)
∥∥∥

p

≤ 2
∥∥∥(Ūk−1,Wf)(Ȳk−1) − (Ūk−1,Wf)(Ŷk−1)

∥∥∥
p

e {Jo�IKI m

+

∥∥∥∥e
g(Ȳk−1 ,∆W̄k)(Ūk,Wf)(Ỹk) − eg(

bYk−1,∆W̄k)(Ûk,Wf)(
̂̃
Y k)

∥∥∥∥
pe¡� �~�u�

p = 2
Ç ���~�

2
� � � ���  Ò�M� � ��� Å � t �u��� Å�mpodS �u�n� Ä�Å � �¿t �~� �%� �����·���~� Ä � � � � Å ���  �� � � ���~� Ä � �

���
���~�   �ÐÉK���C� � � Å�Ä � Å � oaq �~� Å � È �r������� �×� �
H̄k,W

� � Å ���~� � � ���  Ý� � ����� �×�   � �Ç�   � �·t � ��Å ���
∥∥∥∥e

g(Ȳk−1,∆W̄k)(Ūk,Wf)(Ỹk) − eg(
bYk−1,∆W̄k)(Ûk,Wf)(

̂̃
Y k)

∥∥∥∥
p

≤
∥∥∥∥exp g(Ȳk−1,∆W̄k)

(
Ūk,Wf(Ỹk) − exp

(
g(Ŷk−1,∆W̄k) − g(Ȳk−1,∆W̄k)

)
Ûk,Wf(

̂̃
Y k)

)∥∥∥∥
p

.

W �u�
Lp(δ) := exp ((p− 1)‖h‖2

∞
δ/2)
oEQ%� � � �cÉ§��� � Î �¿  � � � t ����� t �Wâ �  VÄÝ� �~�lÎ�� � ��� t�ÅcÄd� �   ��Î§�  ��

�~� �r�~��É � ���ÐÎ§� � �   � t�� �r� � ����� �
Θ
� � Å ��Î§�  ��

p∈ (1,+∞)
Ç

∥∥exp (g(Ȳk−1,∆W̄k))Θ(Ȳk−1,∆B̄k,∆W̄k)
∥∥p

p

≤ (Lp(δ))
pE
(
exp (ph(Ȳk−1).∆W̄k) − p2|h(Ȳk−1)|2δ/2)Θp(Ȳk−1,∆B̄k,∆W̄k)

)

≤ (Lp(δ))
pE
(
Θp(Ȳk−1,∆B̄k,∆W̄k + pδh(Ȳk−1)

)

Ä �}��� � �
∥∥exp(g(Ȳk−1,∆W̄k))Θ(Ȳk−1,∆B̄k,∆W̄k)

∥∥
p
≤ Lp(δ)‖Θ(Ȳk−1,∆B̄k,∆W̄k+pδh(Ȳk−1)‖p .e {Jo�IML§m

Q �r� t�� ���cÉP���~� � �Ç��Î§�l���~� ��� �¿t ��� �°� �����
Θ(y, v, w) = (Ūk,W f)(Gδ,p(y, v, w))

t � ��ÅcÄ ���
∥∥∥∥e

g(Ȳk−1,∆W̄k)(Ūk,Wf)(Ỹk) − eg(
bYk−1,∆W̄k)(Ûk,Wf)(

̂̃
Y k)

∥∥∥∥
p

≤ Lp(δ)
∥∥∥
(
Ūk,Wf(Ȳk)−exp

(
g(Ŷk−1,∆W̄k + pδh(Ȳk−1))−g(Ȳk−1,∆W̄k + pδh(Ȳk−1))

)
Ûk,Wf(Ŷk)

)∥∥∥
p

LJI



≤ Lp(δ)
∥∥∥Ūk,Wf(Ȳk) − Ûk,Wf(Ŷk)

∥∥∥
p

+Lp(δ)
∥∥∥
(
1−exp

(
g(Ŷk−1,∆W̄k + pδh(Ȳk−1)) − g(Ȳk−1,∆W̄k + pδh(Ȳk−1))

))
Ûk,W (f)(Ŷk)

∥∥∥
p

≤ Lp(δ)
∥∥∥Ūk,Wf(Ȳk) − Ûk,Wf(Ŷk)

∥∥∥
p

+Lp(δ)
∥∥∥1−exp

(
g(Ŷk−1,∆W̄k + pδh(Ȳk−1)) − g(Ȳk−1,∆W̄k + pδh(Ȳk−1))

)∥∥∥
rp

∥∥∥Ûk,Wf(Ŷk)
∥∥∥

sp

e {Jo�IM{§m
� �~�   �

r > 1
� � Å

s = r
r−1

�¿  � � � ���X�cÉ � ��� á � t�Å �   � � ��� �~�u��� ÄMo[k � �
∥∥∥Ûk,Wf(Ŷk)

∥∥∥
sp

=
∥∥∥exp g(Ŷk,∆W̄k) Ûk+1,Wf(Ŷk)

∥∥∥
sp

.

Q �r� t�� ���cÉ e {Jo�IML§mle¡� �����
sp
mn� ��� t�ÅcÄ

∥∥∥Ûk,Wf(Ŷk)
∥∥∥

sp

≤ Lsp(δ)
∥∥∥Ûk+1,Wf(Ŷ

(sp)
k+1 )

∥∥∥
sp

� �  AÄ � � � F̄k+1
Ì � � ��Ä �  Ý� � t �  Ý� � Å � � Î§� � ���  

Ŷ
(sp)
k+1

� �r� � � � � � � Î§�Ë�~���~� � Å ��� Ä ��� � � �g� e Ä ��� � �
f� Ä ��� �r� Å � Å�mpo � �~� Å �   �ÐÎ§� Ä � � ��� Å � � ����� � ��� � �

∥∥∥Ûk,Wf(Ŷk)
∥∥∥

sp

≤(Lsp(δ))
n−k‖Ûn,Wf(Ŷ (sp)

n )‖sp ≤(Lsp(δ))
n−k‖f‖∞ ≤ Cp,r,‖h‖∞ ,T ‖f‖∞

e {Jo�Iu|�m
� �����

Kp,r,‖h‖∞ ,T = exp ((sp− 1)‖h‖2
∞
T/2)
o

S �u�°� Ä¤Å � �¿t �~� ��� ���������~�
Lrp

Ìw�~�  �� � � ���~� � � ��� �~�u����� �¿t ���  ��
o/f �  VÄ �°��� � �Ç�  Ý�¿  � t�� Ä �u�
∆̂k(h) := h(Ŷk) − h(Ȳk)

oaq �~�u� ÇRÄ � � � Å~�¿ VÅ � � � �r�r� � ����� � Ä£Ä �~� � ��� � �
∥∥∥1 − exp

(
g(Ŷk−1,∆W̄k + p δ h(Ȳk−1)) − g(Ȳk−1,∆W̄k + pδh(Ȳk−1))

)∥∥∥
rp

=
∥∥∥1 − exp

(
(p− 1)δh(Ȳk−1).∆̂k−1(h) + ∆̂k−1(h)∆W̄k − |∆̂k−1(h)|2δ/2

)∥∥∥
rp

.

k � � � Ä ���cÉG���~��� t � � �u��� �¿ �� ���~� ��� �¿t ��� � |ex − 1| ≤ |x|ex+
� �~�   �

x
+

:= max(x, 0)
� � Å ���~� � � � �

��� � �
x 7→ x

+

� Ä �~� �OÌ Å � �u  � ��Ä ���cÉ � ��� t�Å
‖1 − exp

(
g(Ŷk−1,∆W̄k + p δ h(Ȳk−1)) − g(Ȳk−1,∆W̄k + pδh(Ȳk−1))

)∥∥∥
rp

≤
∥∥∥|∆̂k−1(h)|

∣∣∣(p−1)δh(Ȳk−1)+∆W̄k−(∆̂k−1(h))δ/2
∣∣∣ exp

(
2(p− 1)δ‖h‖2

∞
+ 2‖h‖∞ |∆W̄k|

)∥∥∥
rp

≤ L4p−3(δ)
√
δ[h]

Lip

∥∥∥ |Ȳk−1−Ŷk−1|
(
(p− 1)

√
δ‖h‖∞) + |Zk| + ‖h‖∞

√
δ
)

exp
(
2‖h‖∞

√
δ|Zk|

)∥∥∥
rp

� �~�   �
Zk := ∆W̄k√

δ

� Ä�� N (0; Id)
 Ý� � Å � � Î§� � ���   
1�G�#���4�3�G�#�3��
 � � F̄k−1

odf ��� �¿t�t��

‖1 − exp
(
g(Ŷk−1,∆W̄k + pδh(Ȳk−1)) − g(Ȳk−1,∆W̄k + pδh(Ȳk−1))

)∥∥∥
rp

≤ Cp,r,δ,‖h‖∞ ,T

√
δ[h]

Lip
‖Ŷk−1 − Ȳk−1‖rp

e {Jo�IM�§m

LKL



� �����
Cp,r,δ,‖h‖∞ ,T = L4p−3(δ)

∥∥∥
(
(p− 1)

√
δ‖h‖∞) + |Z| +

√
δ‖h‖∞

)
exp

(
2‖h‖∞

√
δ|Z|

)∥∥∥
rp

.

egk � ��� ��� � �°���r� Ä°  � �¿t�� � � Ä � � ����� Ä ��� �u  � ��Ä ���cÉ ��Ä
� � �r� � ����� � � �
δ
o�m�Odt �cÉ�ÉK���cÉ%���~�×� Ä ��� ��� ��� Ä

��� e {Jo�IM�§m]� � Å e {Jo�Iu|�m ������� e {Jo�IM{§m]� ��� t�ÅcÄÒ� �   ��Î§�  ��
k = 1, . . . , n

Ç
∥∥∥∥e

g(Ȳk−1,∆W̄k)(Ūk,Wf)(Ỹk) − eg(
bYk−1,∆W̄k)(Ûk,Wf)(

̂̃
Y k)

∥∥∥∥
p

≤ Lp(δ)
∥∥∥Ūk,Wf(Ȳk) − Ûk,Wf(Ŷk)

∥∥∥
p

+B(δ)‖Ȳk−1 − Ŷk−1‖rp
e {Jo�IMy§m

� �����
B(δ) := Cp,r,‖h‖∞ ,T

√
δ[h]Lip‖f‖∞

e¡� �����
Cp,r,‖h‖∞ ,T = Cp,r,1,‖h‖∞ ,TKp,r,‖h‖∞ ,TLp(1)

mpo
k � �ìt �u�j� Ä � ��ÄVÄ �������~� È~ VÄ �j���  �� ���9���~�   �ÐÉK���b� � � Å/Ä � Å �z� �je {Jo�IKI mpobS �u�

(Ȳ k,y
` )`=k,...,n

�Ç�
���~� Ä � ���~�u� � �����r� � ���~� Å � � �����  Ý� �����cÉ

Gp,δ(.,∆B̄`,∆W̄`)
�g  � �

y
� �]��� � �

` = k i.e.

∀ `∈ {k + 1, . . . , n}, Ȳ k,y
` = Gp,δ(Ȳ

k,y
`−1,∆B̄`,∆W̄`), Ȳ k,y

k := y.

q �~� ÄÝ�¿� � �   �Z� �n��Äl� �Ç��Î§� Ä �~� ��Ä ��� � � ÇR� �  l� � �9� � �r� t �
(Zk−1, Z

′
k−1)

� � F̄k−1
Ì � � ��Ä �  Ý� � t �

Lp
Ì

��������É  Ý� � t �  Ý� � Å � � Î �¿  � � � t � Ä
∥∥(Ūk−1,Wf)(Zk−1) − (Ūk−1,Wf)(Z ′

k−1)
∥∥

p
≤ Lp(δ)‖Ūk,W (Ȳ

k−1,Zk−1

k ) − Ūk,W (Ȳ
k−1,Z′

k−1

k )‖p

+B(δ)‖Ȳ k−1,Zk−1

k−1 − Ȳ
k−1,Z′

k−1

k−1 ‖rp

Ä �}��� � ��� � ��� Å � � ����� � Ç
∥∥∥(Ūk−1,Wf)(Ȳk−1) − (Ūk−1,Wf)(Ŷk−1)

∥∥∥
p

≤ B(δ)
n∑

`=k

(Lp(δ))
`−k‖Ȳ k−1,Ȳk−1

`−1 − Ȳ
k−1,bYk−1

`−1 ‖rp

+(Lp(δ))
n+1−k[f ]

Lip
‖Ȳ k−1,Ȳk−1

n − Ȳ
k−1,bYk−1
n ‖rp .

k � �WÇ�S � �P����{Jo�I e � �r� t ��� Å ���
Gδ,p
m � � � t ��� Ä ���~�]� � � Ä ���u� � �C� �U�b  � �¿t�� � � Ä � � ���

Crp > 0
Ä � � ����� � �

‖Ȳ k−1,Ȳk−1

` − Ȳ
k−1,bYk−1

` ‖rp ≤ (1 + Crpδ)
`+1−k‖Ȳk−1 − Ŷk−1‖rp .W �u�������cÉ

L′
p,r(δ) = Lp(δ)(1 + Crpδ)

È � �¿t�t��°� ��� t�ÅcÄÒ� �   ��Î§�  ��
k = 1, . . . , n

Ç
∥∥(Ūk−1,Wf)(Ȳk−1) − (Ūk−1,Wf)(Ŷk−1)

∥∥∥
p

≤ C(δ)‖Ȳk−1 − Ŷk−1‖2p

� �����
C(δ) = Lp(T )eCrp

(
Cp,r,‖h‖∞ ,T

[h]
Lip

‖f‖∞

√
δ

L′
p,r(δ) − 1

+ [f ]
Lip

)
.

e {Jo�I�ãKm

≤ Lp(T )eCrp

(
C ′
p,r,‖h‖∞ ,T

[h]
Lip

‖f‖∞√
δ

+ [f ]
Lip

)
.

e {Jo�IMN§m
Odt �cÉ�ÉK���cÉ e {Jo�IMy§mC� � Å e {Jo�I�ãKm ������� e {Jo�IKI m�È � �¿t�t��°� ��� t�ÅcÄ ���~�l��� Å � � ����� �

∥∥∥Ūk−1,Wf(Ȳk−1) − Ûk−1,Wf(Ŷk−1)
∥∥∥

p

≤ Lp(δ)
∥∥∥Ūk,Wf(Ȳk) − Ûk,Wf(Ŷk)

∥∥∥
p

+A(δ)‖Ȳk−1 − Ŷk−1‖rp

LK{



� �����
A(δ) = B(δ) + 2C(δ) ≤ C ′′

p,r,‖h‖∞ ,T

(
[h]

Lip
‖f‖∞(

√
δ +

1√
δ
) + [f ]

Lip

)

≤
Cp,r,‖h‖∞ ,[h]

Lip
,‖f‖∞ ,[f ]

Lip
,T√

δ

Ä ��� � �
δ∈ (0, 1]

onQ �~� � ��� Å � � ����� � t � ��ÅcÄ ���
∥∥∥<V̄n, f >−<V̂n, f >

∥∥∥
p

=
∥∥∥Ū0,Wf(X̄0) − Û0,W f(X̂0)

∥∥∥
p

=
∥∥∥Ū0,Wf(Ȳ0) − Û0,Wf(Ŷ0)

∥∥∥
p

≤ A(δ)
n∑

k=0

(Lp(δ))
k‖Ȳk − (Ûn,Wf)(Ŷn)‖rp + (Lp(δ))

n‖(Ūn,W f)(Ȳn) − Ŷk‖p

≤
Cp,r,‖h‖∞ ,[h]

Lip
,‖f‖∞ ,[f ]

Lip
,T√

δ

n∑

k=0

‖Ȳk − Ŷk‖rp+Lp(T )[f ]
Lip
‖Ȳn−Ŷn‖rp .

e {Jo�IMH§m

��������������� ����
�� ���
	���� ��� ���
� 
�����	�����
������ ������� 	 k � �WÇJ� � � � � ��� � � � � � � ��� ���
X̄k
� �

�����   � Å � � ���cÉ �Ë  ��Î§�   � â �  VÄÝ� �~�lÎ°�  Ý� � ÄX� �  ��
v
‖Ȳk − Ŷk‖rprp

= E
(
Zk(Zk)

−1|Ȳk − Ŷk|rp
)

� �~�   �
Zk = exp

(
−

k∑

`=1

ph(Ȳ`−1).∆W̄` − p2|h(Ȳ`−1)|2δ/2
)
.

V � � � t�t � ��Ä ��� � �

E
(
Zk(Zk)

−1|Ȳk − Ŷk|rp
)

= E

(
exp

(
k∑

`=1

ph(X̄`−1).∆W̄` − p2|h(X̄`−1)|2δ/2
)
|X̄k − X̂k|rp

)

Ä �}��� � ��� � ���~� á � t�Å �   ���~� ��� �¿t ��� � � �r� t ��� Å�� ����� � � � � � ��� �cÉ � ��� � � ��� �~�u��� Ä
r′, s′ > 1

Ç

‖Ȳk − Ŷk‖rprp
≤

(
E exp

(
k∑

`=1

s′ph(X̄`−1).∆W̄` − s′p2|h(X̄`−1)|2δ/2
))1/s′ (

E|X̄k − X̂k|rr
′p
)1/r′

≤ exp (k(s′ − 1)p2‖h‖2
∞
δ/2)‖X̄k − X̂k‖rp

rr′p
.

f ��� �¿t�t��
‖Ȳk − Ŷk‖rp ≤ exp (kp‖h‖2

∞
δ/4)‖X̄k − X̂k‖4p

≤ Cp,r,r′,‖h‖∞ ,T ‖X̄k − X̂k‖rr′p
.

� �~� � � � � t �u��� Ä ���~�Ë�   �Z� � � ��Ä �u�������cÉ
r = r′ =

√
p′/p > 1

� � Å � t �cÉ�ÉK���cÉ����r� Äbt ��Ä �l���~� ��� �¿t ��� �
������� e {Jo�IMH§mpo
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V �����r� Äj�M��Ä � ÇZ� �  �� � t � � e LJo�I m[Çïe LJo {§m]�¿  � �]  �������u� ��ÄMv
X̄k+1 = X̄k +

∫
β̃(X̄k, y)V̄k(dy)δ +

∫
σ̃(X̄k, y)V̄k(dy)∆B̄k+1

+

∫
γ̃(X̄k, y)V̄k(dy)∆W̄k+1

:= F (X̄k, V̄k,∆B̄k+1,∆W̄k+1),

< V̄k, f > = E
W

[
f(X̄k)

]
.

q �~� t ��Ä �   � t � ����� � � � � � Ä ��� � �
V̄k
� Ä ���~� � � � Å ������� � �¿tDÅ � Ä �   ���r�r����� � � �

X̄k
ÉK�ÐÎ§�u�

W
o f �   �

Èr� � Å �  Ý� ��� � ���  �� � �
W
Çi� � � � � Ä �   � � � � � � �r�   � � � ��� ����� �²� �

V̄k
��Ä�� � t�t � ��Ä o Q �z� � � �¾��� � �

tk
Ç

k = 0, . . . , n
Çn� � �¿  ��ÉK�ÐÎ§�u� � É   � Å

Γk = {x1
k, . . . , x

Nk

k } � � Nk
��� ����� Ä ���

R
d Çn��ÄVÄ � � � � ��� Å ���Ía�   � �~� ����� Ä�Ä � t�t � ����� � Ä

Ci(Γk)
Ç
i = 1, . . . , Nk

o � �d���~�u� � �r�   � � � ��� ���
(X̄k, V̄k)

� �l� ��� � �����ÐÏ � ����� �
�¿t É§�   ����� � Å � È �~� Å � ��v

X̃0 = X̄0,

V̂0 =
�   ��� � �r� t ��� ��Å � Ä �   ���r�r����� � � �

X̂0 =
Od  ���

Γ0
(X̃0),

� � Å°� �  
k = 1, . . . , n

v
X̃k = F (X̃k−1, V̂k−1,∆B̄k,∆W̄k),

V̂k =
�   ��� � �r� t ��� ��Å � Ä �   ���r�r����� �×� �

X̂k =
Od  ���

Γk
(X̃k).

q �~�l� � � t � � �u��� � ����� � � � ���~� � �Ç��Î§� � �u���~� Å�  � ���r�   � Ä � �r��� ���¿t�t��·� �   � � � �
k = 0, . . . , n

v
• � É   � Å Γk

� �r� � � � ���r� � �ÐÏM� Ä ���~�
Lp
Ì ��� � �����ÐÏ � ����� � �  �  �  

‖∆k‖p = ‖X̃k − X̂k‖p
��Ä]� � t�tE��Ä�� �
� Ä ��� ��� ����� �×� � ���r� Ä �  �  �  lÇ

• ���~� � �u�ÐÉK��� Ä � � ���~� Å � Ä��u  �u�����   ��� � �r� t ��� �-Å � Ä �   ���r�r����� � V̂k =
∑Nk

i=1 v
i
kδxi

k

v
vik = P

[
X̂k = xik

]
= P

[
X̃k ∈ Ci(Γk)

]
.

q �r� Ä �   ��É  Ý�¿� � Äl� � �r����Î§� Å � �/Ä � � � � ÄVÄ �ÐÎ§� Ä ��� � � ��Ä ��� � É  Ý��Å ���u��� Å � Ä�� �u��� � �u���~� ÅcÄlÇ�� �~� � � ��Ä
� � " �4�
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��� �¿t É§�   ����� ��Ç � ��Ä � Å � � Ê � �����[Ì ^Ò�¿ �t � Ä � � � t � ����� ��� �
(X̃k)
v

I k = 0
v

Ì Ä � � � t � ����� � e � � Å�Ä ���   ���cÉ°�r����� t ��� � �
k = 1

m � �
M
��� Å �u�Ç�u� Å �u��� � � �r��� Ä

X̃
(m)
0

Å � Ä �   ���r�r��� Å
� � � �  VÅ ���cÉ����

X̄0
o

Ì[� �r��� � �ÐÏ � ����� �×� � ���~�AÉ   � Å
Γ0
� ��� � + � � �   � � � Å �   � � � Å
� � � �r�r� � ����� �9� � ���~�b�   ��� � �r� t ��� �� �u�ÐÉK��� Ä

vi0
Ç
i = 1, . . . , N0

� �
X̂0 =

Od  ���
Γ0

(X̃0)
oaQ:Ä]� � � �   � Å � � � Ç~� � �¿t�Ä �Ë� � Î§� � �
� Ä ��� ��� ����� �

� � ���~�
L2 ��� � �����ÐÏ � ����� �9�  �  �   ‖∆0‖2

o
LK�



I k = 1, . . . , n
v

Ì � �   ��Î§�  ��
m = 1, . . . ,M

Ç � �~� Ä � � � t � ��� Äj� � Å�Ä ���   � Ä �r����� t �~� � �]��� � �
k + 1

X̃
(m)
k = F (X̃

(m)
k−1, V̂k−1,∆B̄

(m)
k ,∆W̄k).

Ìa� �r��� � �ÐÏ � ����� �9� � ���~�AÉ   � Å
Γk
� ��� � + � � �   � � � Å �   � � � Å�� � � �r�r� � ����� �9� � ���~�b�   ��� � �r� t ��� �� �u�ÐÉK��� Ä

vik
Ç
i = 1, . . . , Nk

� �
X̂k =

Od  ���
Γk

(X̃k)
odQ£Ä]� � � �   � Å � � � ÇJ� � �¿t�Ä �Ë� � Î§� � ��� Ä ��� ��� ����� �

� � ���~�
L2 ��� � �����ÐÏ � ����� �9�  �  �   ‖∆k‖2

o
��� ��� �!� � �������
� 	 ���~�
� Ä � �¿tT��ÄVÄ �u�·� � ��� � �����ÐÏ � ����� � � ��Ä � Å��¿t É§�   ����� ��Ä>e ��� �ut � Å ���cÉ)���~� � �~�
�   � �Ç� Ä � Å �~�   �b��� Ä � t Î§� ?����K� �U� ��� � ����� � m � Ä ��� � � �MÄ �ÐÉK�r� È��M� ���j� �¿  �C� � ���~� � � � �r�r� � ����� � �M� � �Ç�
� �u�r�z��Æ�Ì t ���~� o°q �~�u� ���~��� � � t � � �u��� � ����� �Ì� � ���~���   � � � Å �   � � �  }� ÉK�ÐÎ§�u� � �r� � ����� �

f
� ÄË�¿t�� � Ä �

��� Ä � � ��� � �~� � � Ä �����r� Ä � Ä �~� t � �cÉ§�   ���~� �M��Ä �Ò�~�   � o¥á � � ��Î§�   ���   � ��� ��� Ä[� � � ���  Ý� � ���ÐÎ§�]�   � � � Å �   �]���
� � � � �¿  � Ä � � � ������� �¿  ��� �ut � �¿t É§�   ����� ��Ä ��� �M� � Ä �C� � ��� Äat � � �  Ò� � � � t � � ��� �§oaq �r� Ä[� � � � Ä � � � � � É � ���
�¡  � � ���~�T��� � �����ÐÏ � ����� � � � � ���   � odS �u�Ò� Ä �Ç� � �   � Ä �Ç� � � È��KvEQ �Ò��Î§�  �� ��� � � Ä ���u�

k
Ç ���~� ��� ���G� ��Ä �

� � ���~� ^_S Í�� �¿t É§�   ����� � � Ä ��� Ä � �¿ �� �}���~� �ut � Ä � Ä �÷�~�u�ÐÉK� �Ç� �   � �
X

(m)
k

�¿� � �cÉT���~�
Nk
��� ����� Ä � � ���~�

É   � Å
Γk
���P�  VÅ �   ���T�r� Å~� ���n��� oEV � Ä � � � �_� � ���r� Ä �r� ��Ä � � �  �  � Ä ��� � ÅcÄ ���T���~�n�������  Ý� � ����� ���r� ��Ä �Ò���

� �¿  ��� �ut � �¿t É§�   ����� ��ÄMobq �~� � � � � t � � ��� � � ��Ä � � � � �   � � � Å �   � � �~�u� � �r�   � �   � � ��� t�� � � � t � � �u����� Å
� Ä
O(log(Nk))


&� ��F�� � �M�#�Ge Ä � � � IKI �¡m}e � � Å
O(Nk)

��� �M��Ä �P� �]� � � �ÐÎ§� Ä � �¿ �� � mpoPq �~�u� Ç � �~�P� ��Ä
��� Ä � � � t � ���

M
��� Å �u���u� Å �u��� � � �r��� Ä � � ���~� Y � t �  DÄ�� �~� � � � �l��� � �

k + 1
� ��Ä � Å � � e LJo�I mj� �����

��� � Ä �
M ×Nk

e Å �~� �������~� � � � �r�r� � ����� � � �
M
��������É  Ý�¿t�ÄT� �����   � Ä ��� � �����

V̂k
mpojW �����~�$É t ��� �¿t

� � � � t � � ��� � ��� Å � � � Å � � ��� � � Ä ���u�
k
� Ä �r�r�Ç�   Ì ��� �r� Å � Å � �

C ×M × Nk
� �~�   �

C
� ÄP�   � �¿t

� � � Ä � � ���j�~� � Å �u���u� Å ���cÉ�� �
k
odq �~�   � Ä � t �����cÉ�É t ��� �¿tï� � � � t � � ��� � �Ç�u� � Î§� ÄCt � � �

C ×M ×N × n

� �~�   �
N = (N0 + N1 + · · · +Nn)/(n + 1)

� Ä ���~� � Î§�  Ý� É§�Ë��� � ���   � � � t � � �u��� �¿ �� ��� � �����ÐÏM�  VÄ
� Ä � Å ���   ��� � � Ä ���u� � �   ���~� ��� � �����ÐÏ � ����� � � � ���~� � � ��Ä �   � Ä

V̂k
oÒq �r� Ä � Ä ��� ��� � � � � �¿  � Å ���P���~�

� � � � t � � ��� � � ��� � �¿t É§�   ����� � � ��Ä � Å � �>�������  Ý� � �����cÉ×� �¿  ��� �ut � Ä�t � � �P���~��� �~�P� � � t � � �u����� Å ��� � ã �
� �r� � �9� Ä �   � �Ç�   ����� � �¿t ���

M ×M × n��� � � t�t É§�u�~�  Ý�¿t ��� �§o
���A@ 
  ���&��D� �(� �9#%������ !��� �J�������$ "�)*�*E�9*

q �~� �~� � �����~� �   � � Ä � � ��� Äb� �9�  �  �   � Ä ��� ��� ����� � � �   ���~� � �r�   � � � ��� ����� � � �
V̄k
� �

V̂k
o � � ����� �

���~� � � t�t � � ���cÉ � � � Å ������� �×� �����~� � �Z�>= � ���u��� Ä � � ���~� ÄMoðÅ,o �
X
v

Ý�� � à q �~� � �r� � ����� � Ä
β̃
Ç
σ̃
� � Å

γ̃
�¿  �
�Ç� �r� Å � Å � � Å×S ��� Ä�� �r����ÏP���

x
Ç �r�r� � �  ��Pt�� ���

y
v ���~�   �

� � � Ä � Ä�Ä � � �l��� Ä �����ÐÎ§� � � � Ä � � ���
C
Ä � � �
��� � �

|β̃(x, y)| + |σ̃(x, y)| + |γ̃(x, y)| ≤ C,

|β̃(x, y) − β̃(x′, y)| + |σ̃(x, y) − σ̃(x′, y)| + |γ̃(x, y) − γ̃(x′, y)| ≤ C|x− x′|,
� �  T�¿t�t

x, x′, y ∈ R
d o
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Cp
� 	 7
% 
&% �'
 �

∥∥∥ρ(V̄n, V̂n)
∥∥∥

2p
≤ ‖∆n‖2p + Cpδ

1
2p

n−1∑

k=0

‖∆k‖2p .

�§¼��±×cÀ�� � ��� V �]ÎZ��� � � � ���~� ?���Å �   Ì � � Ä �·���~� �   � �1� �   ���~�  Ý� ���G� �j� � �1Î§�   É§�u� � ��� ��� ���r� ���¿t
��� � �����ÐÏ � ����� � �  �  �  lÇ ���~� t ��Ä �n���~� �   � �6� �  ����¿t�t��§Ä¢� �OÄ ��� � ��ÉK�ÐÎ§�u� � ��� � �¿t ��� � ���   � �

N
��� ����� Ä ���

�Ç� Å � Ä � � � � �~� Å>�¿� � �cÉ°���~�
n
É   � ÅcÄ ���9��� � � Ç�� �z� � Î§� �� Ý� ���}� �n� � �1Î§�   É§�u� � � � �   ∥∥∥ρ(V̄n, V̂n)∥∥∥

2p� � �  VÅ �  Mv
n1+ 1

d
− 1

2p

N
1
d

.

�WÀ�¿�¿���¿�� ��� ¼u¿_ÀJ¼�� � ��� o
Ò�Ûl¼ � � o � � Ä �u� � �  ��¿t�t

x ∈ R
d � � Å v ∈ M(Rd)

β(x, v) =

∫
β̃(x, y)v(dy), σ(x, v) =

∫
σ̃(x, y)v(dy), γ(x, v) =

∫
γ̃(x, y)v(dy),

� � Å � ���~� ��� � �z��� � ���r� Å �   Ý�� � à Ç ���~� � � t�t � � ���cÉ S ��� Ä�� �r����Ï � � � Å ������� �9�~� t�ÅcÄMv ���~�   �z� � � Ä � Ä:Ä � � �
�Ç� Ä �����ÐÎ§� � � � Ä � � ���

C
Ä � � � ��� � �

|β(x, v) − β(x′, v′)| + |σ(x, v) − σ(x′, v′)| + |γ(x, v) − γ(x′, v′)|
≤ C

[
|x− x′| + ρ(v, v′)

]
,

e¡|~o�I m
� �  T�¿t�t

x, x′ ∈ R
d Ç v, v′ ∈ M(Rd)

o
� � � � � Ä � Å �   ���~� � � ���������~� � ÄjY � t �  �Ä�� �~� � � ��Ä�Ä � � � � ��� Å ���

(X̄k)
� � Å

(X̃k)
viV �_� Än�]  �������u� � �  

�¿t�t
t ∈ [tk, tk+1]

Ç
k = 0, . . . , n− 1

Ç���Ä
Xδ
t = X̄k + β(X̄k, V̄k)(t− tk) + σ(X̄k, V̄k)(Bt −Btk) + γ(X̄k, V̄k)(Wt −Wtk)

X̃δ
t = X̃k + β(X̃k, V̂k)(t− tk) + σ(X̃k, V̂k)(Bt −Btk) + γ(X̃k, V̂k)(Wt −Wtk).

� � Å �u�~� ���
Dt = Xδ

t − X̃δ
t

ozQ �r� t�� ���cÉ V ��� � ÄT� �  �� � t � ��� |D|2p �Ç�u� � � �u� tk � � Å t ∈ [tk, tk+1]
Ç

Ä � � � Å~�¿ VÅ
� � � �r�r� � ����� � Äb��ÄÒ� �   ���~��� Ä ��� ��� ����� � � �
Lp
Ì � � � �u��� Ä � ��ÄMoðÅ,o � o�Ä �~� � ���~��� � � Ä ���u� � �l� �

Ä � � �l��� Ä �����ÐÎ§� � � � Ä � � ���
Cp

Ä � � �
��� � � v

Ek|Dt|2p ≤ |X̄k − X̃k|2p + Cp

∫ t

tk

Ek|Du|2pdu

+ Cp

∫ t

tk

Ek

[
|β(X̄k, V̄k) − β(X̃k, V̂k)|2p + |σ(X̄k, V̄k) − σ(X̃k, V̂k)|2p

]
du

+ Cp

∫ t

tk

Ek

[
|γ(X̄k, V̄k) − γ(X̃k, V̂k)|2p

]
du.

á �   �
Ek

Å �u�~� ��� Ä ���~� � � � Å ������� � �¿t � � ��� � � � ����� ��ÉK�ÐÎ§�u� Fk odfr  � � ���~� S ��� Ä�� �r����Ï � � � Å ������� � e¡|~o�I m[Ç� � ���~�u��� � Î§� v
Ek|Dt|2p ≤ (1 + Cpδ)|X̄k − X̃k|2p + Cpδ|ρ(V̄k , V̂k)|2p + Cp

∫ t

tk

Ek|Du|2pdu.
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á �   � � � Å ���9���~� Ä � ���~� t�Ç
Cp

Å �u�~� ��� ÄT� É§�u�~�   � �z� � � Ä � � ��� Å �u���u� Å �u���b� �
p
e � � Å ��� Å �u�Ç�u� Å �u���b� �

δ
mi� �r� � � ���M�Ë� � � �cÉ§� �¿t � �cÉl���~� Å �rÆ,�   �u��� t ���~� Ä o �_��âT  � � �Ò�¿t�t�t � �P���OÇJ� � Å}  � �M�¿t�t ���cÉ���� � �

Dtk+1

= X̄k+1 − X̃k+1
ÇJ� �ªÉ§�u� v

Ek|X̄k+1 − X̃k+1|2p ≤ (1 + Cpδ)|X̄k − X̃k|2p + Cpδ|ρ(V̄k , V̂k)|2p.q �r� Ä��ut � �¿ �t�� � � � t ��� Ä
∥∥∥X̄k+1 − X̃k+1

∥∥∥
2p

2p
≤ (1 + Cpδ)

∥∥∥X̄k − X̃k

∥∥∥
2p

2p
+ Cpδ

∥∥∥ρ(V̄k, V̂k)
∥∥∥

2p

2p
.

e¡|~o L§m
Ò�Ûl¼ � Þ oaf �  �� � �

f ∈ BL1(R
d)
ÇJ� �l� � Î§�

∣∣∣< V̄k, f > − < V̂k, f >
∣∣∣ =

∣∣∣EW

[
f(X̄k) − f(X̂k)

]∣∣∣

≤ E
W
|X̄k − X̂k|,Ä �}��� � ��� ��� �u� Ä �u��� Ä ���~� ��� �¿t ��� �
� � Å ���~� t �M� � � �����  Ý� ��� Å
� � � Å ������� � �¿t � � �Ç� � � � ����� � v

∥∥∥ρ(V̄k, V̂k)
∥∥∥

2p
≤

∥∥∥X̄k − X̂k

∥∥∥
2p

≤
∥∥∥X̄k − X̃k

∥∥∥
2p

+ ‖∆k‖2p .
e¡|~o {§m

W � � Ä �������r�����cÉ ���r� ÄËt ��Ä � ���~� ��� �¿t ��� � ������� e¡|~o L§m � � Å � Ä ���cÉ×���~��� t � � �u��� �¿ ���  � t � ����� �
(a + b)2p ≤

Cp(a
2p + b2p)

ÇJ� �����r� � ��� v
∥∥∥X̄k+1 − X̃k+1

∥∥∥
2p

2p
≤ (1 + Cpδ)

∥∥∥X̄k − X̃k

∥∥∥
2p

2p
+ Cpδ ‖∆k‖2p

2p .

�_� ��� Å � � ����� � � � Å�  � �M�¿t�t ���cÉ���� � �
X̃0 = X̄0

ÇJ� �ªÉ§�u� v
∥∥∥X̄n − X̃n

∥∥∥
2p

2p
≤ Cpδ

n−1∑

k=0

(1 + Cpδ)
n−1−k ‖∆k‖2p

2p

≤ Cpδ

n−1∑

k=0

‖∆k‖2p
2p .

�_� � Ä ���cÉ����~��� t � � �u��� �¿ �� ���~� ��� �¿t ��� �
(a+ b)

1
2p ≤ a

1
2p + b

1
2p
Ç ���r� Ä]� ��� t�ÅcÄ

∥∥∥X̄n − X̃n

∥∥∥
2p

≤ Cpδ
1
2p

n−1∑

k=0

‖∆k‖2p .

Odt �cÉ�ÉK���cÉ È � �¿t�t�� ���r� Ä]t ��Ä �C���~� ��� �¿t ��� � ������� e¡|~o {§m �   ��Î§� Ä ���~�   � ���r�   � Å�  � Ä � t � o
2

� � � '*) �����0/�� +��(' � �,/ � ����� + /���
 ) + � �('*/ ������� ����� � ) � / � ) + � � � �����
� ) ��� ) ��� )

����� ��������� �������������$ �( ��5'� &(�� �����* 68���<�

� � � � � Ä � Å �   ���~� t ���~� �¿ ��M��Ä � v
β(x) = (A− ΓH)x, h(x) = Hx,

γ(x) = Γ, σ(x) = Σ,
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� �~�   �
A
Ç
Γ
Ç
Σ
� � Å

H
�¿  � � � � Ä � � ��� ��� �   � � � Ä � �C� �r�   � �   � � ��� Å � � �u� Ä ��� � Ä o � � �¿t�Ä � Ä �r�r��� Ä �

��� � �
µ0
� ÄT�8âl� � ÄVÄ � � � t � �5� ����� � � � �

m0
� � Å9� �lÎ �¿  � � � � � ��� �   � �

R0
onq �~�u�9���C� ÄC� � t�t Ì � �~� � �

��� � �C���~� Ä � t �r����� � ���P���~� ?���� � �ï� ��� � ����� � eXIKo y§m � Ä � � � t � � ��� t�� ÉK�ÐÎ§�u� � �Çv

< Vt, f > =

[∫
f(m̂t +R(t)

1
2x)

exp
(
−1

2 |x|2
)

(2π)
d
2

dx

]
< Vt, 1 >,

e �Jo�I m
� �~�   �

R(t)
� Ä ���~� Ä � t �r����� �
���}���~� h � � �M� ���U� ��� � ����� � v

dR

dt
= AR+RAᵀ + ΣΣᵀ + ΓΓᵀ − (RHᵀ + Γ)(HR+ Γᵀ),

e �Jo L§m
R(0) = R0,

m̂t
� Ä�Ä � t �r����� � � ��v

dm̂t = Am̂tdt+ (RHᵀ + Γ)(dWt −Hm̂tdt),
e �Jo {§m

m̂0 = m0,

� � Å
< Vt, 1 > = exp

(∫ t

0
Hm̂s.dWs −

1

2

∫ t

0
|Hm̂s|2ds

)
.

e �Jo |�m
V �
� ���~�  �� �  VÅcÄlÇ ���~�b�~�  ����¿t �ÐÏM� Å
� � ��Ä �   �

πt
Å � È �~� Å � �

< πt, f > =
< Vt, f >

< Vt, 1 >
,

� Ä��8âl� � Ä�Ä � � � Å � Ä �   ���r�r����� � � ����� � � � �
m̂t
� � Å Î �¿  � � � � �

R(t)
o

� �b�����   � Å � � � �~� � ���~����� � �����ÐÏM� Å �~�  ����¿t �ÐÏM� Å¤È~t ���  ]� �  �� ÉK�ÐÎ§�u� � �r� � ����� �
f ∈ BL1(R)

��Ä

< π̂δk, f >:=
< V̂k, f >

< V̂k, 1 >
, k = 0, . . . , n,

� �~�   � � �Ë� � Î§�P� � �r� ��Ä �ÐÏM� Å ���~� Å �u���u� Å �u� � �P� � ���~� È~t ���   ���
δ = T/n

� � �8Ä �r���  VÄ��u  ���r� o�q �~�
�r�r�~�  ����¿t �ÐÏM� Å�È~t ���  VÄ

V̂k
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Γ ∈ {0, 0.5}, ε ∈ {0.1, 0.5, 1.0}, δ = 2−m, m = 1, . . . , 8.
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S �u�n� � �r� ��Ä �ÐÏM�]��� � � Ç � � � � � É � �������P���r� Ä[�M��Ä � Ç ���~�C��� � �����ÐÏ � ����� �·�   � � � Å �   � Å �Z� Ä �~� � Å �u���u� Å
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σ(x, v) = σ =
√
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∫
β̃(x, y)v(dy)
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β̃(x, v) = β H(x− y),

� �~�   �
H

Å �u�~� ��� Ä ���~� á � � Î �OÄ � Å � � �r� � ����� � � � Å
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Ç � �¿� � t��

V
o

� � � � � Ä � Å �  }� �)�~�   �ÐÏM� �
T = 1
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∫∞
0 exp(−(1/2(x − y)2/t+ βg(y))/σ2) dy∫∞
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2

) 1
2

V � f �ÐÉK�   � yOÇ§� �]� t � �d���~�]��� � �����ÐÏM� Å�Ä � t �r����� ������É§�u���~�  a� �����P���~�]� �~� � � Ä � t �r����� � � �
t = T = 1���°���~� �M��Ä �

β = 1
e �§m_� � Å

β = −1
e � mpo � � �M� � � �~� ��� � �°��� � �C� �r�¿� � t �T��� � � ��� ��� ���u� � ÎZ��� �  VÄ

e � � � � � Å ���cÉ � � Å�Ä �~� ���·�_� Î§� Ä¢mC�¿  � � � t�t÷  �u�   � Å � � � Å � � ���~� Ä�� �~� � � o
V � qï� � t � I�Çn� � � � � �r�r�������~���  �  �  VÄ ���Ì���~��� � � � � Å ���cÉ �_� Î§� �M��Ä � e

β = 1
mz� ����� Ä ��Î§�  Ý�¿t

Î �¿t �~� Ä � � ���~����� � ���  
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δ = 0.02

Ç
β = 1

Ç
T = 1

Ç
σ2/2 = 0.1
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‖F (T, X̂n) − F̂n(X̂n)‖2
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N 2 020 4 036 8 074 16 153^_Oa\

575 975 1 876 4 017

� )�� ) �-) ��� ) +

� I �zQËoiQjt � ���   � Ç �~o)âl� ���~� ÄlÇ[V¢o)âT� � �cÉ � e LKxKxKx§mpv � �¾��� � �   � �M�¿tT� �r�   � � � ��� ����� � Ä � �:Ä ��� � � ��Ä ��� �
� �   É§�  VÄ �~� ��� � ����� � ÄlÇ~Od  �u�   ����� o

� L��zfÒo�Q ����� �~� t�t � � � Å QËoRË � � � � Ä �OÌ á �ÐÉ �×e LKxKxKL§mpvÒhj� ��� � �a� � �1Î§�   É§�u� � �Ë� �[� � �¿  ��� �ut � � �u���~� Å ���
���~� Ä � t �r����� �9� � ���~� Ê×�jË � � �OÌ�Í t ��Ä �lÎ�� ��� � ����� � Ç � � �	��0K� � ( � � �G0 
:�B��� � �,/ �,/ 
10 
&
�2�ÇUIMLOÇ~|�LK{ Ì |1ã yJo

� {�� Í o��]�¿t�t��&ÇK`}o�qi�¿t � ��eXIMHKHKy§mpvïq �~� Å � Ä �   ���r�r����� ��� � ���~� Y � t �  �Ä�� �~� � � � �  oÄ ��� � � ��Ä ��� ��Å �rÆ��   �u����� �¿t
� ��� � ����� � ÄMv÷Vpo�^ � �uÎ§�   É§�u� � �  Ý� ���n� � ���~� Å � Ä �   ���r�r����� � � �r� � ����� � Ç�� � �,/ �#/ * > %.� ���32�� �30 ��
-�B� � 
:�30����[ÇIMx¿| Ì I�Çr|�{ Ì yKx
eXIMHKHKy§mpo

� |�� Í o �]�¿t�t��&Ç�â}odOi� É�� Ä9e LKxKxK{§mpv·Q ��� � �����ÐÏ � ����� � �¿t É§�   ����� ��� �  �Ä � t Î����cÉ Å � ÄÝ�u  �u���°��� � � � � t ���rÌ
Å � � �u� Ä ��� � �¿t � �r��� ���¿tCÄ ��� �r�r���cÉ��   ��� t � ��ÄlÇ��I� �5�	� 	 0&0 
 Ç
	CÇ n06

Ç �r� o�IMxKxK{ Ì IMx¿|�HJo
� ��� Í o �]�¿t�t��&ÇAâ}onOE� É�� Ä e LKxKxK{§m[ÇTYd �  �  
� � �¿t��aÄ � Ä � � ���~� � �r��� ���¿t ��� � �����ÐÏ � ����� � �¿t É§�   ����� �È� �  
��� Ä � � �ut �l�   ��� t � ��Ä�Ç��G
 �M73% * � � �M7 * ���G�D
&%4��
�� � � �G0 * Ç �aß
� Ç n06

Ç �r� o�I Ì |�xJo
� y��zQËo�� �u� Ä � � ÄVÄÝ� � ÇRh o3âTt � � ��� Ä � � ÇRhzo~hj��Ä��M� ��� eXIMHKNKH§mpvÒQ �r�   � � � ��� ����� �×� � ?����K� �ï� ��� � ����� � � �
���~� Ä � t ���������cÉ�Ìw�r� � �u���~� Å�Ç
�G
 � 73% ���



�7���2��

-� " � ���G��� � 


 " 
 � ��


 ���3ÇrS � � � oRk � ��� Ä ��� ^ � ��� o�V � �XoWZ� � oÐÇUIM{KyOÇ�LK�&ã Ì LKyK�OÇÇW �   ���cÉ§�   Ía�  �t � É o

� ã �$Ê)o � � ÄVÄ��&Ç~`}o~qi�¿t � ��eXIMHKH&ãKmpv_Q Ä ��� � � ��Ä ��� � � �¿  ��� �ut � � �u���~� Å
� �   ���~� Ê9�jË � � �OÌ�Í t ��Ä �lÎ9� ��� � Ì
����� � � � Å ���~� � �   É§�  VÄ � ��� � ����� � Ç � ��
&% * � � " � * Ç~yKyOÇ,IM�&ã Ì IMHKLJo

� N��zQËo � � Å �r�  Ý� � �OÇ8â}oªË��¿t�t � � �r�r�  �eXIMHKHKy§mpvÂQ �r�   � � � ��� ����� � Ä ��� ���~� Ä � t �r����� � � � ���~� ?���� � �
� ��� � ����� ��� Ä ���cÉ � � t ����� t � � ���u�~�  }� � ÅÌW �  Ý� ��� �~�lÎZ��� � �Ì��������É  Ý�¿t � � � � � Ä ��� � ÄlÇ��G
 � 73% ���



�73� ���G�
�G
 �M7
% ���3


<73��� � � ���

&�[ÇR�KyOÇ~L&ãZI Ì {JIM�Jo

� H��z`}o÷^n  � ÄÝ� � ÇUqlo,S,� � � ÄGeXIMHKHKH§mpvlQ � �¿  ��� �ut � � �r�   � � � ��� ����� �)� � ���~� Ä � t �r����� � � � ���~� Ë � Ä �r�~�   Ì
W �  Ý� ��� �~�lÎZ��� � � � ��� � ����� � Ç�� � �,/ �,/�
&0 
&
�2 > %.� ���32 ���G��� �30 �'
-�B� � 
<�30�����Ç,IKIM�OÇ��¿|�H Ì �&ã NJo

� IMx��ËOio§` � t3Ê �  Ý�¿tïeXIMHKHK�§mpvEk � � t ���~� �¿ �È~t ���   ���cÉ � Ä ���cÉ  Ý� � Å � � � �¿  ��� �ut � ÄlÇ > %.� ���32 � ( � � �#/ * � � �G0 * Ç|�xOÇ�yKHKx Ì ã xJIKo
� IKI �ËSaor` ��Î   � � � eXIMHKNKy§mpv�� ��� 	 � 
 ( ��� " � ���G� � " F ����

��
-���,�
�C��� ��



���3ÇÇW �   ���cÉ§�   Ía�  �t � É o
� IML���â}o�` � Ê×��Ä � Ç3Ê�o~Oa Ý� ��� t�t � Ç � o~h �r�cÉ�É �¿t�Å ���  PeXIMHKNK�§mpv_Q � Q �r�   � � � ��� ����� � � �   ���~�l�~� � t ���~� �¿ 
È~t ���   ���cÉ��   ��� t � �
� ����� �  �  �   ��� �r� ÅcÄlÇ��G
 �M7
% ���3


<73�����C���G
 � 73% ���



�73��� ��� ���

&�[ÇUIu|RÇRL¿|1ã Ì L&ãZIKo

{¿|



� IM{��ËOio�fit �  �� �r���cÉ§�  lÇ,fÒoRS � âTt � � Å¾eXIMHKHJI mpvÒq � � �[Ì Å � Ä��u  �u���ÐÏ � ����� �>� � ���~� ?����K� �ï� ��� � ����� � � �  :Å � � Ì
� � Ä ��� �%�   � � � ÄVÄ � Ä ��� Ä �   Î§� Å ��� � �  �  � t � ��� Å �~� � Ä � Ç��G
 �M7
% ���3


<73� ���G� �G
 �M73% ���3


<73� � ��� ���3
&��Ç�{K�OÇ
LK{K{ Ì LK�KyJo

� Iu|��ËYCoRâ �����u� ÇJh oaÊ �r�~� Ä�e LKxKxKL§mpv_W �u� Ä �����ÐÎ���� �·� � �¿t��OÄ � Ä � Ä ���cÉ V ����Ì Ê×�¿t�t � � Î���� �M�¿t�� � t � Ä�� � Å·���¿  Ì
�����cÉ �¿t � ÄMo~Q �r� t � �M� ����� � ��� Ä ��� � � ��Ä ��� ��� � ���   � t �   ��� t � ��Ç ��� � �r��� �¿  ��� � 
B� � � * � ����
 * � �C


 " *

� IM���PWÇocâT Ý����ÇaáËoZS � Ä�� �cÉ �&Ç � � 	 �G� ��


 ���4� � ( �J	 ���G


�� ��



��� ( � � � ���G� � " F��B7J
 ���5�[Ç�S � � ���   � k � ��� Ä ���Ê � ���~� ��� ��� �jÄ � 0 I�ã {KxOÇRW �   ���cÉ§�  lÇÇLKxKxKxOÇ�LK{Kx � o
� IMy��ËVpoaâT� � �cÉ � e LKxKxKL§mpvdQ �r�   � � � ��� ����� � Ä � �¥Ä ��� � � ��Ä ��� � � �¿  ��� �¿t�Å �rÆ��   �u����� �¿t � ��� � ����� � ÄlÇ��G
 � 73% ��� �


<7 � � �3


 ��0�� 
 �I� �B�3�G



��0�� �
	 ��



���4�[ÇÒqU  �u����� ÇCS � � � onk � ��� Ä ��� O �   � � � Å�Q �r� two�Ê×� ��� oÐÇ]LKL&ãaÇLKN&ã Ì {Kx&ãaÇ�` � � � �  Mo
� I�ã ���Po©á � Ç¥â}o©Ë��¿t�t � � �r�r�  lÇ ��oUc ��� �cÉ e LKxKxKL§mpv}Q � � �r�   � � � ��� ����� � � �   ?����K� �[� ��� � ����� � Ç � � �G0 *
� ��
&% * � � 


 " * ÇJ|��OÇ~LK{ Ì |K|~o

� IMN��ËQËo3Ë � � � � Ä �OÌ á �ÐÉ �OÇ÷WÇo � É � �Ò� eXIMHKH&ãKmpv � � ���
 Ý� ���Ë� �[� � �uÎ§�   É§�u� � � � �  b� � Y � t �  ªÄ�� �~� � �}� �
�~� � t ���~� �¿ bWZ`bY � Ä�Ç � ����
-� � ���30 � � �

&% �M��� � � �G0 * Ç~{re¡|�m[Ç�{KL&ã Ì {¿|��Jo

� IMH��ËqloaË �   ��Ï � � Å �~oZc ��� �cÉ eXIMHKHKH§mpvdOE�¿  ��� �ut �   �u�   � Ä �u��� � ����� � ÄÒ� �  ]�z�ut ��ÄVÄ � � �~� � t ���~� �¿ jWZOa`bY)ÄlÇ
�G
 �M7
% ���3


<7 � � �M7!�5�5�J�5� ���G�A
&%.��
 � � � �C0 
<7 ��


 ���4��Ç~NK{OÇUIMxK{ Ì IMLKyJo

� LKx��záËo�Ë � Ä �r�~�   eXIMH&ã H§mpv·Q
  ���r� Ä � Å � Ä��u  �u��� Ä � � ��� � �r�   � � � ��� ����� ��� � ���~��� �r��� ���¿t �~� � t ���~� �¿ 
È~t ���  ]� �  ���Å �rÆ�� Ä ��� � Ç �G
 �M73% ���3


<73�����G� �G
 � 73% ���



�73��� ��� ���

&�[Ç�{OÇ3ã � Ì NK{Jo

� LJI �PWÇo§S � ��� � Ä ���&ÇZh o�Ê � � � t ��Î�� � ��� ÄlÇ �bo§h ��ÏM��Î Ä � ��� eXIMHKH&ãKmpvdk � � t ���~� �¿ )È~t ���   ���cÉ   ��Î�� Ä ����� Å,vd�ªÄ �Ç� � Ì
�  Ý�¿tï� �r�   � � � � Ç � 
B� � � * � ����
 * � �C


 " * Ç~{K{OÇUI�ãZIMy Ì I�ã {KxJo

� LKL��Ë`}ork � �¿t �¿  � eXIMHKHK�§mpv)Ê �¿t�t � � ÎZ��� �M�¿t�� � t � Äj� � Å�  � t � ��� Å ��� �r� �jÄlÇ�W �   ���cÉ§�   Ía�  �t � É o
� LK{��Ë`}oÒk � �¿t �¿  � eXIMHKHKN§mpv¾Q � �¿t��aÄ � Ä � � � ���u�~�  �Ä � � � � � � Å � ����� � ��� � �����cÉ Ä ��� � � ��Ä ��� � �M�¿t�� � t � ÄlÇ
S � � ���   � Ä � ���   ��� � �r� t ��� � ���~� �  ���� � ÅWÄ � � ��� Ä ��� �jÄnewWJ� ������Ì fït � �  lÇrIMHKHK�§m[ÇZIMLK{ Ì IMy&ãaÇ§W �   ���cÉ§�   � �  �t ��� o

� L¿|���â}o�Oi� É�� Ä�Çcázo�O � �¿�ûe LKxKxK{§mpv�� �r��� ���¿t ��� � �����ÐÏ � ����� � � �u���~� ÅcÄn� �   �~� � t ���~� �¿ �È~t ���   ���cÉ � �����
Å � Ä��u  �u���[Ìw��� � �z��� Ä �   Î � ����� � Ä�Ç ��� � �r�Ç� �¿  ��� �I� �5�	� 	 0&0 
go

� LK����â}o�OE� É�� ÄlÇ©áËo�O � �¿��Ç �~o,Od  ������� ��ÄGe LKxKx¿|�mpv � �r��� ���¿t ��� � �����ÐÏ � ����� � � �u���~� ÅcÄ � � Å>� �r� t � �M� Ì
����� � Ä ���z��� � �   � �M�¿t �   ��� t � ��Ä ��� È � � � � � Ç	� ���C�,/ � ��� � ( � 	�" ��� 
<7 ��0 " �

&% � ��� 
1�9L �	���G7!�jÇ � Å,o~WÇohj� � �~��Î Ç�� �   � � � � Ä �  Mo

� LKy���â}o÷Oi� É�� ÄlÇ�áËoUO � �¿��Ç ��o÷Od  ������� ��Ä
e LKxKx¿|�m[ÇiQ � � �r��� ���¿t�Ê �¿  � �lÎZ� � � �j� � �����ÐÏ � ����� � Q�t É§��Ì
  ����� �û� �  WÊ � t ��� Å � � �u� Ä ��� � �¿t]W ��� � � ��Ä ��� �G^ � ���   � tÒOd  ��� t � ��ÄlÇ �G
 �M73% ���3


<73� ���G�
�92�� � " 
�73��ÇU|RÇ�KxJI Ì �¿|��Jo

� L&ã ��â}o�Oi� É�� ÄlÇ �~o�Od  ������� ��Ä�e LKxKxK{§mpv � �r��� ���¿t ��� ��ÅJ Ý� ��� � ��� � �����ÐÏ � ����� � � �   ��� � �   � �jÄMv ���~� âl� � Ä Ì
Ä � � � �M��Ä � Ç � ����
-� � ���30 � � �

&% � ��� ���G� � � �G0 
<7 ��


 ���4��Ç 	©Ç � 02 Ç �r� o�IM{K� Ì IMyKyJo

{K�



� LKN�� �~o[O � �M�¿ VÅ.eXIMHKN¿|�mpv×Q �r�   � � � ��� ����� � Ä � � �~� � t ���~� �¿ §È~t ���   ���cÉ �   ��� t � ��Ä°� � Å �  VÅ �   � ��� � �OÌ
Î§�   É§�u� � � Ç � 
10 
-����
1��� ���G� � ����

� ��0 � ( � ���G� � " � � �M7!�5�5�J�5��Ç,S � � � o�k � ��� Ä ��� ^ � ��� o�V � ��oÇWZ� � oÐÇ�yJI�Ç
LJIMH Ì LK{KyOÇÇW �   ���cÉ§�   Ía�  �t � É o

� LKH��zÊ)o�O � � � ��� �r� eXIMHKN&ãKmpvb^ � �uÎ§�   É§�u� � �P� � � � � t � � ��� Å � Ä��u  �u���ÐÏ � ����� � Ä�� �~� � � ÄT� �  jt ���~� �¿ AÅ �rÆ,�   �u�OÌ
��� �¿t � ��� � ����� � ÄË� ����� � �r� t � �M� ����� �Ì��� È~t ���   ���cÉ Ç �G
 �M73% ���3


<7�� ���



 ��0 � 
 �I��� �3��


 ��0 � �
	 ��


 ���4� ���G�
� � �C0 
<7 ��


 ���4��Ç~qU  �u����� Ç�S � � � o~k � ��� Ä ��� Ê � ��� oÐÇUIMLK{KyOÇ�LKxKN Ì LKLKHOÇÇW �   ���cÉ§�  Mo

{Ky



e �§m
n = 16

e � m
n = 32

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 1  10  100

M
oy

en
ne

 q
ua

dr
at

iq
ue

 s
ur

 [0
,T

] d
u 

ca
rr

Ø
 d

e 
l e

rr
eu

r 
su

r 
P

i_
t_

f

Nmax

erreur_MODOU1_CORR_0_MODOBS2_fin1024 | MC = 100 trajectoires | eps = 0.1 | Dt = 1/16 |Pi_t_f

pi_t_f1
pi_t_f2
pi_t_x
1/x^2

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 1  10  100

M
oy

en
ne

 q
ua

dr
at

iq
ue

 s
ur

 [0
,T

] d
u 

ca
rr

Ø
 d

e 
l e

rr
eu

r 
su

r 
P

i_
t_

f
Nmax

erreur_MODOU1_CORR_0_MODOBS2_fin1024 | MC = 100 trajectoires | eps = 0.1 | Dt = 1/32 |Pi_t_f

pi_t_f1
pi_t_f2
pi_t_x
1/x^2

eg� m
n = 64

e Å�m
n = 128

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 1  10  100

M
oy

en
ne

 q
ua

dr
at

iq
ue

 s
ur

 [0
,T

] d
u 

ca
rr

Ø
 d

e 
l e

rr
eu

r 
su

r 
P

i_
t_

f

Nmax

erreur_MODOU1_CORR_0_MODOBS2_fin1024 | MC = 100 trajectoires | eps = 0.1 | Dt = 1/64 |Pi_t_f

pi_t_f1
pi_t_f2
pi_t_x
1/x^2

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 1  10  100

M
oy

en
ne

 q
ua

dr
at

iq
ue

 s
ur

 [0
,T

] d
u 

ca
rr

Ø
 d

e 
l e

rr
eu

r 
su

r 
P

i_
t_

f

Nmax

erreur_MODOU1_CORR_0_MODOBS2_fin1024 | MC = 100 trajectoires | eps = 0.1 | Dt = 1/128 |Pi_t_f

pi_t_f1
pi_t_f2
pi_t_x
1/x^2

f �ÐÉK�   � IKv[Ya �  �  
Err(δ, N̄ )

��ÄT�Ë� �r� � ����� � � �
N̄
� �  �Ä ��Î§�  Ý�¿t ��� � � Å � Ä��u  �u���ÐÏ � ����� �

n
vje �§m

n = 16
Ç

e � m
n = 32

Ç÷eg� m
n = 64

� � Å>e Å�m
n = 128

onq �~� Ä �  Ý� �ÐÉK��� t ���~� Å �u�r� � � Ä
N̄ 7→ 1/N̄2 � � Å ���~� Å~��Ä �t ���~� Ä�Å �u�~� ��� Ä ���~���  �  �  VÄC� � � �r�r��� Å
� ����� ���~� Å �rÆ��   �u��� � �r� � ����� � Äze �Jo N§mpo)á �   �

ε = 0.1
o

{&ã



 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 1  10  100

M
oy

en
ne

 q
ua

dr
at

iq
ue

 s
ur

 [0
,T

] d
u 

ca
rr

Ø
 d

e 
l e

rr
eu

r 
su

r 
P

i_
t_

f

Nmax

erreur_MODOU1_CORR_0_MODOBS2_fin1024 | MC = 100 trajectoires | eps = 0.1 | Dt = 1/256 |Pi_t_f

pi_t_f1
pi_t_f2
pi_t_x
1/x^2

f �ÐÉK�   � LJvahj� ���l� �d� � �uÎ§�   É§�u� � �Ë� �Ce �Jo�ãKmn� �����
n = 256

o�á �   � � É � ���
ε = 0.1

o

{KN



�§m

-0.2

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1.4

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

Delta t=1/256

MODOU1_CORR_0_MODOBS2_fin1024.1

<V_t,x> par QTF
<pi_t,x>*<V_t,1>=<V_t,x> exact

� m

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

Delta t=1/256

MODOU1_CORR_0_MODOBS2_fin1024.1

<V_t,1> par QTF
<V_t,1> exact

� m

-0.3

-0.2

-0.1

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

Delta t=1/256

MODOU1_CORR_0_MODOBS2_fin1024.1

<Pi_t,x> QTF
<Pi_t,x> exacte

f �ÐÉK�   � {Jv9YE�r�¿� � t � Ä � � � �   Î§� Ä
k 7→< V̂ δ

k , x >
�§m[Ç

k 7→< V̂ δ
k , 1 >

� m[Ç
k 7→< π̂δk, x >

� m
� �����

δ = 1/256
� � Å

Nn = 100
� � � �r�r��� Å)� ���������~� ÄÝ�¿� ���  Ý� �X� � ���  �� � � ��� Ä �   Î � ����� � o�á �   �

ε = 0.1
� � Å

Γ = 0
ojq �~� ���r� � �
t ���~� Å �u�r� � � Ä ���~�Ë� �r� � � È~t ���  b� � � �r�r��� Å � � � �  VÅ ���cÉ � ��� � � Ä ���u�

δref = 1/1024
� � Å ���~�b���r��� t ���~�l���~����� � �����ÐÏM� ÅµÈ~t ���  Mo

{KH



�§m

 1e-05

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 1  10  100  1000

M
oy

en
ne

 q
ua

dr
at

iq
ue

 s
ur

 [0
,T

] d
u 

ca
rr

Ø
 d

e 
l e

rr
eu

r 
su

r 
P

i_
t_

f1

n

erreur_MODOU1_CORR_0_MODOBSx_fin1024 | MC = 100 trajectoires | Nmax = 100 |Pi_t_f1

eps = 1.0
eps = 0.1
eps = 0.5

1/x^2

� m

 1e-05

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 1  10  100  1000

M
oy

en
ne

 q
ua

dr
at

iq
ue

 s
ur

 [0
,T

] d
u 

ca
rr

Ø
 d

e 
l e

rr
eu

r 
su

r 
P

i_
t_

f2

n

erreur_MODOU1_CORR_0_MODOBSx_fin1024 | MC = 100 trajectoires | Nmax = 100 |Pi_t_f2

eps = 1.0
eps = 0.1
eps = 0.5

1/x^2

� m

 1e-05

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 1  10  100  1000

M
oy

en
ne

 q
ua

dr
at

iq
ue

 s
ur

 [0
,T

] d
u 

ca
rr

Ø
 d

e 
l e

rr
eu

r 
su

r 
P

i_
t_

x

n

erreur_MODOU1_CORR_0_MODOBSx_fin1024 | MC = 100 trajectoires | Nmax = 100 |Pi_t_x

eps = 1.0
eps = 0.1
eps = 0.5

1/x^2

f �ÐÉK�   � |~v�W ��� �¿  �°� � ���~���  �  �   e �Jo�ãKmz� �~�   �
f(x) = exp(−x2)

�§m[Ç
f(x) = exp(−x) � mË� � Å

f(x) = x
� mÒ��Äj�Ë� �r� � ����� �9� � ���~�b��� � � Ä ���u�

n
��� �Ët ��É�� t ��É Ä��M�¿t � oak � � � �  �  � t � ��� Å �M��Ä � o
|�x



 0.001

 0.01

 0.1

 1

 1  10  100

M
oy

en
ne

 q
ua

dr
at

iq
ue

 s
ur

 [0
,T

] d
u 

ca
rr

Ø
 d

e 
l’e

rr
eu

r 
su

r 
pi

_t
_f

n

erreur_MODOU1_CORR_0.5_MODOBS2_fin1024 | MC = 100 trajectoires | pi_t_f

erreur Pi_t_f2
erreur Pi_t_f1
erreur Pi_t_x

1/x^(3/2)
1/x

f �ÐÉK�   � �JvTYa �  �  �e �Jo�ãKmb��Ä���� �r� � ����� �>� � ���~�}��� � � Ä ���u�
n
��� �·t ��É�� t ��É Ä��M�¿t � oP^ �  �  � t � ��� Å>�M��Ä � o

q �~�l���   � � � �r� � ����� � Ä
Id
Ç
f1(x) = exp(−x) � � Å f2(x) = exp(−x2))

�¿  � Å �u�r� � ��� Å,o

|~I



e �§m

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

BURGERS | Dt = 0.02 (50 time layers) | N(50) = 400 | N = 16153 pts | T = 1 | sigma^2/2 = 0.1 | beta = 1"

Quantized solution
Exact solution

Initial

e � m

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

BURGERS | Dt = 0.02 (50 time layers) | N(50) = 400 | N = 16153 pts | T = 1 | sigma^2/2 = 0.1 | beta = -1"

Quantized solution
Exact solution

Initial

f �ÐÉK�   � yJv �j� � �����ÐÏM� Å�� � Å � �~� � � Ä � t �r����� � Ä � �be �Jo�IMx§m�� �����
δ = 0.02

e � o � o
n = 50

m[Ç
Nn = 400

Ç
N = 16153

Ç
T = 1

Ç
σ2/2 = 0.1

onq �~��� t � ��� t ���~� Å �u�r� � � Ä ���~����� � �����ÐÏM� Å²Ä � t �r����� � � � Å ���~� Å~��Ä �
t ���~� Ç ���~��� �~� � � Ä � t �r����� � o�e �§m

β = 1
Ç÷e � m

β = −1
o
|�L


