
we↳mesde probabilitésa un espace mestridesL
Plan :

1) Applications de Porte-mantec

2) Convergence étroite dans R
3) Taurion et theord me de Prokhorov

4) Proprietei topologiques de M ,
CE) i distance de Levy- Prokharv

5) Compléments de tropologies topologie faible - y su M
, (E) (facultatifs

1) Applications de Porte-manteau

Application Soit (E
,
al un

espace metrique séprable, Xa
, Yu des via

-La valous dans Slq Xr= X et d(Xn , Yn)=>0 . Alors Yn=X
Peave . On applique porte manteau .

Soit F femme, et notam Fa = Sacs de, a,
-

genue.
Alors B(Yn(F) - IP(XnEFz) + &(d(Xn

,
YuK, d)

Dons immp SYn=F) = limeep((XneFs) = P(XcFs)
.L

4 -

0

ne

Or P(XEFs) -> PIXEF)
,

Le qui
conclut-

faunede Stutsty) Scient (E, AE) ,
(F

,d) Separables .

Xn= X damE , YnEcy dont arecy of fixesL
·

Alors (Xn
, Yu) => (X , y)

Preve U

->

On
pose

minit ExF de la distance d)(a
, b), (a ! hi)) = d=(a

,
a)

· Aimi(Xng) => (X , y)-L
-

-dF(b,
b ! )

Pan aillan
, d)(Xncy) ,

(Xn
, Yn)) = d) Yn , y)- 0 .

D'a le résultat



N

gence étroite dansR2) Commen
On hote R

*
= { (W , , ---) : Vis,mic] l'ensemble des

sites récles
.

R⑰sur
⑦N

N

Dition : La tribu produit nu
,

notées
,
est la plus

petits triben surBL)

L
-

R

N

qui
rand

pour
trat b

,
les application #mi R + (R

,BR)mesurables
kilis

. 1 UR

Ell aut parfois appelée lindrique

Marques On Vérifie que :

· les ensembles de la forme E Kali, iC
,
EA , ... in

Abl= TA)n--- ARS

pour
A

..., AREB(Retecisssik , appela inces , forment un systeme

géneratem de BRIL ①N

N ④N

ii
, I

in

· Une fonction (, 1- (R ,
BRI) ent mermable si Fr, win )

~1- (e: (a))
: >

,
I

est mermable . En particules CX) af ene va Ca valau clan RS

sei Fic, Xi est une via
-

Dhron Soit Mer ,
()

-

Pounais-sim
, an note Missi la mesure image

N k

I
de

p par l'application

(

R -> R
·

Si

(Xlis ,

a pou laim s
Kil, te (en --Wire)

ject la loi de (Xis --> Xip) -

Les mener [Minibississir I sout

appeler m de dimension de M
. La famille formée de toute les

marginales de dimemion R
,
k

,
I

,
est appele famille des marginale de
-

finiede
m . Sidi en abrége)



P Nroposition the meme eMRC et caractérist par ses marginales Sidi
-

N
rLIn particulier ,

Ca lai d'une va
. (Xi) Et ent caractérisés

par ses lors fidi
i)

, 1

Pas Lec provient du fait que les cylindres formant uni systeme

générateu de (R**, et dans deux mennen de M I (M) qui coincidentL B
I

dessus sont égales d'aprè le laume des classes manatomes
N

En tannen probabiliste , (Xlis CYilis Es Kais ..sin ,

Xi..., Ximl"
SYin --Yir)

Dancesen
Pou

power pala de convergence etrate dom R, andefinit une

distance seR

finition Pou (ile , ilis, e , on pose
↓
- Wi-YilL d) (Milic

,
: <lis

,
1 = 2 - -L

i = 1 1 + (vi-Xilzi

Si Mili , et ( il coincident sur les K premier tannen Sie Hypowick,

on a diculi
, Gilia, )-

En particulier , les sites de rationnels nulle à partir de certain

Lang sort deman danR, qui
at donc separable

On vérifie amsi que [If femille d'exos]

Gil et seili,
,
dan- 0

E
Fis,, s! Et e



Requefaultableendestaudmestesletopologieproduit MuReet en
line collection d'events) pour laquelle touts les projection R

sont continues

Q
Lame La tribu doveliame BIRM) coincide avec la tribu product BCR)

④Preuve
· BIR CB /MY) can las projection TR sont continues-

· Pou l'autre inclusion
,
soit ();

,
ens suite dene dan R*.On

définit N
,
= { iler : 12..-: 1 pour < <i<b] ,

awert

de ma
, appele ouvert alimentaire .

Comme it
y a un nombre

dénombrable de tels avents
,
il suffit de vérifier que fout ament

④N
de

*
est union d'oments elementaires

.) can ils sont dan B(R) (

Pou ala
,
il suffit de monter que FO avat, Fato ,

il existe un awert

élementaire contenant et indus dans O .
Pou da

,
soit eso by B(x,36)CO.

On choisit alors Met k ty <Set 2
,

et 23 Ag
-R

d(y) ,
x) < +M 2 .

-

1 + 1M

Or vérifie alors use Nm et que Nin
, m

CB(x , 32)

>N⑥Convergence étroite dans Il
Dan RI la a en loi est equivalente a la convergence des

marginales fini-dimensionnelles :



NTue Soit (X X des via de R
.

Alors

LXix Kesi...sib , (X", ,
--- ,x), (X

-..., Xin)ik

N k
Pane : # Clair

par
continuité de His- - in

: R - R

sili, (usei - ---gusites

⑰* Soit fiR
*
- lipschitziere bornes .

Soit 0
,
0 ty d(u

,y)( =) (f(x)- S(y)) - 5 -

N

pour
vi

,
= 15

Onchoisit alors Kit in Wet or sit
I E

1158(X
..... (]-E58(Xe ,

... / ETEnXi .
--

,x ,
0

,
0

.... (1)

+ #518/X, ... X2 , 00 ... ) - X ,
.. - Xx,, a - - x]+ xx ,a

-- ) - X
,

..
- (]

-
-> o penly pothese
n - 0 -E

Ceci conclut par porte-manteau
-

3et Alime de Prokhoror
Avec la sepanabilite ,

la complet de joue en rile important dane h thin de
Prokhorov

. A Contrairement
a
la sepanabilite ,

la completude bat par une

notion topologique : (E
,
dil et (E

,
del purent ale homeomorphes arc C

,
dil complet

et E
,di) pas complet (par ex E=1

,
d

, Kylus-y) , daK, y) = lauctanlus) - auctancysl)

Ditian :

Soit (F
,
d) un espace metrique et ACE

· On dit
que A est précompect si VEso

,
A put stre recouvert par un

-Lnombr fini de boules de
nayou E

· On dit
que
A estetcompact si est compact

Exemple : E expace métrique compact est précompact et complet



Rema A est selativement compact l detaute suite de A an put
extraite une sous-suite qui converge

En particulier EUn :,13 est dativement compact es extraction de
= y extraction to doxim Ins, comenge

Lanne A recompact Es A précompentI

Pare : Eclair

⑰ Si ASUBlan,) , Vérifions que c VB(an ,22) .

nx,

Soit ye *
et
ynty aue gutA .

Soit no ty diy ,Gro
Soit n

, ta YnotBCOmE) . Alors y Blan ,26)painégalité triangulaire
⑳

défiton.On dit que
SE

,
d est ains'il est séparable et comptee

: La vinie" définition d'un espace polonais et un espace topologique sepanable ,

metricable arc une distance complete . partic sl main pou simplifierLdans le com, polonai metrique, complet , separable .

Le résultat suivant sena tran utile
, of famille dexercices pour la preuve .

Proposition Soit (E
,
d) complet ,

A CE
. Alors

-

A précompact C A relativement compactL
Diction : Soit SE

,
d un

espace metrique

I
· On dit qu'une mesure pe M

,CE) et tendre si VELO
,
IK compact ty pulkk, s

· On dit qu'une famille MilieI de mennes et tende in

Esco
,
5K comport , inf MICKIC, 1-2



The famille devariables aliatoires est tendue si
la famille de bas los elect

Proposition Soit milici un famille tendue si (E,
d) et f : (E

,
d1+ (F

, d'

continue .
Alors (8a MilizI ent tendue ,

or by Mi et la menus image da pei

parf .

Preaue : Soit so et compact ty V Milk)>1-E .
Comme fet continue , 8CK) est

-

comport . De plus , 8 8(KICK ,
don i frMi(8(K) = M: 18 (8(KI) Milk -- E

&

⑱tion Soit (E
,d polovain et M M

,
CEI

. Alors pet tendue .

Race : Soit Cuble, une suite dense
.

Soit so . Pour tout s
,

on choisit Noty

I I (vm
, 1) 1 --U

zu

On
pose

alors K = 1 BCum
, t) :L

Nu

n>
, 1 R = 1

+

Kent fere et procompact .

Il act done compact
Par aillem 4(K) ..Emprun , Il) Ei= s

Es

-in Enin e
etroitement

②Si, Al est polonais ,
la raplaque et vraie

On caurence par un lemme :

⑱position Suit (E, de metrique séparable .

Alors E est hamsomorphe a

Lun sous-ensemble de (
,
d)



Prene Soit (zis , une suite dense de E
.

Or
pose-

: E - R
re (dE( , g" ) (i), 1I · best continue can

Da
convergence dans

aut la
convergence des coordonner

· Supposa &(x) =E() .
Si y ,

on choisit gity d , j)Ce
On re pet avoir d(

, gi) = dy ,3) par iregulite triangulanteE

E Supposon (v) -> Els Pan l'absende
, supposons Xxx .

I existe alors co et eme extraction ply Fr , du* l,

On choisit grity &Gr , a) <
.
Alors daP" ,yI

Dans est un Lame amorp

E
>

OrdsP ! gi) - E , yr) ,
absande .

E

hisms su son image
~

Revenons à
la
pane de

tun de Prokhoro :

awede cent be serve le plus utile
,
man ausile the difficile .

L'idée est de traiter successivent les can RI
,
M

,
Ec

,
E

· Le cas a ets ver au cours
,
le ca R se traite de même

of feuille d'exosl ou Kallenbag- prop
5.

2
. 1)

↑ R
· la FERY : Notons Tr

: Re + De
, continue . L'image

celia
,

les (0,
,

---k)

d'en compact par renc fonction continue étant compacte ,

Fr, Mal est Fendere dan R .

Par procide diagonal ,
extraction y ,

5 extraction pry si v
=

y04 ,

V (Tr Masallus converge
straitement ver une menne re , ()



Les Wal
,
étant cohérentes (i . e Un URI , d'apreile the oveme

d'extension de Kolmogorov ,
il existe r M

,
(R

*

(ty #pu= un Va,

Il s'ensuit
que Mosa =V,

can dan RY la convergence traite

est équivalente à la comergence etroite des marginales fini-
dimensionnelles

.

· comport (E= union dénombrables de compacts)
NEstaut séparable ,

tat haméomorphe à un sous-ensemble de A
, qui

est o compart)elimage d'un compact par une fancion continue et compactels
et a fortion memuable dan R

La
convergence étroite datension état stables

pan composition pawere fonction continue ,

on heut supposer que ECI ave
s
E mesurable

.

On vérifie que BIE)
= {A = BIRY) : ACE] (exo)

IOn stend Manus en posant Mm(Al= MuCArEl pou AGICMY) ,
N

in In est bas mesure image de Me par
elividenion I : E -> se

,
continue

x1 xx

⑧Aest tendre .

En effet , satkaEcompact Ag Un MuCkK, 1-3
.

Alors Kentrncompact de MY et Mn(k) = MnCKK, 1- 3

Soit yextraction . D'aprè estape précédente ,
7 4 extraction ty

sic =

y04, (Fosueu converge étraitement ver mer ,(
*
(

0b que MCE ! Soit Ki compact de Etaprin(Kik, -I Yuc,

Perisque Ki est ferme dan I* exol , par
Porte manteau

,

↑EK, j(KiK, linsp Focus (Ki)= limmprasu(KiKs 1- 1r - 0 n-

En faisant i - s
,

on obtient ↑(E)= 1
.



On définit alors su E en posant M(A) =M(A)
pour
AGBCE) -

LOrique Mosa - M .

Or utilise porte-manteau
Sat Doment de E

.

Alors O= Elo avec avant de RY (exol
,

=Ye(E) (cap(El=
n -> =-M(0)itimingMotsaLimit maisalitet en

0~ pose E
·

= ki , de sorte que MulEo= 1 Fr,

On applique le cas président a
n défini sur Es par ICAI MAL

(En particulier, comme Mulfol=1 , Mn(A) = MCAEd pomAtBCEl)

( Fun) u ,
est bien tendre a Vis: Ins, Fun(Kil, 1-1/i arckicompart)I

On definit alors M par MCAl MAREd pour AGBSE).

Sat yextraction ,
7 pextraction by six =

you,
alors Mont = M

, (E0)

MO conduct que Mast M ,
car Moss et sort les mesures

image de Mos et
par

elindenion I : ExE , continue
di->x

- -

de On suppos (E
, alpolonais et Vu , zY taboysu ,

traitement

Soit (ili , une suite dense
.

Vérifian d'abord que Vb
,

1
, IN ! Yuc,

1

, pu) BKCi))-
Gran

,
R

,
et ensuite panste Vr Man ( Brui , Ell-

Soit alors 4 ra Moyens -> M .

Par Porte
- Manteau

, pou
tout me

, I

1- > linit Ran( Si il, linit ManileBi Il
p) Blais)



Donc en faisant m +x , M(E) <1- ,

absence
-

On pose alors K
= 1

*

5 (di
·t)

Comme precedent pour montre qu'ame menu de proba surL k > 1 i =

in
espace polonan est tendue ,

on voit que Kat

compact et que Fnx
, I

, pak)S/ 1-5
N

faire Soit(E,
a) polonais, salu ,

suite deM, , Mer , M
-
Alors

Mu= esi SMn'n est tendueL E si pextraction et -el
, (R) + Mon V

s
alors

p
=

La
prene

et la même
que
alle vere

pour E= B an cours t
.

Rationprobabiliste : Soit (XuIns ,
X des va à valum dans

en

espace polonais .

Alors

XnX ssi (Xubertrande ,
i Fro, kscompact , linmB(Xnk)L E sixpan, i, y ,
alors Xy .

AhahronSoit (XulnetYtr"y a ralen samed
et se et

LAlors (Xm
, Yn) , (Y

,4) ave . * Ex
, Ye" y.

et Y

Prene: :/ XusYallus ,
est tende

.

-

En effet , punique Xn> X
, Y figy, pour

sc
,
I compacte K

,
Ide E

,
# Aq

&(XnEKK, 1- 3 et >YmEKK,
1- 9 .

L



Alors &SSXn
, Yn16 kxVK,

1-23 avec KXY compact de Ex

: Unité de la limite
Si (Xyss Yycas) , (x15) ,

alors K8EbIE) , KgEbysE'I ,

#[8(Xyn) 8 (Yyn13 = #58(Xy ,n)] #Ig(Yyn17
↓ -x ↓

#[8(x)y(y)] -59(x)] #5y3y)] .

Comme dans la prome de ports manteau ,
con approche Axxxx arc

fera et on conclut
par

dasse monotone

-



ritentopologiques deME
Soit CF

,
d) an espace metrique .

finition Pour pireM , (E) ,
on pose

L dyp(Mir)
= inf(330 : XAtB= , M(A) - V (AS) +Get v(A)=M(A) + 53 .

on = {cE :
dIc

, Al < E 3 et l a voisinage avert de A

Spect appele distance de Levy - Prokhorov am M
.CE)

sition dup est une distance

Rarei . symétrie : or inégalite triangulaire : provient de (A
* **

· séparation :

sidply ,r) =0
,
alors

pom
tout farms F

.

p(I) = USF)t et r(F)1p)F)+ -L Cons F =
ni

, en faisant- oven détent p(F) - (F) et (F= S

r>
,

I

Donc Mir s les femmes-
Dans

p
= v

~

Il put parfois être white ditaliser une définition non symetrique de dup :

Samma :
On a dy(4 ,

r) = i3330
:

KAGBE , MA) - USAS) + 13L
Prene- Soit S>0yKABE , M(A)-X/AS) + E .

Soit AE BE

Onvérifie que (A! )"A ,

de soute queL01A) = 1
- r(A) < 1 - r(((a))") <1- M)"(as)) + 2 = p(Ai) + >

-

La distance de Lay Prokhorow at lie a la
convergence

traite

Position Sat spala, une suite de M
, SEIet ,

CEC

① dyp (MM) -> O implique Mr ML② Si Fent siparable , Mn=y implique dyp (fl 0



Aimi
, lorsque Fest séparable , dup metrise la

commergence
etroite su M

, CEI

Reve : ① Or
suppose dyp /Mn , 4) ->0 .

Soit Ffaumé ,
0

.

Soit woty us
,

no

implique MusF) =>M/F3)+ 2 .

Donc linemp MuSF) <M/F3) + <-

n - 0

En faisant -0
,

an en déduit
que limmp MuSF) < MSF)

L - -

Dove par porte-manteau , Mr M

② Soit E separable et pr => M .

Suit 30 -

On
my pour naussy grand,

XA-BE , M(A) <Mn/A)
+ 25

On
remarque que pour AeBE ,

comme APetorrent
, par porte manteau s

M(A) = M/A3) < MulA) +3 pour n areg grand
La difficult et de le faire informement en A .

Pou
ca , on utilise les3 séperabilité par se restreindre à rm nombre fini de A .

Soit (ili ,
une site danse das E .

Perisque E=
_
UB(Un ,

il existe Ntq p(
,

Blan)(, 1-2-

Pas porte manteau ,
il existe no ty us

, no implique

Mn(0) < pl0)- 3 pow
tout O de La forme Bl , ) ...UBlin

aves R =N et 1 i
j iz< ... Lip = N

Soit ACBE quelcorque et posons Op
= VB(un, )

2 i N

BIYi
,
EIRA FO

Si Arop, BK
,
51) ,

dans et dan un ensemble de menne S
,

dos M(A)
< 410A) + 2 < Mul0A) + 2

Or OACA ! Don p(Al-Mu(A) + 25 -

Don dep /4 , puled d'apindbue president
a



deAhr de Prokhara Si(E
,
dat compact , alors

(M
,
SE

, diph est compact
Prae
-

Soit (Mulu ,
une site de M

,
El

.

Il suffit de ma spuluss
admet une valan d'adhérenc .

Caune E estcomput, salu ,
est tendre

Il existe done
y extraction et que M

,
(E) by Mycal => M -

Comme E at separable , Mycn) -> In dans (M .
CE)

, dip)-

e

Remarque Lorsque CE
,
d) est separable ,

le theore me de Prokhorov se reformule
en

:

si ACM ,CE) ,
la famille [MiqeAl est tendre en A et relativement

compact dan (M , (E)
, drp)

Time Soit (E
,
d) am

espace metrique
① Si Ent séparable ,

alors (M , /El
, dup) at separableL② I E et complet séparable ,

alors (M ,
SEI

,

d pl est complet separable
Prae : ① Soit (cilis

,
une site danse de E . On

ug
sensemble des mesures

mt M

et sal des national de source I est deme
.

Soit EMCEI

Sont co
,
MC

, #MCAtq (Em Blumas (1-2-

En remplaçant les Banss par
des intersections de celles , on emit

I
de la forme v

= Z idem avec MCI
,
#MCD

Blum ,
a) = W Bm awe xmem(B(um

,
2)

On pose alors
= I emdem ,

aves semb charisty/am- Ball
meM

SAEBCE)
,
on pou A

= N Br -

men
, BA=

Alors q(A) <p(A) + p(A)E) < MCE) + & .



Or Ip(E) -viEll E et Ec A
,
donc

M(A) = ~(A) + 29
,

donc dp(4 ,
N) < E

② Soit (Mains
,

une suite de Cauchy pou dep -
Il suffit de

my (Mulns, est

tendre Celle convergena alors vers
cette valu d'adhérence par propriete

des
miter

de Cauchy) .

Soit co
,
et
y
extraction Ay

Vis
, y(1 , dyp) MisMysne) = E

2

Partension de Mi , ..., Myens ,
il existe Kn compact ty Milknk, 1- I

pou ii1 , ..., y(u)-n = 1

2

Alors
pour icycul , Milk*"") > My SKn)- ---

Cet aussi vrai pour i = 1
,
2

,
-

, Yeu)

En posant K =1in
,

on vérifie que k est compact
n -,

San preccompact) et de Mesure
,
I d

.

Geei conclut

et gene -



amentsde topologie(faultatif)
Quelques rappels de topologie (of par exemple les voles de cours logie ,

etsall différentiel de Fridinis Paulin , disponibles su san

pege
webl

· Un togie zu un ensemble et un errentes de parties de Es

appela aurets tel que :

① Toute internation finia d'aliments de O appartient à &

② Toute union d'éléments de d appartient à
D

.

Un
espace topologique et an ensemble men d'ane topologie .

· Une bats d'un
espace topologique (E,

Of et ene partic ( de fille
que

tout ownt de E soit union d'aliments de B
,
ie Fred

,
Xow

,
IVE B

,
cover

Ibat possible de montres
que si

CE
,
P a une base denombrable derents

,

alors E est séparable .

La reciproque est taie dans an

espace metrique,
main fausse er général (prendre par exemple E = R mini de la topologie
cofinis ,

or les ouverts sont pet de la forme RIF avec FCI fini)

· En général
,
la proprists atre une base d'aments d'ans centaire topologie

nat pas automatique pou
an ensemble de parties d'un ensemble .

Cr
a

toutefois le citete suivant
:

Si Becture partie de PIE) by UI
= E et by

Tr
,ve ,
Korn

, zweB ,
newawev

,

alors l'ensemble & des unious d'ilements de Bet la topologie engendre par
B. En patiadier ,

Bat ens basse d'owats de sa topologie engendre



Splas petite topologie qui contient BL
· SilE

,
d etu

espace topologique, an dit gutene site (en) d'éléments de I

Courage Vers E si XWEOtqueN ,
7N 1qnx N = UnEN

Alation : Deux topologies différentes perent avoir les mêmes suites commergeantes

Irendre par exemple N reni de la topologie dismite Squiat metricable) Is
et +2 = {ACN : 11A a

[ = < +b)
neNA

· Si dat une distanc sur E
,

ensemble O des patien Was Etelles
que

FEN
,
7520

,
Blu

,95 et enstopologie su E
, appela topologie-

indute pand .

In
espace topologique (E,

DI at dit misable s'i existe
-

une di

· Les votion de "Its à base dénombrable d'aents"
,

de "Séparability" ,

de "convergence" ,
de "Etre metricable

"

sont invariantes pas hamee morphismes
-

Ilert parfois plus naturel de directement de finir une Lopologie
saus reference a une metrique , qui peut tre pen naturelle ,

pas
commode a utilisen

,
on marement canonique .

Pan ailla
,
un espace lapologique pet atre complet on

non complet pour des metriques qui le metrisent
C It

pour
cette raison

que
la "boune" difinition

dan
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Mettons es autre ce qui preside dans le cades d'une topologie sun

l'espace des mesures de probabilite
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il est naturel de considera la plus petits topologie
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Prae · Ces parties sont bien des averts de la topologie faible - -
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· La topologie engendia par cette famille rend la fonctions preplf) pour
8 = (b(E) continue
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done elle contient la topologie faible --
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Propositio 1) Soit Ma , MEM .
CEI
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Alors Mr] In esi put ↑ an same de la topologie
faible - *

2) Lorsque E est séparable, du metrise da topologie faible - -
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Puisque MutM ,
mas /Mulfil- M/fil) ->0 et donc MncBep , GrifuMick

pour nasey grand
· On

suppose Mr-Man sans de la topologie faible - - . Alors Vf=SCE)
, Faxo

Mut B,,g) pour nousey grand , i . e (Mn(8) - M(81)=1 .

2) . Soit un ouvert faible - et meu .
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par
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en supposant que XSco, BayM,
3) Kr .
It existe alors une suite
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Mute , (E) tqMutpe et MnEW Fus
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Mais on a ver

que Muspe implique pu M / et part) cela implique que

Mu -> M pou
la topologie faible --

, absurde
· On montre
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de
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de sort que Dis 81 IBI
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--/ N3] ,
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p pour
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Moutrousque VC Bap (M ,23) -
Soit ASBIE) et

posons

IA
= {i = 2! -

-

,N] : An B(xi,) = 3 -

Comme (BIA) A ,
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M(A) = M(B=) + M(A B
=A)

A

M(BFA) + M (YrB(xd ))
↑(8 =A) + E

<r(8 =a) + 22

<0((BEA)) + 25

=r(A) + 25
,

d'a l resultat

a

Lorsqve Ent un

espace topologique metrisable et que M ,
(E) est

muni de la topologie faible -

,
it ent possible de montren

que
E compact E M , CE) compact

-

E séparable E) M , /E) séparable
E polorais El M

, (E) polonais


