
Cours 4 : L'
espace des fonctions continues sur un

CompactFlash
: 1) Caractère polonais

2) Marginales fini - dimensionnelles

3) Convergence en lui dans cet
espace

4) Compacité dans cet
espace

( Angela -Ascoli )

Notation Si × , y sont des espaces métriques , on note CCX, y)
l'ensemble des fonctions

continues de ✗ dans Y , muni de la distance dl 8) g) = sauf
,
dy ( six) , gin) lorsque✗

est compact
1)Caractérepolonais

Proposition Soit ( K
, f) un espace métrique compact et (E) un espace polonais

( Alors ( CCK
,
E) , d) est polonais .

Preux: Complétude : Si ( fin
≥ ,
et de Cauchy dans CIK

, E) , alors Vx c- K
,
llnlxlln≥ ,

est de Cauchy dans E
,
donc

converge vers une
limite noté flx) .

On vérifie

alors
que dlfn , 8) → ◦

et
que JE CCK,E) .

Séparabilité : On
pose pour min ≥ 1

Cm
, n
= { f c- CH, E ) : ¥ y c- E , pi ", y ) ( tn =) d / S'al, s ' y )) < tn }

Puisque Kent compact , pour tout m≥ / , il existe un ensemble fini
,
, * = ↳↳÷ ,,. . ... a.⇔ .

.
. .

, , } .

✗ C- Km

Aussi
, par séparabilité de E , pour tout n≥ l

,
ilexiste un ensemble dénombrable

Un = { uê ,
Uî

,
_ . } d'ouverts qui recourent F- et de diamètre < I

I



Enfin , pour un km - uplet ( in -
-
-

, ien ) d'entiers ≥ 1
,
on note , si elle

m ) ~
M

)
n

existe
, Ici

, , . . , inn,
C- (
min une fonction d'elle que f , i

, .
. .

, in!
"Î ) C- UÎJ

pour
tout 1 ≤ j ≤ Km .

Soit ☐
mn
l'ensemble de telles fonctions .

Vérifions que V8 C- Cm
, n ,
7 g c- Dm

,
n tq V1 ≤ s' ≤ km , d / f197, g ' ≤ tn

Pour cela
,
soit 8E Gyu ,

et choisissons iz
, .

. .

, item
tels

que

m
)
n

fl >Î ) C-¥. pour « j ≤ km
En particulier Ici

, ,
.
.

, ium,
existe et

g-- FÎÎ. . . , im,
convient ( can diam (UÎK tn , ki ) .

Soit maintenant D= U Dmn ,
dénombrable

. Vérifions queM
,
n

D est dense dans CCK
, E) . Soit f C- CCK, E) et ce > o . Fixons n>3K . Puisque

f et uniformément continue , 3m71 4 f c- Cm
,
n .

Soit alors g c- Dm
, n

tq d ( ftp.t/ginI)C-n-V1 ≤ j ≤ te
-

Par inégalité triangulaire, on déduit tfxek , avec x? tq XEBGÇ?, fin ) ,

dlflxligcxhc-dlflxl.SN?Y)tdl8CX.YkgtxYDtdlglxY),gCx)) ≤ In ≤ E.

a

2)Marginalesfinidimensiounelles
a)l'espaudesfonctio_

Soit (E) d) un espace polonais et I un ensemble quelconque .

L'ensemble Ë des fonctions de I dans F- et naturellement muni de la tribu

produit ( comme pour
BN dans le cours 2)



⑦I

DYiniti-i.hu
l'Édit sur Ë ,

notée BIE) , et la plus petite tribu sur Et

qui rend pour
tout TEI les applications Tt : Ë →¥

, BCE ) ) mesurables
( "iii. ± '→✗

t

Elle et parfois appelée tringlerie

Remarque On vérifie que
:

• les ensembles de la forme { Hili ≤I i x, , c- Ai ,
. _

,
✗
tu

c- Au / = IËAI ) n -
-
- n IÏPAK)

pour Au
- -

,
Ak C- BCE ) et tu -

-

, tk c- I
, appelé cylindres , forment un + - système

⑦I

générateur de BLE) .

I ⑦I
) et mesurable ni tic- I Wts ni ' u)Je g.µ..nu , ,

≈ ,→ , ⇐ µ,

W → ( Kiln) ) it I
est mesurable . En particulier ( Xi )

,

-

←±
enterre va ( à values clan EI)

m
' Vi c- I , Xi et une vice -

Définition soit petit , ( É ) . Pour ii. . -

,
in c- I

,
on note lui , , . . , in

la mesure image

de
µ sur CEÎBCEÎ

"
)
par
l'application Ë → E

"

.

Si (Xi )
; ⇐±

a pour
lui
µ ,

Kilic. [ ↳ ( Xii
,
_

-Mik)

Cleet la loi de ( Xi
, , _

-

, Xipe ) . Les mesures { µ ii. . - , in i in - -

,
ils c- I } sont

appeléesmaYM.mu . La famille formée de toutes les

marginales de dimension K
,
bal

,
et appeléfamilledesm-inolesdefay.u.in

, gym,,, ,

Proposition Une mesure prendË) est caractérisé par ses marginales f-di[En particulier , la loi d'une v. a. (Xi ):< E- EI est caractérisé par ses
lois fidi



Preuve : ceci provient du fait que les cylindres forment un ☐ - système

générateur de TË , et donc deux mesures de lli ( EI ) qui coince
'dent[dessus sont égales d'après le leurre des classes monotones .

~

L'avantage de ce point de vue et l'existence de v. a :

Théorémedlexteusiondekolmogarov On se donne sur EI une famille

de marginales fini - dimensionnelles { µ i , , -

-

-

, in } cohérentes
,
du sens ou

[ Le Hi . . . . . , xiii) = µ .. . . . . .in ,

alors tu ≤ ; ≤nid ✗ i. , . .
.

, Îij , . .
- x

in ) )

Alors il existe
µ

c-U
, (EI ) dont

= Min -
-
-

, Î , _ _ , in I
le
^

signifie←
qu'on énerveles

marginales fidei sont
celles ci -dessus le terme .

Ceci permet par exemple de définir le cprê) mouvement brownien

comme variable aléatoire à valeurs dans RR?

Ptf en général É n'est pas polonais .

le cadre n'at
pas

bien adapté à

la convergence étroite !

blklespacedesfonctionscontinues-Notousr.ci
C = CCK

,
E) avec V1 compact , (E, d) un espace polonais ,

et Be la

tribu borélienne sur C .

On note Pc la trace sur c de la tribu produit
BCEÎ"

,
i. e Pc = { A nc : A c- BCEÎ" }

.

Demanière équivalente , c'est la plus
petite tribu sur ce qui rend toutes les projections +c- : C→ E

f S ( E )
mesurables ( cf feuille d'exos)



Proposition Les tribus R et R sont les mêmes .

Preuve : ⊕ Puisque Vx c- K
, ⇔:c→ E ent continue , elle et mesurable

pour Bc .

Donc Pe c Bc

⑦ Pour montrer que Bc CR il y a deux étapes -

Étape : les boules ouvertes de C sont mesurables pour Pc .

Pour le voir
,!" " " " """ '" ' " '

"
" """

"" """"
S ↳ DIS , 8°)

DCK dénombrable deux
.

(C) Pc)→ ☒| " '""" '"' = :-B " "" '"""et m'÷"" "→ """ """Rs → Rsent mesurable ( c'est la composé ¢0117 avec Cf i y ↳ d (y , joue,)
continue donc mesurable))

F : (C)Pc)→Rat mesurable comme le sup
d'une famille dénombrable d'applications

mesurables
.

Ainsi
,
Un>°

,
F-

"

( EO
,
r E ) c- Pc

,
i. e { SEC :D/ ff07 < r }C- Pc

Étape : Par séparabilité de C , tout courut de cet union
dénombrable de boules ouvertes 1f feuille d'exos) . Cela conclut

.

~

D'après ce

qui précède ,
les marginales fidei { µ ti , . . . , c-rien , tu c- K}

d'une mesure ↑
c-Ucc ) la caractérisent .

L' ensemble { ft Rt
""

: jet continue } n'ut pas
mesurable

par rapport à BCÀ
""]

( cf feuille d'ex ◦ s)



3)Connengenuenloidaustspae
Définition Soit peu , µ tu ,

cet
_

On dit
que p.eu converge vers µauseusdesfi-disiV-tir.tkc- K

, fun / t , , . . , tu ⇒ µ ti , _ -

, tu -

On note peuÏ µ .
De même

,Que gu.pe (✗ nyn ,, , de v. a à valeurs dans [ •mange vas ✗ au sens
des fidei si Itti , _ _ , tu C- K ( til ) -

- -

,
✗ultra )) ( ✗Itil

,
_
. _

,
✗Hk ) ) _

! Attention ! Par continuité des projection, la convergence étroite dans C

implique la convergence des f-di. Cependant, contrairement à Î la réciproque et

fausse :
Soit U uniforme sur toi] , Xnlt) = man ( o , l - n IU - ti )

pour
◦ ≤ C- ≤ |

✗n

Ei
Æn

Alors XuÏ, mais Xu Ï , o dans C. En effet , si c'était le cas, puisque

sup :c → Rs est continue , on aurait
1 = sup✗ ne

0
,
absurde

.

Cependant , on a le résultat suivant :

Théorème Soit peu , µ c- niet

① peu⇒ µ ni peu -7 µ et ( pen)» , ,

et tendue§ g. as g.a. a µ, •magent et ~ (µ ,,,, et pendue ,
alors de •marge

étroitement .

Preux : ① Ok
par
continuité des projections et le thon de Prokhorov .

⑤ D'après le thon de Prokhorov
,
il suffit de mq si µ%, ⇒ ~ alors| µ

= ~ .
Mais alors µ ¢ , n ,

Ed
, → . Dan, µ

et ~ ont les mêmes p.de,

donc sont égales



( go, , µ ,, , , µ, µ y. don, µ ,µ, µ .
☐an . µ. ⇒ µ pan①

~÷::::::::::::::ïiïiiïïïi
. .. . .

on a
(Xu ( ti ) , -

-

, Xd tn )
) (✗ ( til , _ _

,
✗( tn ) ) et ( ✗ nln

≥ ,
et tendu

.

Remarque Étant donné une famille F de fidei cohérentes , d'après
le thon d' extension de Kolmogorov, il existe µ tuKRÎ

" "

)

dont les f-di sont F . Mais rien ne garantit qu'il existe une telle

µ
t U

, ( C ) .

D'après le théorème précédent ,
n'ut le cas si les f-dis F

, n.mg, g.a. µ, gum,, go.am , u , , , , .

Pour appliquer le théorème précédent, il s' agit maintenant
d' identifier les compacts de C-

4)Compacitédausc
La notion d'équi continuité est fondamentale .

Définition Une famille F C C C X
,y) est dite e-qui continue si
-

VE > 0
,
7 y > 0 , Va , y

c- X
,
V ft F) dxlx , y ) ≤ y

⇒ dylf (x )
, je y 7) ≤ {

En notant
pour 8 c- '≈ et

y > ◦

WI f) y )
= sup { dy (Stu , Sly ) ) j x / y c- × ,

d
✗
(
my ) ≤ y}!

www.nugimg.az



[ c'est équivalent à V-E > °
,
3- y > °, jpg

wl 8)g) ≤ E

Théorème (A-rzeta-A-d.IS ◦ it ( K , d) compact et CE , d) un espace métrique complet .
Soit FCCCK

,
E) . Alors F ertrelutiv eurent compacté dans CCK, E ) s si

• Kent équi continue

• 7DCK dénombrable dense tq ttx c- D ,
Fcn) = { gcx) , ft F } est

relativement compact dansE
-

Preux ED Soit lfnln≥ ,
une suite de F. On trouve une sous - suite qui converge

uniformément . Ecrivais D= { an : n ≥ , } _ Puisque Conlan)) n≥ ,
C- FUI , compact dans E ,

il existe
par procédé diagonal une extraction y telle que

( hein , Can ) )», ,
converge

Kk ≥ '
-

Posais gnlx ) = fan , (x) pour simplifier les notations .

• Vérifions que ttx c- K
, Cognin)) n

≥ , converge .

Comme F- est complet , il suffit de montrer qu' elle et de Cauchy .

Pour cela
,
on fixe E > ◦ d'

y >
° 4 sup v18 , g) ≤ { .

f. EH| a.www.sina.irx.in .

i = i

Pour 2 ≤ i ≤ l
, puis que

'gulai))»
, , converge ,

elle et de Cauchy .
Il existe donc N tg p , q ≥ N ,

1 ≤ k ≤ L ⇒ d
E (Gp ( are ) , gqlak ) )≤ E

Fixons x c- K
.
Soit 1 ≤K ≤ L tq du ( x, ar ) <y . Alors

pour p, q ≥
N :

dEl Gpla) , gq ( x )) ≤ DE ( gp ( x ) , cfplaie) ) 1- DE ( gp ( art , gql an) )
+ DE ( J

q
( die ) , gym ) )

≤ 3E
.

De plus , en notant gens = lim
→ -

gu (a) , en passant à la limite q→ a

dans l'inégalité précédente, on obtient



Vx c- K
,
K
p≥N , DE /9pm , gcx ) ) ≤ 3E .

La
convergence

et donne uniforme et g c- CCK, Et

⑤ • Suit x c- K
.
Montrons

que
KAT et compact

L'application Ttx : ( ( K
,
E) → F- est 1- lipschitzienne donc continue

f ↳ fin )

Donc Ttx ( E) = F- ( x ) est compact . On Kc E ,
done Fix) CEC&) , donc FI cECX) .

Donc KTX] , fermé dans un compact , et compact .

• Soit ↳ 0 .

Par compacité de À , il en-she fi , . . _ , fn c- A ty F C Ù B ( fx , E ) .
R = ]

Par uniforme continuité , on peut trouer y >u ty

V-yyc.tt , V2 ≤ k ≤ N
)
d#y) ≤ y ⇒ DE ( fraise ), fr1y ) )

≤ E

Alors
, Kft K ,

K x
, y c- F-

tels
que du la , y) Cy ,

soit 1 ≤ te ≤ N tel que
d IS, Sx ) < Edm«KE )

,

et alors de 1841 , fly ) ) ≤ DE / fini , frein)) + DE /hehe ) , 8k1g )) t d Ellen'y ) , f (y ) )

≤ 3E .

Dove Kut équicontinue .

-

Remarque : Si dans E les boules fermées sont compactes ( came dais À ) et si
K et connexe

, on
a l' amélioration :

F relativement compacte⇔ • K équi continue
• Ktx) relativement complet pour un xo c- K

_

En effet , on montre alors que f- (x ) et dans une boule fermé pour x dansune

boule autour de no
, puis

de proche en proche pour tout x c- K
.

llnuestypiqvedlapplicahionestdouscclqisrkenprenantxio6


