
↳pacede fonctions continues sun un segment 2/2

Plan : 1)Tension dans M
,C

2) Giteve de tenion de Kohinogorov
3) Fonctions continues sur RI

·

1)Tension dan M ,
CC

On note 6
=

C([0
, 1 ,

El or CF
,
d est un espace

polonais
,

mini de la distance

d(8 , y) =

sup d(f(x),gx) qui en fait un

espace polonais .

Pour Le bet h > o
,

on note
x -(0, 13

~(f , h) = Sup[d(f(s) , f(t)) :
,
7 +

0
, 13 ,

I-Hh] le modele de continuité de f

Remanques · Pom 8 6
,limw(8h) = 0 can fat uniformément continue

· Partout ho
, l'application 6 -> RA est continue

81- w(8,h)

On rappelle le Al d'Argela- Assolis une partie Ic est relativement compacte sai

①F est quicontine ,
i . e XEC

,
IK0, W18 ,

5) 15

③ VE= 50
,131Q , FCH) est relativement compact

Aussi
,
in dans E les fermen bornes sont compacts , on pat remplacee pur

⑪ Id est relativement compact .

Il me Soit CX
,

me suite de variables alatoires a valaus dan b Elle

est tendre si

① Kaco
, Xyco ,

IR0 Ay limmp (wiX, / y) -
S

② V + + 0
, 13 k , XYtIn ,

est tendre

Sidam Ela femmes barnen sont compacts ,
an peut remplace par (X Plus,

est tendre

Remaque : Si (Xr wonnage au sene des fichi
,
la condition c est vérifier .



-Si West uniforme un 591] et X4H) = man/O
,
1-nIW-t1) pou o 511

>Exemple
n

la suite (X"us
,
n'et

pas
tendue

-L -
->

i

Raue : Soit so etKun compact de btelque Fr,, B(Y4K113

① Par Argela Assoli , on pet trowerd tal que spyW8 , .
On a alors P(w(Xn

, 57(y) <(x" (k) = 3

② Soit +250
, 1] .

Il existe A compact deE tel
que GIHEA VgEK .

Alors

B(x() (A) = B(x 4k) = E -

Dons (XIHI
,

est tendue

17 Finous 20. Soit (tili ,
une enumération de nationnels de 50

, 13 .

On peut trower

As des compacte de Etyf (X(E) AAi) ,
et
pour

tout by on pet

trouen Encofelque Fus ,
B(wIXY drK a)

I
m

In posant K
= { 876 : Kix

,

1

, flti) Ai
,
KR,, w(8 , /a)

/ 3 ,
am

voil
que I(X"AK2) -E

, que Ka est genme (frsw18, /) et continuel

et
que Ka est compact par Argela- Ascoli

-

↳faire : Soit (Xu,
des variables alcutoires dan b telles

que

① Vo
, Kyo ,

78x
,

KEE+0, 13
, limeup = I) Mup dIX5, xIKy) = >

② HE50
,131Q

, (XIns ,
et tendre .I

Alors (Xr
,
est tendue dam b

a t(t + 5(n)

Pame : On varifie la condition D du theorimm .

Down cela
,

an deccupe to
, en

I
-

intervalles de longueme An.. /
0 I



Soit 8 =6 . Vérifions que [w18 , %K syy ce m ass
, serr, 5 .

i5 S _ (isde

Or suppose que
toi ? (1/5 on

a site81s, Scially .

Si IS-E <di

la ii Alors des , sel) Ascen , fais) +d ,gire
la int,

site
? Alors digstf(f)) = des

, gris) +affi) , f(ir)
+ d(f( , f(xi + xr)) = 3y-

Aimi
, B(w(x , 5) by) <(115S+1) more ↑( sup alXY , xi) )

tt {5,
25

.
.

. .

, 1115385 t[(t+ +1)

<22 pour nusez grand ,
car (

.4)+12 +1
-

2) Gite re de tension de Kohmogrov
Le probleme des caractérisations precedentes de la tension est qu'elles font
intervenin des variables alcatoires malaises a etudier . Des intere de

tenion efficace perent faire intervenir la lai de x de la fagon la musine

complique possible , par exemple a travers des marginales de dimension

finie .
Se vitre de Kolmoyarov he fuit intervenir que les marginales de

dimension 2) ! )
.

On introduct d'abord quelques notation

Nation . Soit Dr = En :

0 : les dyadiques de niveau n dan 50
, 13 et D= Pr

· Pou X = (XdoE
ta

et ju,
on note

I Mu(x) = sup dxxz) -

3
,
t D Is - 12

sft

Aimi
,

si X est -Holder , Myx) < .



Thedes nitere de Famion de Kolmogora
x = Xrose- ,

une va â valaus daw E59 .

On
reppose que

22,, 0 + K ,750
, 13

,
[d(Xs

, X1]<c Is -
+ B
(x)

Alors
pour

tout <<1y ,
El Mux] ((a , P , Vic)

(2) Soit Cx,
des va a valeu da b . On suppose que

& FEEt0 ,7
, (X ,

est tendre

③ 76,, tqFr, ! , X, texas
,
[d(XY

,x=)"] cls- !

Alors CX
s,
et tendre

,
at toute limite de sawssit et

ps I
Hal du

pour

tout ocyc

Paume : ① L'idée est de contrôler d(Xs
, XE) "uniformément" ens

,
ttD par iregalité triangulaire be long d'un

-

chemin de diadiques "consécutifs".

Plus précisément, on enst

Mo(x) = sup sup ** Mo
(m+12

d(Xs
,
Xt) -

2
S

,
EDm>

,0
I

st
2m+ils-El 2m

-im

Noton Ar = max 4 d/Xs
,
X) :

5
,

7 =Dr
,

IS - 51 = 533 .

Puisqu #[15 ,
Hit- 5 = Dr =L

,
on a tan] <2 ... (r)*= (xx)

Le point cle ect de remanque que pour
tout ma

,
I

,

eup dIXs
, x=)

< 2EmA (xx x)
I- ! 1

S
.

6 ED
Im

En effet , in IS-7* ;m et sit
,
notone sa le plus grand élément de Dm âs

et Im le plus grand élémat de Dmât .

On a soit Smitm ,
soit EmesmtI

On pet alors ecrive pour l,
I et a

,...., ar 50
, 13 (dépendants de s)

s = 1 et s = Et t .... +
-

m m

2
2

E



De sort qu'en posant a = 0
,

u

dIX x
s )=,

d(X!... / X wist---- die I
SaI 7

m
vo

+i - 1

2
,

Am
+ i

Dr -

R =

m + 1

De même d) Xens Xt) < Em Ar .

↓1

Aimi
,
dIX

, Xa) - daXen) + 2 mer e En r ,

a qui montre exxx
-Im

Il en découle
que MuX empm

+UxZm)"mx,
1

22 + X

m(2)
-

/E !<2

D'aprè elinégalité de Minkawsbiet (**) , on en déduitque

#I(Ecul]
*

> 5 -
(au - !

e

k = 1

cany < B/2

Aimi
,

on a bien EIMyx] - ((a , p ,sic) -

② .Pou la tension
,
il suffit de vérifier que Faxo, Kyo,

550
,
P(wix

, K,y) .

Par définition de Mr(XY
,

s
,
tEDona d(X

,
x) - Mu(x) Is-tY Par continuité

,
Cet aui vrai Ks

,
tet0

, 13.

Ainsi
,

si l stled
,

on a dIX
,
XE) <MrXY de Sorte que wix" , ) - Mu(x) -Y

Pan inégalité de Markov
,
/wix"

,
rs

, y) < a [Mo(x)]

On en dédint be résultat par D

· Enfin , supposon
X Li, x dan b et montrom que X

et
ps J-Holder .

Il suffit de verifien que X verifie (xI
.

En effet , par Q
an ama alors

MyXD p
et X stant continu

,
ala impliquera que Xat ps Cr

Holden

Pour ala
,

on utilise le fait que si Yo s Y avec ya, >0, alors

#IY] < liming #tYn) ·
n - D



Len effet , one B(Yn >a) - &(Yx,1) pour presque
tout u par repart à la menne de Lebergne ,

donz

d'aprè le lame de Fatou
, #TY)=SP/Y,mide=S. CY,alder Elimine Solyna) derlin [Y)

On applique ceci à dIX
,
XI

s

daXs
,
Xi" :

1 + B
#Id(Xs ,

xe) I liming [d) X
,
x=l"] - 15 - 51

ne

-

Remarqve
le parnet de démontre aves le criture de continuite de

-

Kolmogerov : si (Xut ,

E599 Vérifie (*) , alors Foss dexiste un

proces

Closes J-Hildenty F7eta, 13, /X7 = Ee) = 1

En effet , puisque #[MyX)]
<A

,
il existe A de proba 1 ty FwEA

,

X est -Holden zu D
. Pou WEA

,
on peut donc prolongen X en une foration J- HöldenI bie N .

Pou WAA,
or par

X = 0
.

mo

Verifion que pou te ta 1 ,
$(X1= Xr1 = 1

.

Pan (x) et elinégalitéde Markov
in sutt etsueD

, Xi
*X .

D'autre part, par construction , Xs Xt

Dons X XI- Don B(X1=*= 1
.

Afication : Soit CXilis
,

du variables alcatoires elles and Ay EIXI= 0 et FIX]< pour

un entrep.
2

.

On
pose S

= 0
,
Su = Xit ... + Xu pouns,

et St = (1- 553) Si es + [t]S(t) + 1 pour t, 0
. Enfin

an défrits"= pour
oct- de sorte que

s' e b = 6350
,
13

, 1) -

Alors (S' us ,
at tendue dom 6

.

On vena plas tand que u résultat reste vrai sous hypothice dan faible #[XY]C0 , mais

la
peace est plus

délicate .



Pre : On va applique le intere de Kolmogorov .
Tout d'abord

, d'aprè TSL
,
VEE0, 3 S

⑮Ins onwerge en lai dans et tendue
.

Vérifian bout d'abord
que 70,

Frx
, 1

, Ets"] = c . n? ()

Pour ala
,

on exit EIS)=- in an XiXisXisXiel
Or IX 1,

... Xin] =

0 si l'un des indices apparaît une seule fais
2

Ainsi #ISn"] = [x]+ I⑪, in : T1 - <j In
#{R :

in
= i3 =2 quantité quine dépend pas

den

Donc EtSn] (n+Cn2 <". n2 #{R!= j3=2

Ensuite
, fixam s , [03

,
st

.

· sins
,
nte I

,
or énit #IlSm-Sus"] = Il S . -s] Cant-ns) (22)

· Si (ns)=Lnts =R
, Sur-Sus = nit-s) (Sp+ - SR)

,

dans

4 2#I(x-Sns)) =

n (s) (t -5 E5x.Y] - (nt-ns)"

=h
· Li(ns]fLnt ,

écrivan (ns)=k
,

Lnts= l auc Ral.

Alors en énirent (Snt-Snst= ISnt - Sel + ISe-Spl+ (Sp+ - Sas/ / anc

elinégalité de Minkowshi on obtient avec (4) of 182) :

I I
M -#T(Sn+-Sns)1]* (((es + (e - ( +) + (R +1 -

ns) = 3M Vt-S
-

-

<rt - us Ent - S Int-ns

Aimi
.
ICS" -s')) = #I (Sns)"] =CCt-s pouro-s,

+= 2
.

le citure de Kolmogoor s'applique pou tout =Jo,
I I

-



3Encontinues sen+
En patique,

les
processus

alatoires sont savent indices
par
RA plutot que par

To
, 3

.

Comme d'espace b(RA ,
E) muni de la distance uniforme D6S ,g)

=

sup S, gCE)
et

pas separable (danc pas polonains ,
il faut faire attention

On placen a Aujou am GRA
,
El ass autre topologie ,

celle de la Expologie
de la

convergence uniforme ren les compacts ,
induite

par
la distance

-(8 , g)= etgele

Renaultative En tenne topologiques, cet la topologie compacte avente au

SCRA
,
El

,
dont une base de voisinages

at dounce
par

les ensembles

{8-6(Rx,
#) : f(k)c03

avec
K compact de +

et 0 awat de E

On verifie aissment que i

· Ou- 8 dan GIRt
,
El si fr-1 uniformément sa les composts

· 6(R+
, E) est polonais

· Les marginales fini-dimensionnelles caractérisant les menue de M
, (6(R+ , E)) can

la bribe barliere sur GR
,
El coincide encore aves la trace su b(RA

, E) de la tribe

product sur E

L'avantage important de cet
espace

est
que
la relative compacite at une

mopriats locale , of la proposition suivants s
precis

laisses en excl



Position · Une partic I de GRA
,
I et relativement compacts in XNS

,
les

parties Fr = { Skarj : fe] sont relativement compactes dan (0,w3 ,
E)

,
or

8 Itow) at
la restriction de fà [0

,
N3 .

· Une site (XYu ,
de va de Git,l est tendre sei Fr, la site

des restriction (Xzqueln est tendue dan b([0
, N) ,E) -

Ainn
,
la
convergence en loi dan BRAE es mametre

par
restriction a la

comagence en lai dom les
espace
blI

,El ares an intervalle compact,
et les résultats obtene precedemment perlat stro his en beure


