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Un des objectifs est de définir une notion de pluie dans un espace asez general ,

où les gouttes avivant indépendement et racement sclon une repartition décrite per
une menue p . Lorsque u est infinie , l'expression un point choisi au hasand

selon qu' n'a pas vraiment de sens . Mais on va pomoir
donnen un sens a

"une infinité de pants choisis sclone" à traver les mesures aléatoires de

Poisson Con verra que
les lois de Poisson apparaissent naturellement)

Plan : 1) Rappels sur les lois de Poisson

2) Mesures aléatoires de PoissonI
3) Points multiples
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1) Rappels sur les lois de Poisson
Pour XETO

,
01

, on dit qu'une va X suit une loi de Poisson de parametre
X

,
et ou note X NPSX) si

· Pour to
,

X =ops

· Pom += 0
,

X= A pS

· Pour octo
,
N)X=k)=et pou,

On a Ele
** ] = exp)-X(1-en() pour

us o Lavec la convention oxy =0

Les deux propriétés suivantes seront très utiles







Remardes: · Presque vivement, NIA)=- ES M(A) = -

· si les singletars sont mesurables dans E
,

si plausko, P(N)[43)L- 2) <0.

· ET étMIA] = =M(A)(1-
et)

Theorime Pan toute mesue pet MSCEI , il existe un mage poissonien

d'internitéqu unique en loi dans MatamCEl

Pour démontrer ce théorème
,

en a recours au laue util suivant

Seme (Stabilité
par
soure)

Sort CNili, une famille dénombrable de nuages poissonieus indépendants
d'intenità

pi .

Alors NE ZNi et un nuage poissonien
d'internité

i
,

I

M= Mi

Prome
-

Soit AEE .
Par

principe
de supposition des las de Poisson

,

N(A) ~P) MISAl)=C(u(Al)
· Si (Aj)sz in

sont des parties mesmables disjointes ,
les via.

S

(N:(Aj)(i
,

1
, 1455k

sont indépendantes. Per regroupement per prequets
on en déduit que (Ni(A ; ))jak sont independants

s

Prene de l'existence des nuages poissoniansi d'après le lene

précédent, il suffit de traiter le cas où
qu
est une menue finie

Soit LuPCMCER et ( Xilis
,
desVia vid de loi les independantede re

LOn
por

M = Z Exi



Vérifions que
M convient . C'est bien une via

. of exemple 2 page3)

Sort (Aj)1jak des parties mesurables disjointes
de E et

poson B=(Aj)?. On définit pour is,
j

Wi = j ei Xi Aj

E o Si XiEB

Les variables aléatoi I ilis, sont ind
, donc d'aprè le principe

de réfection pour le
lais de Poisson , les via

L

NIAj)=xaj = Iri=i= 1

sont indépendantes et NCA) ~P) MIE) MA))) = P(p(Aj)
MIE)

-

Prene de l'unicitéen loi des nuages poissoniens
Les parties de la forme SME Matom(E) : M(Ail=R , --- ↑(Ae) = Re]
avec Ai mennable et Rix forment un T-système générateur de Matom(#) -

Or une telle partiesacuit commer union fine disjointe de parties de la

forme [MEMatan (E) : m(Bil=j1 1 -- M(Bul = jn] CX)

aux (Bi) mesmables disjoints et jit, 0 . Ainsi une mesue de probabilité
surE est caractérisée par ses valas sur les ensembles de la forma (8) .

Dans le cas d'un mage poissonien ,
si deux mages poissonieus vérifient

Pete
,
leurs lois sontégales ser les ensembles de la forma cos ,

donc sont

les mêmes
S



Remarque La
peue précédente montre que si petsfine ,

il existe

desvariables aléatoires (Xil, àvalus danE et K à volaus dans NUS+13

toutes indépendantes telles que

m= xi (a)
i = 1

ent un musage poissonien d'intermit p Couck = 0 pssiM(E) =1)

D Les X. vont en général pas les même loi

DSi Met en mage poissonien,
en général due s'écietpas sous la forme (4)

(en général, ou ne peut pas emméer les atomes de manièremesurables

Toutefois :

Conséquence importante Si on souhaite démontrer une

propriété qui ne dépend que de la los de M ,
alors on peut supposer

sans perte de généralité que M est de
la forme CD ci-dessu,

constructe comme dans la perme de l'existence de nuages poissoniens

Exemple (un processus de Poisson est un

nuage poissonien

Soit 0 et(Xili
, ,
de va ind Exp(A). On pose

M=
x + ... + X -

Alors Meil
k = 1

un
nuage poissonien d'internité 1 de

Preve-D'après la propriété de saus mémoire de la loi exponentielle ,

I
les va (Miziuelis

,

sont ind
.

Il suffit donc de vérifier que

Misat Mig ent en

nuage poissonien d'internité
x 1zo

, ia) de

On sait qu'un tel muage a la la de Evi avec L PoiCA)
i = 1

(et Wilk, vid eu 70,17. Vérifiaus que Mita,y ent de cette forme



Posous Sn=X , + ... + Xn
.

Alors

P(M(t0
, 1) = m) = 1)Su =

,
Su+1) 1)

=Se - nSi
[Yi = u , + -- + Xi]

(y, 1 - - - -

4yn + 13

=1 dy.. -- dyn et
=X -

- - xYn < 3

- 1

=-
m

S-

U ! ozy..., ya

dy.
... dyn e

-

1

=e
ni

Dona M(50
, 1]) NOA).

Déterminaus la loi de CS
, - Sul sachant MCEG, C In i

El8(S
, ...,Su)(Mitrl=n]=) -je

2x
,

+ - - + ((((((+ -
- + (n + )

même tyve u --

-> e
de calculs I ... ]

que juste avant [
m !Soy,

--- dyn f(y, , -

- -

,Yz)
/
... Ynd/

Aimi
,
(S

...., Su) sachant McQRIn a
la loi des statistiques d'ordre

de n va uniformes ind su tais ,
ce qui conclut

N

Proposition (Stabilité par restriction) Sort M nuage poissonien d'intermite

M. Soit (Ailizz des parties disjointes de E . Alors (Miailier sont
des
nuages poissonieus H et MA est dintermite MAI

C'est une conséquence immédiate de la définition










