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On propose un schéma DDFV (DISCRETE DUALITY FINITE
VOLUME) pour le probleme de Stokes :
Trouver u: Q — R%etp: Q — R,
(—Au+ Vp =1, dans ),
div(u) = 0, dans (2, (P)
2

1
u=_0, surdf), m(p) = @] / p(x)dr =0
€2

(2 ouvert polygonal borné connexe de R?, f € (L*())?.
e Inf-Sup inégaliteé :

/ [

g = Inf Sup

\

> 0.

pEL*(Q) \V€<H5(Q))2 VI llp = m(p)HB)

1. Cadre DDFV

e Maillages DDFV primal, dual et “"diamant”.

~

\\_ :' Mai”age dual ot ;I..\_;/." Maillage diamant ©

A Maillage primal 9t

e Zoom sur les cellules diamants : (supposées convexes)

K4 A

e Inconnues discretes :
* T
pP = (P7) per € R¥, u’ = (um,um ) C (RQ)

X

<t W _
ou u™" = (ux)ceomuomn: W = (Wx) e-eomeuogm
e Gradient discret : V* est constant sur chaque diamant,

VDUT.<QS£ — Qf/C) — U,z — Uy,
VDU.T.<I£* — CC]C*) = Upgp*x — Uy,

vPuT = 1 U, — Uk -

sin(ap) | My m,

e Divergence discrete sur le maillage diamant :

VD € %),

divPu” = Tr(VPu’),

e Divergence discrete sur les maillages primal et dual :

( 1
Aivie? = — N m& iy, Y K €M,
My
leT(fg) _ < * | oCOK
divE™¢® = D M Mg, VK€ M
Ty
\ o*COK*

Gradient de pression -~~~

e Produits scalaires discrets et normes associees :
Pour p?, ¢” € RY et £9,¢% € (My(R))?,

1

(r°,¢°)p = Z@ mop”d”, PPz =", p°)5,
D&
(@000 = T moD(€), 1o =( ),
D&

e Schéma Stokes-DDFV :
Trouver u” € E; et p® € R? tels que :

[ AivT(VRuT) + VTP = £7,
4 di\/@uT — O,

m(p@) = > mpp” =0.
\ DED

ouE, = {uTE(RZ)T VK € OM, ue=0, VK € OM*, u,c*:()}
e Constante Inf-Sup discrete associee :

(divPvT, pP)g
PP —m(p®)|o 2

B = inf (Sup

pPeR? \ y7eg, VOV 9.2
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Principales questions :
1. Bien posé : Pour un maillage donné, a-t-on 5 > 0 ?

2. Stabilite : Pour une famille de maillages, a-t-on

lim inf > 07
size(T)—0 br

2. Formulation comme un probleme de valeurs
propres

e Quelques matrices utiles :
Rigidité R, : (Rru”,v7) = (V2u” : Vv g,
Divergence By : (Byv7,p?) = (div2v7, p?)o,
Masse en pression My : (M, ¢%) = (p?,¢7)o.

Lemme : Relation avec le complément de Schur

3:* = la seconde plus petite valeur propre de la matrice S

_1 _1
— Xo(S7) ou Sy = M, 2B;R-YB,/ M, 2.

1
Remarque : j* = M21 = S5 = 0= A\ (Sy) = 0.
Preuve : Manipulations algébriques a partir de la formule :

B-vT £Y)
Br= Inf sup ( T‘i ) - | .
PPER® \vTeR, (RpvT, vT)3(Mep®, p®)2
m(p*)=0

e Méthode numérique :

~~ Méthode d'’itération de sous-espaces avec projection de
Rayleigh-Ritz.

~~ Résolution d’un probleme de Stokes a chaque itération.

3. Stabilité Inf-Sup inconditionnelle

Cas 1 Cas 2

Maillage triangles conforme

Cas 3

Maillage triangles non conforme
Cas 4

Maillage en "damier” Maillage avec interfaces tri./rect.
Maillages Inf-Sup stables

Théoreme : Soit 7 une famille réguliere de maillages tri-
angles conformes (cas 1) ou de triangles non conformes
(cas 2) ou de maillages "en damier” (cas 3). |l existe 5, > 0
(indépendante de size(7)) telle que pour tout p* € R,

su ((diV@VT,p@)@> |

vTeE, \ VoV lo 2

D
Brilp® = m(p®)llo,2 <

Triangles conformes, Cas 1
Triangles non conformes, Cas 2 -
| "Damiers”, Cas 3+
| Interfaces triangles/rectangles, Cas 4

Br
j/
|
|

10—1 : Ll : —
102 10~! 10V

size(T)

4. Stabilité Inf-Sup de codimension 1

Cas 5 Cas 6

Maillage bidomaine Maillage localement rafffiné
Maillages cartesiens non conformes
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4.1 Inf-Sup instabilité

Définition : Mode en damier
Le mode en damier «* est défini par :

" = +1 si 'aréte primale de D est horizontale,
)" = —1 si l'aréte primale de D est verticale.

Remarque : m(y”) =0 et ||| p o = 1.

Théoreme : Maillage cartésien uniforme

Soit 7 un maillage cartésien uniforme, alors :
(divovT, ) =0,

v’ ¢ Ep.

Theoreme : Maillage cartésien non conforme

Soit 7 un maillage cartésien non conforme (cas 5 et 6),
alors il existe C1,Cy > 0 (indépendantes de size(7)) telles
que :

(divOvT, P g
NG Y

C’lsize(T)%S sup <

VTEEQ

) < CZSiZG(T)%.

4.2 Résultats numeériques
e Comparaison des valeurs propres de S avec :

Bv e (diVDVT, pg)@
= n sup .
Pe{®} \yTeg, VOVl 2llp® — m(p®)|lo 2
Cas 5 Cas 6
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— Instabilité mais il y a un unique mode instable.
= [r ~ /A3(57)-
— »® bonne approximation du mode instable.

e Modes instables :
Cas 5

Cas 6

5555555

Pas de formule explicite pour ces modes !!

4.3 Inf-Sup stabilite de codimension 1

Théoreme : Soit 7 un maillage cartésien, il existe 5, > 0
(indépendante de sizc(7)) telle que pour tout p© € R
vérifiant (p°, v ) =0 :

(di\/@VT, p@)@
Brllp® —m(p®)|lp2 < sup .
vTer, \ IVPV7 o2

Théoreme : Asymptotique des modes instables

Soit 7 un maillage cartésien non conforme, il existe C' > 0
(indépendante de size(7)) telle que :

: 1
l¢®° =P |lp,2 < Csize(T),

ou ¢ est le mode propre instable observé numériqguement.

5. Conjectures

Les tests numériqgues semblent montrer que la méthode
DDFV est, en général, Inf-Sup stable. En particulier, on
observe la stabilité dans les cas suivants :

e Maillages quadrangles conformes assez proches des
rectangles.

e Maillages conformes composés de triangles et de rect-
angles (cas 4).
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