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Chapitre 1

Introduction

Dans ce TER, nous allons nous intéresser a 1’étude des lois de conservation scalaires non linéaires,
c’est-a-dire de la forme :

{ O+ 0 (f(u)) =0,¥t > 0,Yz € R )

u(t = 0,2) = ug(a);

L’étude de ces lois de conservation est importante car elles interviennent dans de nombreux pro-
blémes physiques, notamment dans celui du trafic routier.

Cette étude étant assez complexe, il nous faut tout d’abord étudier les lois de conservation scalaire
linéaire. A partir de ceci on définiera les notions nécéssaires pour adapter nos connaissances au cas
non linéaire.

Pour finir, on illustrera ce type de probleme sur 'exemple de ’équation de Biirgers a 'aide de
quelques schémas numériques.
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Chapitre 2

Un probleme physique utilisant
I’équation de Biirgers

Les mathématiques s’interessent a des problemes qui sont mis en évidence par la physique. Si I’'on
s’interesse a la dynamique des gaz compressibles par exemple et si nous restreignons le systéme a
une dimension, le gaz est décrit par les trois équations suivantes :

%‘Z + a%(uv) = 0 : conservation de la masse

%(,Lw) + a% [,th + p] =0 : conservation de la quantité de mouvement
%E + 8% [(E 4 p)v] = 0 : conservation de 'energie

pV = nRT : équation d’état des gaz parfait.

— u est la masse volumique,
— v est la vitesse,
— p est la pression,
— F est I'énergie totale,
— R est la constante universelle des gaz parfaits,
— n est la quantité de matiere,
— T est la température.
Ainsi on peut mettre le probléme sous la forme :

0 0
5 X T o-f(X)=0. (2.1)

Preuve :
— Conservation de la masse :
On considere une partie d’un fluide de masse volumique p délimitée par une surface fermée

S (de volume V). Soit dS un vecteur élémentaire de cette surface orienté vers 'extérieur a la
surface fermée. La partie de fluide a une masse :

e

et le débit massique sortant de la surface S est égal a :

ﬁﬁmﬁ
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donc la conservation de la masse s’écrit :

@ e ], G

Avec la formule d’Ostrogradsky :

ﬁu?cﬁ = ///V . (W) dV

et le fait que 'on n’a pas de sources ou de puits, ’équation devient :

JI[ [+ % v =0

op

(uV)+ == =0.

V-(eV) + 5

Puisqu’on se place ici dans le cas ou ’écoulement est unidimensionnel, on a finallement :
ou 0
i + %(,uv) = 0.

Conservation de la quantité de mouvement :

On applique le théoreme fondamental de la dynamique, on a donc que la variation de la quantité
de mouvement est égale a la somme des forces appliquées. Ainsi, on recense I’ensemble des forces
qui s’exercent sur le volume de fluide, on a alors :

— La quantité de mouvement :
// / ° vdv.
v

Cette quantité est affectée par un transport a travers la surface et par I'action de forces qui
s’exprime par :
— pour le flux de quantité de mouvement

—y]%/ﬁ(?-cﬁ),

- fprds.

On néglige les autres forces s’exercant sur la particule de fluide.

Ainsi on obtient :
I 2Dy o 508 + i =0

avec la formule d’Ostrogradsky :

ﬁﬁﬁ(?.cﬁg) _ ///V (0T ® T)dV.

d’ou :

— pour les forces de pression

Donc I’équation devient :

I
/// [W+V.(M?®?)+vp dv =0.
v ot
D’otu :
A
(gt ) 4 (T T+ up=0
donc puisque ici on se place dans le cas ou I’écoulement est unidimensionnel :
9 o1 5 1
a(/w) + 2 {/w +p} =0.



Conservation de ’énergie :

L’énergie totale par unité de masse est U + % ou U désigne I'énergie interne spécifique. Dans

le volume V' il y a donc I’énergie :

///v,u(U—F i)dV.

Cette variation est causée par :
— le flux d’énergie :

—ﬁﬁ W(U + f)?.cﬁq,

— la puissance des forces de surface :
- fpr.d3.

Ainsi en appliquant encore une fois la formule d’Ostrogradski on obtient :

v2 v?
///V [gtm(m SN+ V. ((M(U+ ) +p>7>] dvV =0

0 v? v?
WU+ 5))+ v ((N(U +5) +p)7> =0

donc on a ainsi :

et puisque ici on se place dans le cas ou I’écoulement est unidimensionnel :

0 0
—E+—[(E =
T +a$ [(E+p)v] =0

en posant u(U + %) =FE.

Pour avoir ’équation de Biirgers on peut se placer dans ’approximation des gaz sans pression,
c’est-a-dire on suppose que p = 0. Ainsi on a le systéme suivant :

{ %’; + %(uv) =0
S (w) + & (uw?) = 0.

De la deuxieme équation on obtient :

VO + o + v, (V) + prdyv = 0.

D’ou :

v (Ot + Oz (pv)) +p (Opv + v0,v) = 0.
—_—
=0

Donc on obtient :

O +v9,v =0

qui est I’équation de Biirgers.
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Chapitre 3

Etude de P'existence et de 'unicité de
solution pour les équations non
linéaires

Dans le cours d’analyse numérique, nous avons étudié les lois de conservations scalaires linéaires.
Dans ce cas, on sait exprimer des solutions ou du moins trouver un schéma qui approxime au mieux
la solution. On peut de plus démontrer I'existence et 'unicité de solution réguliere.

On s’intéressera plus particulierement & I’équation de Biirgers : dyu + 9;(u?) = 0 qui est une loi de
conservation non linéaire, c’est a dire de la forme :

{ Ou + 0x(f(u)) =0,Vt > 0,Vzr € R ()

u(t =0,2) = ug(x);

ol f est une fonction de classe C' et ug une donnée initiale bornée.

3.1 Etude de ’éxistence de solutions régulieres

Pour I’équation de Biirgers (comme pour les autres équations non linéaires du type (*)), on montre
qu’il n’existe pas, en général, de solution réguliere au probleme défini sur un temps long.
En effet, ’équation de Biirgers s’écrit :

O+ 0z (u?) = 0,¥t > 0,¥x € R
u(t =0,2) = up(x).

Supposons qu'il existe une solution réguliére u de ce probleme définie sur [0, 7], pour 7' > 0.

On a alors :
Owu + 2udyu = 0,Vt € [0,T],Vz € R.

Posons ¢(t, x) = 2u(t, x),Vt € [0,T],Vz € R, u vérifie alors 1’équation linéaire :

Opu + c(t, x)0,u = 0,Vt > 0,Vx € R
u(t =0,2) = up(z).

On a la définition des caractéristiques suivantes :

{ LE(t,0,2) = c(t, X (t,0,7)),
X(0,0,2) = .

11
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La fonction u étant réguliere, ¢ I’est aussi.
D’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz, on a donc 'existence locale des courbes caractéristiques
associées. On a alors :

=c(t,X (t,0,x))

% [u(t, X (t,0,2))] = Owu(t, X (¢,0,z)) + %(t’ 0,z) Oyu(t,0,2) = 0.

Donc u est constante le long des caractéristiques, d’ou :
u(t, X (t,0,2)) = up(X(0,0,2)) = u(0,z) = up(z), Vz, Vt.

En particulier les courbes caractéristique sont globales car ¢ est bornée.
Revenons a la définition des caractéristiques :

%(t, 0,2) = e(t, X(£,0,2)) = 2u(t, X (1,0, 2)) = 2uo(x).

Cette expression est indépendante de ¢, donc :
X(t,0,z) = 2up(x)t + cst = 2up(x)t + x.

Les caractéristiques sont des droites dont la pente est ﬁ(m) et u est constant le long de ces droites.
Fixons t > 0, étudions x — V;(x) = x + 2tup(x), up est réguliere et bornée donc :

{ lim ¥, = +o0,
T——+00

lim ¥, = —oc0.
T—>r—00

De plus ¥; est C', donc par le théoreme des valeurs intermédiaires, pour tout = € R, il existe au
moins un g tel que Wy (xp) = x.
Ainsi, u(t, z) = u(t, ¥y (x0)) = u(0,z9) = up(xo).
On a de plus W} (zo) = 1 + 2tug(xo), donc :
— si ug est croissante, alors : u/(zg) > 0= ¥} > 0.
Ainsi Uy est un C'-difféomorphisme, donc ¥, est bijective et pour tout x € R, il existe un
unique xg tel que :

Uy (xg) = .

On a alors une unique solution réguliere :

u(t,x) = up(xg) = uo(\Ilt_l(:n)).

Par exemple, si ug(z) = 4x + 3, alors Uy (zg) = xo + 2t(4xo + 3).

C’est a dire : Wy(xg) = o + 8txg + 6t, ot : Vy(z9) = 8 + 1 > 0, donc ¥, est bijective et on
a: Vr € R, Jlzg tel que z = Wy (xg) = zo(1 + 8¢) + 6t.

Ce qui entraine : 29 = 275 donc : u(t, ) = ug(zo) = uo(

z—6t\ __ 4 xz—6t _ 4x—24t+3+24t
T8t ) =4 + 3 = Hmertaomadt
On a donc finalement :

1+8t 148t 14-8¢

4r + 3
u(t,z) = e
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schema montrant les caractéristiques qui se séparent

18 T T T

16 —— droite de pente 1/(2u0(x0)) 4
—— droite de pente 1/(2u0(x1))

14+ b
u0 est réguliere et croissante,
soit u0(x1)>u0(x0)

12+ B

10+ B

u(t,x)=u0(x0)

8 L -
6 \ u(t,x)=uo(x1) ]

\

valeur de t

Valeur de x

FIGURE 3.1 — Exemple pour 'existence de solution réguliére

— Si ug n’est pas croissante, alors il existe des valeurs de x( en lesquelles
up(zg) < 0, d’ott Wi(zg) = 1 + 2tuf(xo) < 1.
Donc WU, sera bijective si et seulement si pour tout zp tel que l'on ait ug(zg) < 0, alors
Ui (o) > 0, c’est a dire que l'on doit avoir : 1 + 2tug(zg) > 0 < ¢ > —m.
Ceci doit étre vrai pour tout zg tel que ugy(zg) < 0 donc pour l'infinimum, donc ¥ est bijective
si et seulement si t > —m.
Il existe donc au moins un ¢ (et méme une infinité) tel que ¥; n’est pas bijective.
Choisissons un tel t. Soit x € R.
S’il existe x1 # o tel que Wy(zq) = VUy(x2) = x,
u étant constante le long de la caractéristique issue de x1, on a :

u(t, ) = up(xy).

u étant constante le long de la caractéristique issue de x2, on a :

u(t,z) = up(x2).

Ce qui entraine : ug(x1) = ug(x2), on a alors : 1 + 2tug(x1) = x2 + 2tug(x2).
Dot : 21 — x2 = —2t(ug(x1) — up(z2)) =0 = x1 = z2.

Or, on a supposé x1 # x2, on a donc une contradiction.

Donc il n’existe pas de solution réguliere jusqu’au temps ¢ en question.
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On a dans ce cas :

schema montrant les caractéristiques qui se croisent

4 T T T T T T
u0 est réguliere et strictement décroissante.
351 u(t,x)=u0(x0) et u(t,x)=u0(x1), -
mais u0(x0) est différent de u0O(x1).
Ceci est donc impossible.
3 \ _
251 -
©
©
5 2F i
< u(t,x)=u0(x0)
>
15F -
—— droite de pente 1/(2u0(x0))
droite de pente 1/(2u0(x1))
1 i
u(t,x)=u0(x1)
05f T R
0 1 1 1 1 1 1 1
-3 x0 -2 -1 0 1 2 3 4 X1 5
Valeur de x

FIGURE 3.2 — Exemple de non existence de solution réguliere

On est par exemple dans le cas : up(z) = —2z + 1, donc :
\I/t<330) = I+ 2t<—21‘0 + 1) = xg(l — 4t) + 2t.

Et ainsi : U}(z0) = 1 — 4¢, d’ott : U}(zg) >0t < 1.
Donc U, est bijective si et seulement si t < % et dans ce cas :

u(t,z) = uo(xo),

avec x = xo(1 — 4t) + 2t = 9 = “’f:il’f.
D’ou :

(t,2) —2x+4t+1-4 1-22x
u Xr) = = .
’ 1—4t 1—4¢
Sit=1, Uj(zg) =0 et ¥, est constant.
On a donc x1 # x5 et ¥(x1) = ¥(x2),ce qui est impossible.
Il n’existe donc pas de solution réguliére a ce probleme pour certains temps ¢.

On introduit alors la notion de solution faible.
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3.2 Solutions faibles dans le cas linéaire

Regardons tout d’abord ces propriétés pour des lois de conservation linéaires.

Définition 1 Soit ug € L>(R). et soit ¢ de classe C*.
On dit qu’une fonction u € L*([0,00[XR) est solution faible du probléme :

Ou + c(t,x)0pu = 0,Vt > 0,Vz € R
()

u(t =0,2) = up(x)

si et seulement si, on a :

+oo
/ /R w(Bed + Do (c(t, 7)) dtda + /R wo(2)$(0, 2)dz = 0
0
pour toute fonction ¢ € C°([0, +00[xR).
Ces solutions faibles ont alors plusieurs propriétés.

Proposition 1 Toute solution réguliére (de classe C') du probléme (xx) est aussi une solution faible.

Preuve :
Soit u une solution réguliere du probléme (xx), on a alors :

Oru~+ c(t, x)0yu = 0.

Soit ¢ € Cg°([0, +00[xR), alors :

+o00
/0 /R (O + c(t, 2)Dsu)ddadt = 0

+oo +o0
@/ / Orupdxdt —I—/ / c(t, z)Oyupdrdt = 0.
0 R 0 R

u est réguliere et ¢ est C°° a support compact donc Oiu¢ est a support compact donc de module
intégrable.
On peut donc appliquer le théoréme de Fubini :

/]R (/;OO Btu¢dt) dr + /0+Oo /Rc(t,x)agcuqﬁdxdt —0.

Par intégration par parties , on a :

— 00
/R gt — /0 T et | do + /R Tt 0)ett 2)ot )72 - /R wdy (c(t, 2))dz | dt = 0.

Par Fubini, on a :

/R (0, 2)$(0, ) + /R . /R wdybdadt + /R . /R wdy(e(t, )d)dzdt = 0

o /0 +°° /R w(Bsb + Oy (clt, 7)) dbda + /R uo(2)(0, z)da = 0.

D’apres la définition précédente u est bien solution faible du probléme (k). [ ]

Réciproquement, on a :
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Proposition 2 Toute solution faible u du probléme (%), qui de plus, est de classe C' est alors
solution au sens usuel et vérifie u(0,z) = up(z).

Preuve :

Soit u une solution faible du probléme (x*) qui soit également de classe C*.
On a up € L®(R) et u € L°°([0, +o0o[xR) N CL([0, +o0o[xR).
Vo € C(]0, +o0[xR),

/m/ w(O + Buelt x)gb))dtd:ﬁ+/ wo(2)$(0, 2)da = 0
o JR R R ’ '

Prenons ¥ a support compact dans |0, +00[xR, donc ¥(0,z) = 0.
On a ainsi :

400
/ /R WO + Dy (c(t, ) V) dadt = 0.
0

En appliquant Fubini, on obtient :

/R /0 " (uddt)de + /R . /R wdy(c(t, ) ) dadt = 0.

Par intégration par parties, on a :

=0 =0
—— ) —~
/ [u\I']aroo —/ Opuldt | dx + /R* [uc(t@)\ll]fg —/Rawuc(t,x)\lldx dt = 0.
0

En réappliquant Fubini, on a :

+oo
/ /R (Ou + c(t, 2)Du) Udadt = 0.
0

Ceci est vrai pour toute ¥ € C°(Rx]0, +00|), donc dyu + c(t, x)0,u = 0 presque partout sur RT x R.
Or, dyu + c(t, )0,u = 0 est continue, donc : dyu + c(t, z)d,u = 0 sur RT x R.
Prenons maintenant ¢ € C2°(R x [0, 400[), donc :

/ / u(0rp + O (c(t, x)p)dxdt —I—/ ugp(z)¢(0,z) = 0.
0 R R
Par intégration par parties et Fubini, on obtient :

:OsurRJr xR

/R (0, 2)6(0, 2)dz + /0 - /R (O + clt, 2)Dar)0 davdt — /R o ()6(0,2) = 0,

On a donc :

/R(U(O, x) —up(x))d(0,x)dx = 0.
Ceci est vrai pour tout ¢ € CZ°(R x [0, +00[) et z +— u(0,x) — ug(z) est continue donc :
u(0,z) —ug(z) = 0 sur R.
D’ou : u(0,2) = up(z), vz € R. ]

On a également le théoréeme suivant :
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Théoréme 1 Pour toute donnée initiale ug € L*®(R), il existe une unique solution faible u €
L>®(RT x R) du probléeme (xx) donnée par :

u(t, z) = uo(X(0,t,2))
pour presque tout t et x.

Preuve :
Soit une donnée initiale uy € L*°(R).
— Existence :
Soit ¢ € C*°([0, +00[xR), calculons :

I= /O+°° uo(X (0,t,2))(0rd(t, x) + Oz (c(t, x)d(t, x)))dzdt.

Effectuons le changement de variable y = X (0,t, ).
On a alors : x = X (¢,0,y), d’ou :

I = /O+OO uo(y)[0r(t, X (¢,0,9)) + Ou(c(t, X(¢,0,9))p(t, X (¢,0,9)))]|0. X (£, 0,y)|dydt.

Soient x € R; s,t € [0,+00[, on a alors :

{ %[X(t,s,a:)] =c(t, X(t, 8,7))

Donc :

(% * %)

%[&EX(t, s,x)] = 0zc(t, X (t,5,2))0, X (t,s, )
0. X (s,8,x) = 1.

D’ou, en posant a(t) = d,c(t, X(t,s,x)), on a :
0, X (t,s,2) = lexp(a(t)) > 0,

donc |0, X (t,0,y)| = 0 X (¢,0,y) (avec s =0, x = y).
D’otu, on obtient :

1 / / Uii(y)[at¢(t,X(t,(),y)) + 8zc(t,X(t,O,y))¢(t, X (t,(),y))
0 R
C(t? X (t7 07 y))ax¢(t, X (t, O, y))]BxX(t, 0, y)dydt

De plus,
c(t,X (¢,0,y))
d d
D’ou :

= /0+°°/Ru0 < t X(t 0, y))] + axc(t7X(t,O’y))gb(t’X(t’O’y))) axX(t,O,y)dydt
/RUO ¢(t, X (£,0,9))0. X (t,0,y)] dydt d’aprés (x * ).
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On applique le théoréeme de Fubini car :

+oo d
L7 [, ool |5 fote X(6.0.))0.X (2,0.0)] dyd
0 R dt
car ug € L™ eCcee continue
—— +oo d
< Ml [ L 500 X000 9X (000 dydt < +oc.

Donc :
T= [ [ ol 5 1006, X500, X (6,0,0)] dus
= [l [ 16 X000, X (1,0, 0)] dedy
=y =1
= /Ruo(y)gb(O,X(O,O,y)) 0, X(0,0,y) dycar ¢ € C°([0, +oo[xR)
=~ [, w()é(0.)dy.
Donc :

u(t,z)

+oo ——
/ j%udxxatmnﬁhﬂax)+aﬂdaxﬁﬂaﬂmhﬂt+/%udmﬂﬂl@dx:0.
0
Donc u(t, x) = up(X(0,¢,2)) est bien solution faible du probleme (x:x).

— Unicité :
Par linéarité du probleme il suffit de montrer que si ug = 0, alors u = 0.
Soit u € L™ tel que :

{ﬁfﬁu@@@@@@+&mﬁww@@DMﬁ—a 3.1)

Vo € C(]0, +00[xR).
Soit ¥ réguliére a support compact, cherchons alors ¢ réguliere a support compact telle que :
Ot + Oy (cp) = V. (3.2)

Les caractéristiques associées sont définies par :

(=i,
X(s,s,z) = .

Fixons s = 0 et x. ¢ est solution de (3.2) si et seulement si :

180, X(1,0,2))] = Ddlt, X (6,0,2)) + 51X (1,0,2)]0, (1, X (1,0,2)

dt
= 9,6(t, X(1,0,2)) + c(t, X (£,0,2))0ub(t, X (£, 0, 2))
= U(t, X(1,0,2)) — d(t, X(t,0,2))pc(t, X (£,0,2)).

Ce qui s’écrit encore :

%[qﬁ(t,X(t,O,x)] + Oge(t, X(t,0,2))o(t, X (t,0,2)) = U(t, X(¢,0,x)).
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Solution homogene de cette équation différentielle :

oo(t, X (t,0,2)) = g(x) exp (— /Ot Oxc(s, X (s, O,a:))ds> .

Pour trouver la solution particuliere ¢, utilisons la méthode de variation de la constante.
Cherchons ¢, sous la forme, ¢,(t, X (t,0,2)) = \(x,t) exp(— [3 dc(s, X (5,0, x))ds), alors :

L 10p(t, X (1,0,2))] = A, 1)) exp (— /0 t (%C(S,X(S,O,x))ds)
— Oelt, X (1,0, )M\, ) exp (— /0 " Duc(s, X (5,0, x))ds) |
Dot on a :
1600, X (1,0,2))] + Duc(t, X(2,0,2)0p(t, X(1,0,2)) = Nz, )]
exp(— /O " Duc(s, X (5,0, 2))ds)
— Wt X (£,0,1)).

donc :

di W(t, X(1,0,))
ai N = T T 0re(s, X (5,0,2))ds)

Et ainsi, on obtient :

U (w, X (w,0,))

+00
A= - [ exp(— Jq Decls, X (5,0.))ds) "

Donc :
o(t, X (t,0,z)) = g(x) exp <— /Ot Orc(s, X (s, O,m))ds>
+ Az, t) exp (— /Ot Ozc(s, X(s,0, x))ds)
= exp (— /Ot 8xc(s,X(s,O,:r:))ds> X
RS s e )

Choisissons alors g pour que ¢ soit a support compact. Prenons g = 0, alors :

B t +oo U(w, X (w,0,x))
o(t, X(t,0,2)) = —exp (—/0 8IC(S,X(S7O,$))d8>/t P~ axc(s,X(S,O,:L"))ds)dw'

Donc en posant x = X (0,¢,y) :

U(w, X(w,t,y))
— I’ Oxc(s, X (s,t,y))ds)

o(t,y) = —exp (— /0lt Orc(s, X (s, t,y))d5> /;oo p— dw

. Vérifions que ¢ est bien a support compact :
Soit [0,T] x [-M, M] le support de ¥, alors ¥ = 0 en dehors de [0,7] x [M, —M].

19
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- Sit>T,alorsw>t>T donc ¥(w, X(w,t,y)) =0,Vy € R.

On a donc : ¢(t,y) = 0,Vy € R.
~ Soit t € [0,T], on a :
d
2 X, t,y)] = c(w, X (w,,y)),
o : )

X(witiy) = [ (s, X(s,t:9)ds +v.
t

Et ainsi :
| X (w,t,y) -yl < /tw |c(s, X (s,8,y))|ds < [[effoo(w = 1) < ||e]loo(T" = 1).
- Siy<—M —||c||leo(T — t), alors :
X(w,t,y) = X(w, t,y) =y +y < |lclloo(T =) +y
<Mlelfoo (T = 1) = M — [[¢]|oo(T = 1) = =M,

donc :
X(w,t,y) < —M = ¥(w, X(w,t,y)) =0,Vw > t.

Do, ¢(t, ) = 0.
= Siy>M+|lc||oo(T — 1) :
Ona: X(w,t,y) —y > —||c||oc(T — t), ce qui entraine que :

X(w,t,y) = X(w, t,y) =y +y = —|lclloo(T =) +y > —|le][cc(T — 1) + M + [[¢]|oo(T — ).
C’est a dire que : X(w,t,y) > M et donc ¥(w, X(w,t,y)) =0 YVw > t.
D’ou ¢(t,y) = 0.

Donc Supp ¢ C [0,T] x [-M — ||¢||ocT, M + ||¢||ocT]-

¢ est donc bien a support compact.
x +— exp(x) est C*° et Vz,exp(z) # 0
U est C'*° a support compact.

Donc, ¢ donnée par (3.2) est bien définie et C'*°.
¢ est donc C'*° a support compact et vérifie :

Prenons donc cette fonction test ¢ dans (3.1) :
/ o [ wlt)(@1(t.2) + 0y e(t,)o(t, ) dadt = 0
& /()+Oo /Ru(t,a:)\ll(t, z)dzdt = 0,Y¥ € C°([0, +oo[xXR)
Or C°([0, +-00[xR) est dense dans L'(]0, +0o[xR), donc :
0= /(:Oo/Ru(t,x)\I/(t, x)dtdz, YV € L' (RT x R)
En particulier, pour K compact inclus dans RT x R, ¥ = ulg.

Donc [j |u|? = 0,VK et ainsi u =0 p.p.

On va donc maintenant s’intéresser au cas non linéaire.
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3.3 Existence de solutions faibles dans le cas non linéaire
Définition 2 Une fonctionu € L},.(]0,00[xR), telle que f(u) € L}, est solution faible du probléme :

Ou + 0 (f(u)) =0,Vt > 0,Vz € R
u(t =0,2) = up(x)

st on a:
| [ wtt.)aott. o)+ falta)orot. ) dide + [ uo(@)(0.2)da = 0
pour toute fonction test ¢ € C°([0, 00[xXR).

Proposition 3 Siu € C([0,00[xR) est une solution du probléme au sens classique, alors c’est une
solution faible.

Preuve :
Soit u une solution réguliére du probléme (%), on a alors :

0w+ 0z(f(u)) = 0.

' CC ([07 OO[XR), on a :
0 R

N /0 o /R Opucsdadt + /0 o /R 00 (f ()b (x, t)dwdt = 0.

u € CH([0,00[xR)), f est de classe C! et ¢ est C™ & support compact donc ¢pdyu et ¢d,(f(u)) sont
continues et & support compact, donc de modules intégrables.
On peut donc appliquer le théoréme de Fubini :

/IR </O+OO ¢3tudt> dx + /0+oo </IR gzsax(f(u))dq;) dt = 0.

On effectue une intégration par parties :
+oo o +oo
[ (el = [“udodt) do+ [ (1#e oot o) '3 - [ fosods) dr
Ce qui équivaut a :
+o0
/R (0, 2)6(0, z)dz + /IR /0 udybdtda + /R . /R F(w)Bpdddt = 0.

Ensuite on réapplique Fubini, et on obtient :

/R (0, 2)6(0, z) + /R . /R udydzrdt + /R . /R F(1)y () dadt.

& /OJFOO/Ruatqb—i— f(u)Oppdtdr + /Ruo(x)qﬁ(o,x)dx =0.

D’apres la définition précédente u est bien solution faible du probléme (x). [ |

Réciproquement, on a :
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Proposition 4 Soit u solution faible du probléme (x). Si de plus, u € C([0,00[xR), alors u est
solution du probléme (%) au sens classique.

Preuve :
Soit u une solution faible du probléme ().
Onawuy €L} (R)etuc L ([0,4+00[xR)NCH]0,+00[xR).

loc loc

Soit ¢ € C2°([0, +00[xR), on a :

/W/ (udsd + f(u)d ¢>dtdx+/ wo(2)(0, 2)dx = 0
o JR ’ R ’ '

Prenons ¥ a support compact dans |0, +oo[xR alors ¥(0,z) = 0. On a donc :

/0°° /R(“at‘l’ + f(u)0, W) dadt = 0.

En appliquant Fubini, on obtient :

/R/O u@t\Ildtdaz+/IK+/IRf(u)8x\Ildxdt:0.

Par intégration par parties, on obtient :

(== [T woat)as s [ (15w - [ w0, sz )t =o.

/R/o \Ilatudtd:v+/R+/R\IJ8xf(u)dmdt:0.

En réappliquant Fubini, on a :

/ e / (Ou + By f () Wdadt = 0.
0 R

Ceci est vrai pour tout ¥ € C°(Rx]0, +oo[), donc dyu+ 9, f (u) = 0 presque partout sur Rt x R.
Or f est de classe O, u est de classe C! donc Gyu + 0, f(u) = 0 est continue. Il en résulte que :
Ou+ Oy f(u) = 0 sur RT x R.

Prenons maintenant ¢ € C2°(R x [0, 400[), on a :

/0°° /R(uatqb + f(u)0y¢)dxdt + /R uo(2) (0, x)dz = 0.

Par intégration par parties et Fubini, on obtient :

/Ru((),x)d)(o,x)daz+/ooo /R(atu+axf(u))gbd:cdt+/Ruo(x)¢(0,x)dx:O.

Soit :
/R(“(Oa x) —up(x))d(0, x)dx = 0.

Ceci est vrai pour tout ¢ € C°(R x [0, 400]) et x — u(0,x) — up(x) est continue, donc :
u(0,z) — up(z) = 0 sur R.

Ainsi, on a bien : u(0,z) = up(x),Vz € R. ]
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Théoréme 2 de Kolomogorov

Soient Q un owvert quelconque de R? et (fn)n une suite bornée de LP(Y), avec 1 < p < 00.0n
suppose que :
1. Pour tout € > 0 et pour tout ouvert w borné tel que @ C 2, il existe A > 0, avec A < d(w, R\Q?) tel
que Vf € fn,Yh € R4 |W| <X = ||mnf — flliv) < e
2. Pour tout € > 0,il existe un ouvert borné w, tel que @ C Q et tel que Vf € fu,|[fllrr) < e

Alors (fn) est relativement compact dans LP(w).

Dans ce théoréeme, 7, f désigne la fonction translatée définie par : 7, f(x) = f(z + h).
La premiere condition s’apparente & la condition d’uniforme continuité du théoréme d’Ascoli, la se-
conde nous dit que les fonctions de (f,), doivent étre "uniformément petites" en norme LP pres du
bord de 2 et a l'infini.

Preuve :

Démontrons ce théoréme dans L!(().
Soit (fn)n bornée dans L*(€2). On fixe € > 0 et on choisit un ouvert w vérifiant la seconde hypothése.
On veut recouvrir (f,) par un nombre fini de boules de rayon €, ce qui impliquera la compacité
relative.
On consideére alors ( fn)‘w, I’ensemble des restrictions a w de (f,,),. Grace a la premiére hypothése on
peut régulariser, par convolution avec une suite régularisante (ps)s, les éléments de ( fn)‘w de fagon
uniforme.

On pose pour cela, v, = (fp)[, ainsi que v, 5 = (fa * ps)|w, la convolée de f, avec ps, telles que
ps = ﬁp(%) et que l'intégrale de p sur 2 vaut 1. Cette convolution a bien un sens car 'ouvert w
reste loin du bord de €2, ce qui permet de définir le produit de convolution des que le support de ps
est suffisamment petit. Sur w, le support ne sortira pas de Q si |§] < d(w, 99) (inclus dans la boule
B(0,0)).0n a vy, 5 = Jpa fu(2)ps(y — x)dz, et par hypothése & est compact.
Il nous faut maintenant choisir 6 > 0 tel que [|v, 5 — vnl[11 () < €, Vn, uniformément.

On a:
lons = oaller = [l [on(o) = [ oatwosta )y

Etant donné que v, (z) ne dépend pas de y, on a :

fons = vallzs = [
Rd

Cette intégrale est nulle quand x et y sont éloignés, soit :

lons = vallzs = [ [ foa@) = vale+ W)llps(0)]dhda.
Q JB(0,5)

/Q(vn(:c) — vp(y)ps(x — y)dy‘ dz.

On pose ensuite h = 24,

lons = vallzr = [ [ Joa@) = vale+ 62)llo(:) d2da
QJB(0,1)

|p(z)| est borné par C, on applique Fubini :

|[Vn,s — Vn|| L1 SC/ (/ |vn(x)—vn(x+6z)\dx> dz.
B(0,1) \JQ
A 7 fixé, c’est une translation de pas §, donc :

[lon.s — vnl|L1 < Ce uniformément par rapport a n.
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On fixe alors § = A tel que |h| < 6.

On a donc obtenu que ||vy, 5 —vn||p1 < €, ceci pour tout n, uniformément. Il en résulte que vy, 5 est
continue sur . De plus, elle est bornée et vérifie I’hypothése d’équicontinuité du théoréme d’Ascoli
car (fu)n est bornée dans L'(€2). On peut donc appliquer le théoréme d’Ascoli, il en résulte que
(Un.6)n est relativement compacte dans C°(w) donc dans L!(w) car Pinjection de C°(w) dans L(w)
est continue.

Par suite, il existe (g;)1<i<n appartenant & L'(@) tel que (v,s)n € UL, B(gi,e), clest & dire
qu'il existe un nombre fini de boules de rayon e, dans L!'(w), qui recouvrent (v, s),. Et comme
|[vn,s —vnllL1(w) < € pour tout vy, il existe un nombre fini de boules de rayon 2e qui recouvre (fn)n|w

dans L'(w). Ceci montre que (f,)|, est relativement compact dans L'(w).

Pour conclure, on regarde maintenant sur 2. On définit g;, le prolongement de g; par 0 sur 2 et
on obtient que (fy)n C U,fil B(7i, 3¢) car [|vn — gillp1(w) < 2€ et || fullL1@@w) < €
Nous avons donc montré que (f,), est compacte dans L' (£2). ]

Théoréme 3 Pour tout T > 0 et toute donnée initiale ug € L°(R) N CY(R), il existe au moins une
solution faible u € L*°(]0, T[XR) au probléme :

Ou+ Opf(u) =0,Vt > 0,Vxr €R
u(t =0,2) = up(z).

Preuve :
On a le probleme :
Ou~+ 0y f(u) =0,Vt > 0,Vr € R
u(t =0,z) = up(z).

Or ce probleme étant trop difficile a résoudre, on rajoute un terme du type de I’équation de la chaleur
(que on sait résoudre), on obtient alors le probléme suivant :
Soit € > 0,

Optie + O f(ue) — €0?ue = 0
(Pﬁ){ wlt = 0.) = o(a)

(P.) admet alors une unique solution sous de bonnes hypothéses sur ug et f; par exemple ug € L
et a support compact.
(P.) vérifie le principe du maximum :

[luel|Loe < [[uo||zee- (3-3)
En multipliant (P;) par ¢ € C°([0,4+00[xR), on obtient :
Qe + Op f (ue)p — eqﬁ@%ue =0.

On integre alors cette expression, ce qui nous donne :

+0o 5 5 82 o
/0 /R( e + Op f (1) — €pO2uc)dxdt = 0.

En séparant les intégrales, et en appliquant le théoreme de Fubini car Oyuc¢ est continue a support
compact, on obtient :

400 +00 +00
/]R/o Orucpdtdr —i—/o /Raxf(ue)gbda:dt —/0 /Recbﬁgugdxdt = 0.
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On intégre alors par parties pour obtenir :

+oc0 +o00
/ woli™ - [ wdkedt | dot [ | [fudel -
R — 0 0 —
=—ue(0,2)p(0,2)=—uo(x)p(0,z) =0

+o0
e / [60ue] TS — / 0, bOpucdz | dt = 0.
0 S —— R
=0

D’ou en réappliquant Fubini, on a :

/]R F(ue)Oppiz

+oo
/0 /R (weBsd + f(u)Dah — €DrdDpuiy)dzdt — — /R wo(2)(0, z)da.

Il existe G tel que G'(u) = uf'(u).
Multiplions, alors (P,) par u., on a :

UeOpue + ueOy f (ue) — eueag%u€ =0.

D’ou :

[\

u
0= + f(ue)ue Opuie — eucd?ue = 0.
2 —_———
=G"(uc)
On integre alors sur R,

=0

2
8t/ %dx—i-/ 0:G(ue) dx—e/ ueaguedx = 0.

—0 a l’infini
Par intégration par parties, on obtient :
=0

8t/ de—e [teOy ue] /\6 ue\ dz) =0,

d’ou I'expression :

8t/ 6dac+€/ |0puc|*dz = 0.

T u2 T
/ 8t/ —ed:c—ke/ /\&cue\Qdaz:O
0 R 2 o JR

Soit T' > 0,

2(T T 2
/ ue(’x)dx+e/ / |8xu€(t,m)|2dxdt:/ uE(O’x)dx:/
R 2 o JR R 2 R

Ml e [ [ 100t 2) P = 2 ol
donc :
GH&UUGH%Z(]O,T[XR) <c
donc /€0, u, est bornée dans L? et ainsi :

borneL?

ud()
2

400 +o0 =
/ / €0 OO0 ucdxdt = / / Ve 0.0 eOpuedxdt — 0.
0 R 0 R N——

borneL?

dt
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On a également ||uc(t,.)||r2 < ||uo||z2, donc on peut extraire une sous suite u., qui tend faiblement

vers u dans L2.
U, — u dans L2 oo +oo
{ ot b € Lg donc /0 /1Ru6n8t¢—>/0 /Ruatgb.

On a alors :
Il faut maintenant passer & la limite dans [;° [g f/(ue, )Orddzdt.
D’apres (P, ), on a :

atuén + f/(ufn)awuen = Enaguen'

D’ou en dérivant par rapport & x, on obtient :

auen " auen 2 / 82u€n _ 62 auen
0+ ) (i) + e g = e (). (34)

Soit alors 1 convexe de classe C? et multiplions cette équation par 7’ (ag;”) ; ainsi :
ou ou e, \ 2 ou 0%u 0% [0ou ou
a €n i . /( €n>< €n> ! . /( €n) En: n( €n> /( €n>.
¢ ( ox ) + (e ) Oz oz + f (e )n oz Oz? 02\ oz )\ oz

2 ! due, e due, (au€n> ' /(au€n> &,

On obtient alors :
Ou,, 0 (. Oue,, " Oue, \ [ Ouc, \? Oue, \ Oue, |
2 82/u€n / <8u€n> o iz (auE”n) 82u5n ’

oz \ 022 T\ oz €nfl ox

Ox?
ou ou
1 €n > _ 1 €n
n (83: ) > 0 donc — e,n ( o )

On integre sur R, on obtient alors :
0
0

uﬁn " auen auen )2 o (8uen > 8uen
at/]Rn( a:)dx—i_/Rf(ue" [ <8x><8:c ox ox

Soit T' > 0, on integre alors sur [0,77] :

for Gy [ o (%) () ()

Prenons alors 75(v) = vv? + ¢, donc 15(v) = == et ns(v)v = \/%.

2
0?u,

V244
1" (ue,) ne dépend pas de § et IM tel que f”(u.,) < M car (3.3).
Ole,,

5. uniformément borné et ne dépend pas de 6.

De plus, 15(v)v = ns(v) = —%= = VoZ +3 = == = Inj(v)o —n5(v)] < V3, V.

L . N E) .
Donc, par le théoréme de convergence dominée et en appliquant ceci a v = g;” , on obtient que :

) " Oue, \ [ Oue, \? Oue,, \ Oue, B
%I—I}(l)/ /f ten) l%( )(83:) _776(837) ox drdt =
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(t, :C)) = 6“‘95" (t, ) ‘ et ‘7]5 (87“" (t, ) )‘

<1
Donc, par le théoreme de convergence dominée, on a : lims_.o g 75 (
Oue,,

8'&0
< 70
vt, /R ox - /R ox

On peut faire la méme chose pour ¢, on obtient :
ou
<k / ‘ 0

OUue
t n
v, /]R‘ ot

Ces deux estimations sur les dérivées sont bien indépendantes de e.

Par le théoréme de Kolmogorov, on peut extraire une sous-suite qui converge dans L' et on réextrait
ensuite une sous-suite qui converge vers u presque partout. Appelons la toujours ue,, .

Or f est continue donc f(ue,) — f(u) p.p.

De plus,

De plus, lims_, 75 (8“5"

)dx:f dug" (t, x)‘dac
On obtient alors,
dx.

[luenllzee < [luol|zee

donc 3M > 0 tel que |f(ue,)| < M, d’ott :
| £ (ue,)0,®| < M|0,®| € L.

Par le théoréme de convergence dominée, on a donc :

/OOO/Rf(uen)(?m@d:cdt% /OOO/Rf(u)amq)dacdt

/000 /R(uaté + f(u)0y¢)dxdt + /R uo(x)p(0, 2)dz = 0

Par définition, on a bien que u est solution faible du probléme (). [ ]

On a finalement :

Il s’agit maintenant pour nous de s’intéresser a la 'unicité ou non des solution faibles.

3.4 Non unicité des solutions faibles pour le cas non linéaire
Pour cela, étudions la fonction suivante.
Proposition 5 La fonction u(z,t) € L' définie par :

u(t, 2) :{ 0 silz| >Vt

& osilz) <Vt
est une solution faible de l’équation de Biirgers pour la donnée initiale ug = 0.

Preuve :
D’apres la définition 2 une fonction est solution faible de notre probléme si on a :

+oo
/0 /R (ult, 2)0b(t, @) + f(ult, 2))Dsd(w, t))dwdt + /R wo(2)$(0, z)dz = 0,

pour toute fonction test ¢ € C2°([0, co[xR).
Comme uy = 0 il reste a montrer que :

/+<>0/ (u(t, 2)0pp(t, x) + u?(t, £)dpp(x, t))dadt = 0.
0 R
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Soit € > 0, on a ainsi :

+00 +oo
/ /]R u(t, z)0rp(t, x)dxdt = /]R/ u(t, z)0p(t, x)dtdx d’apres le théoreme de Fubini

Ve oo +00  ptoo —Ve ptoo
= / v / udrpdtdr + /\[ / udipdtdr + / / uoppdtder.

Or :
— Si —y/e < x < (/e clest adire |x| < y/eet e <t < 4o, alors /e </ et donc :
T
lz| < Vtetu(t,z) = —.
2t
Calcul préliminaire :
2 2
T z x T
t( )+ (2t>] 22 * ”’<4t2> T +2t sit >
— Siz>+/eet Vt> /e alors, u % 0 si 2 < t, donc :
+00 “+o0o “+oo “+oo T
/ | o / [, 500
~ Siz < —\/eet Vt > /e alors, u # 0 si 22 < ¢, donc :
+oo —+00
[ Te= [ 50
D’ou :

“+oo +oo T +oo +oo x +oo T
/ / (t,z)0p(t, x)dxdt = / / —8t¢dtdx —|—/ / 8t¢dtdx +/ —8t¢>dtdx

/ ‘ /€+°° 605 )dtdr /ﬁe bl 2)da — /;OO /x joo 004 )dtd

+oo —Ve p+oo —\e
f/ 222¢(a: az)dmf/ PO (— )dtd:vf/ 2x2¢(x x)dx

Ve oo Jx? —00

_/ €/€+Oo¢ dtda:—/ ¢(6xdx+/+oo +Oo¢ s dtdz
/;0021 o(? :L“dﬂch/ /+OO¢ dtdr — /;ﬁléb(x z)dx



3.4. NON UNICITE DES SOLUTIONS FAIBLES POUR LE CAS NON LINEAIRE 29

On a également :

/+00/ (t,2)0:¢(t, x)dxdt = = /+oo /_\\//EZUQ(tny)ax(ﬁ(t,x)dxdt
/

:/:Oo/ﬁ_ 2:((5)%) <z>dxdt+/ (6, VE) — (t, —VD)dt
[ “J oot + [ 7 5 (0(a ) = o, —a)

+oo VI g +00
:/ / ——qbdmdt—{—/ x , ) da:—l—/ —gf)x x)dz.
€ - Ve

Par Fubini, on a de plus :

+0o0o
/ E/E ¢2—t2dtdx—/ / gbﬁdxdt
+o0

+o00 T T
/\/E - gbﬁdtdx = /R/R 1[\ﬁ,+oo[(‘r)1[$2,+oo[(t)ﬁdtdx

Donc :
P <t<+400=—Vi<z<Vi

L1 /e oo (B) 12, ool () = L /e oo (T 11— 2,2 (2)-

Ainsi :
€ [Ve, +oo[N[—Vt, V1.

On doit donc avoir :

VesVt=e<t,
et
€ [Ve V1.
Donc :
/ / ¢2—t2dtdx = / / ¢2—t2dasdt
—Ve T T
/_Oo /362 qﬁ@dtdm‘ = /R/R 1[7007,\/g[(x)1[x2,00[(t)ﬁdtdx.
Donc :
2 <t < 4oo= —Vt <z <Vt
Loy ()12 oo (1) = Lo — e (@)1 5,z (@)
Ainsi :
z €] — oo, —Ve[N[-Vt, V1.
On a alors :
—Vt< —Ve=e<t,
et

S [_\/i _ﬁ];
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/_E/ b5 dtdx—/ /_6 2 dwdt.

/6 6 ¢2t2dtdx+/ / ¢2t2dtda:+/ / byt
:/E /_\/Z 2t2dwdt+/ /\[¢2t2d:cdt+/ / ¢2—t2dxdt

0o Vit
= / / \[qsﬁdxdt d’apres la relation de Chasles.
—Vi

donc :

D’ou :

On en déduit ainsi que :

/OO/ (u(t, 2)Dud(t, ) + W2 (t, 2)0r(t, ) )dadt = —/\/E L (e, x)d
€ R ’ t ’ ’ t ’ 7\/’ ’ ’

Comme :

Ve
/ £alav =0,
—\fe 2¢

et comme ¢(¢,0) est une constante, on a :

I = / h /R (ult, )9 (t, v) +u2(t, ) A (t, @) dwdt = — / Y 2 (e, 2) — oe,0))de

— /e 2€
Ainsi :
< [ Bioge.a) - ote. 0z
= — e 2e © ©
<e
Ve g2
< H(?xngoo/ ——dx d’apres le TAF
—e 2e
1 Ve
< 0:6locy [ 1o = [0:0] |
—Ve
On a ainsi :

lgr(l) |Ic| = 0.

C’est a dire : e
/ / (u(t, 2)0yp(t, x) + u?(t, £)0pp(x, t))dadt = 0.
0 R

Donc u est une solution faible de notre probléme de Biirgers. [ |

Cette proposition nous montre donc bien la non unicité des solutions faibles pour le probléme
de Biirgers. En effet, il est clair que pour la donnée initiale ug = 0, la fonction u = 0 est également
solution faible de notre probleme. On a donc au moins deux solutions.

Maintenant que nous avons vu ’existence mais la non unicité de solutions faibles pour le probleme
de Biirgers, nous allons étudier les fonctions régulieres pas morceaux.
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3.5 Conditions de Rankine-Hugoniot

Les conditions de Rankine-Hugoniot nous permettent de savoir si une fonction réguliére par
morceaux est, ou non, solution faible de notre probleme. On a le théoréme suivant :

Théoréme 4 Soit t — a(t) une courbe réqulicre. Soit u une fonction de classe C', bornée ainsi que
ces dérivées, dans Q_ = {(t,z),z < a(t)} et de classe C' dans Qi = {(t,x),r > a(t)}.
Alors u est solution faible du probléme (x) si et seulement si :

- u(0,.) = ug

- u vérifie ’équation au sens classique dans 2 et Q4.

— u vérifie de plus la condition de saut suivante :

f(u(tv O‘(t)Jr)) — f(ult, a(t)i)) = O/(t)(u(tv a(t)+) — u(t, a(t)i))7Vt 2 0.
Cette condition de saut est souvent notée :
[f(w)] = o[u].

Preuve :
Soit u une solution faible du probléme (x).

— D’apres la définition des solutions faibles, on a :

/R . /R (udh + f(u)Op)daxdt + /R wo(2)$(0, 2)dz = 0,

Vo € C(]0, +00[xR).
Si Supp ¢ C Q2_, on a alors :

&#&W@¢+ﬂMQMMﬁ:Q

Par une intégration par parties dans €2_, on obtient :

- /Q (O + 0y f(w)@)dzdt = 0

& /Q ((Opu + 0z f(u))p)dzdt = 0, V¢ € C°([0, +00[xR) avec Supp ¢ C Q_.

On a alors :
0w+ Oz f(u) =0 dans Q_

donc u est solution dans _.
En effectuant le méme calcul on a que u est solution dans €
— Soit ¢ € C2°([0, +00[xR) tel que |t1,ta[x] My, Ma[D Supp ¢ N (¢, a(t)) # 0.

/R+ /R(U3t¢ + f(u)0z¢)dxdt = 0.

On a ainsi :
to Mo
[ ] @+ foue)dsdt <o,
t1 My
d’ou :

ta  pra(t) ta Mo
[ wone+ s@osoydade+ [ ] utng + f(wded)dade 0.

t1 My t1 a(t)
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On pose :
t o
A= / (udd + f(u)p)dudt.
t1 1

M

to Mo
B= / (urd + f(u)Bpd)dadt.
t1 a

A= /tQ / 0, bdwdt = /;[f(( Nt NePde — /t2 /a(t w)dddt.

to to
= [ futt. o))t a(b)d: - /t /Ml w)gdadt.

ta ra(t) ta  ra(t)
Ag = / / uOrpdadt = / / (Or(ugp) — Opug)dzdt
t1 My t1 M,
to

a(t)

to a(t
/ / Orupdxdt

_ _/ o (tyu(t, a(t))o(t, alt dt—/t2 /a(t) dpupdud.

t1

On a donc ainsi en regroupant les deux termes :

A=A+ A= /t2 [f (u(t, a(t)”) — o/ (t)ult, a(t) )] (t, alt))dt

/ ” / ) + Ou) pdadt

= / [f(u(t,a(t)”) — o (t)u(t, a(t)”)]é(t, a(t))dt car u solution dans Q_.

t1

On a de méme :

Donc :

0= /tz [f(u(t,a(t)+) — flu(t,a(t)”) — Oé/(t)(u(t,a(t)+) —u(t, a(t) Bt alt))dt.

t1

Comme ceci est vrai pour tout ¢ tel que Supp ¢ C [t1,t2] x [My, Ms], on en déduit :

[f(w)] = o/ (t)[u].

Pour la réciproque il suffit de faire les mémes calculs dans le sens inverse.
|

Apres avoir étudié les principales propriétés des solutions faibles pour le cas non linéaire, on va
essayer de trouver un moyen pour avoir 'unicité de solutions faibles.



Chapitre 4

Conditions pour obtenir 'unicité des
solutions faibles

4.1 Entropie

Nous avons vu que nous n’avions pas l'unicité de solutions faibles. Pour remédier a ce probleme, il
nous faut introduire la notion de solution entropique. Cette notion permet de selectionner la "bonne
solution" physique.

Définition 3 On dit que (1,q) est un couple entropie-flux d’entropie pour le probléme (x) si n €
CY(R,R) est une fonction conveze et ¢’ =n'f".

Remarque 1 Si(n,q) est un couple entropie-flux d’entropie et siu est une solution au sens classique
de (%), on a alors(si ' ne s’annule qu’une fois) :

Ou+ 0y f(u) =

' (u)Opu+n' ()0 f (u) =

< 1 (u)0u + ' (u) f (u)0zu = 0
& On(u) + 0q(u) = 0.

Mais si u n’est pas réguliere ceci est faux et donc cette équation n’est pas vérifiée dans le cas de
solutions faibles!

Introduisons donc la notion de solution faible entropique.
Définition 4 Soit ug € L>®(R). On appelle solution faible entropique du probléme (x), une fonction

u € L®(RT xR) vérifiant pour tout couple entropie-flux d’entropie (n,q) et pour tout ¢ € C°(RT xR)
positif :

/R*/ )(t, x)0rp(t, x) + q(u)(t, ) 0pp(t, :c))da;dt—i—/ n(uo)(z)p(0,z)dz > 0

ce qui s’écrit plus simplement sous la forme :

om(u) + Opq(u) <0
au sens des distributions.

On a alors :

33
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Proposition 6 Une solution faible entropique est une solution faible.

Preuve :
Soit u une solution faible entropique. On a alors, pour tout couple entropie-flux d’entropie (7, q)
et pour tout ¢ € C°(RT x R) positif :

/R*/ )(t, x)0rp(t, x) + q(u)(t, ) 0pp(t, x))da:dt—i—/ n(uo)(z)p(0,z)dz > 0 (4.1)

Soit p € C°(RT x R),
— Si ¢ positive, prenons

n:R—-=R

=T

alors n est bien convexe et q(u) = f(u) = ¢’ = f'n'. On a alors, en remplagant dans (4.1) :

/R+ /R(u(t, z)Oup(t, x) + f(ult, x))axSO(t,:E))da:dt—l—/Ruo(x)go((),x)dw > 0.

Prenons maintenant

m R—-R

T +— —X.

On a encore nf =0>0et n(u) = —uet g1(u) = —f(u) = ¢ (u) = —f'(u) = ¢, = f'ny.
En remplagant dans (4.1), on a alors :

—/R+/R(U(t73«")3t90(t,x)—i—f(u(t,:r))@xtp(t, x))d:):dt—/Rug(x)w(O,x)dg: >0,
c’est-a-dire :

/R . /R (ult, 2)Bep(t, ) + flult, 2))spl(t, ) dodt + /R wo(2) (0, )dz < 0.
Donc :

/]R*/R(u(t’ x)0p(t, x) + f(u(t,x))0pp(t, z)) dmdt—k/Ruo(x)go(O,x)dx:O.

— Si ¢ est négative, p; = —p est postive. D’apres ce que l'on vient de faire, on a alors :

/R . /R (ult, @)1 (t, ) + f(ult, 2))vpr (t, 2)) dodt + /R wo(x) 1 (0, 2)dx = 0

ce qui est donc également vrai pour ¢ = —¢q.
— Si p n’est ni positive ni négative : On peut décomposer la double intégrale en sommes d’intégrale
ou :
— ( est positive : on applique le leére cas.
—  est négative : on applique le 2eme cas.
N.B. : Cette décomposition nous donne des ¢ qui ne sont plus C'™ mais elles restent dans
W11 et notre hypothese peut étre affaiblie & des fonctions seulement W1,
On a ainsi des sommes d’intégrales nulle d’ou :

/]1@/ )(t, 2)0p(t, z) + q(u)(t, ) 0pp(t, ac))dxdt—l—/ n(uo)(z)p(0,x)dx = 0.

Donc, d’apres la définition de solution faibles, u est solution faible du probleme (x).
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La notion d’entropie nous permet d’avoir le résultat suivant :

Théoréme 5 Pour toute donnée initiale, il existe une unique solution faible entropique u au probléme

(%)-

Pour démontrer ce théoreme, nous avons besoin d’introduire la notion d’entropie de Kruzhkov et de
démontrer certains résultats.

Définition 5 On dit que (ng,qx) est un couple entropie-flur d’entropie de Kruzhkov pour le pro-
bléeme (%) si mx(u) = |u— k| et si qx(u) = sgn(u — k)(f(u) — f(k)) ot k € R.

On a alors :

Proposition 7 Une fonction u € L®(R' x R) est une solution entropique du probléme (x) si et
seulement si pour tout k € R et tout p € C°(RT x R) positif, on a :

/R+ /R(Uk(u)(ta 2)0rp(t, ) + qi(uw) (L, 2)dpp(t, ))dzdt + /R e (u0) (2) (0, z)dz > 0.

Preuve :

Montrons la condition nécessaire et admettons la condition suffisante.
N, n'étant pas C, on peut tout de méme vérifier que (1, g )est un couple entropie-flux d’entropie.
Prenons ng s(u) = /(u — k)? + 9 et q; 5 = m; 5f'(u) tel que gx5 = 0.

nk,s(u) est convexe, en effet : m; 5(u) = \/(;%k% et ny s(u) = m > 0.

Alors, (nk,s,qk,s) est un couple entropie-flux d’entropie du probleme (x), on a ainsi :

+00 +oo
[ [ mswopdzit+ [ [ ausudnptdodt + [ mes(uo)e0,2)de > 0.
0 R 0 R R

On a: w
Qs (u) = /k s () F(5)ds

avec 1y 5(u) = \/#%, .6 (w)] < 15 ainsi :
— si u==k, g s(u) =0 par hypothese,
—siu >k, qrs(u) — Ji Fl(s)ds car np 5(s) — 1 et | s5(s)f'(s)| < |f'(s)] € L' et par
convergence dominée,
—siu <k, qps(u) — — [ f'(s)ds.
0—0
Donc :
a1.5(0) > sgn(u— K)(f () — 1K)
et de plus,

aea)] < | [ 17/9)1ds] < Gl o € L

Par le théoreme de convergence dominée, on a :

“+oo “+o00o
/0 /R Q6 (w)Ozipddt — ; /R Qi (u)Oppdadt

et
+o00 +oo
/0 /Rnk,(;(u)atgoda:dtm ; /Rnk(u)atgodmdt
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car ny.s(u) = nr(u) et n s5(u) est majoré puis par convergence dominée.
De méme :

/Rnk,g(uo)np(o,a:)dx—)/Rnk(uo)np(o,m)dx

car n5(uo) ﬁ M (uo) et nis(uo) est majoré puis par convergence dominée.
—

Donc : oo o
/ / nk(u)ﬁtgodxdt—i—/ / qk(u)ﬁxgodxdt—k/ i (10) (0, z)dz > 0.
0 R 0 R R

Par définition, (1, gx) est bien un couple entropie-flux d’entropie de Kruzhkov. [ |

Théoréme 6 (Kruzhkov) Soient ug et vy deux données initiales dans L™ (R) N C1(R) et soient
a,b € R tel que a < ug, vg < b p.p sur R. On note u et v des solutions faibles entropiques associées

respectivement a ug et vo. Alors, si on définit L = sup |f'(s)|, on a pour tout T >0 etr >0 :
s€la,b]

/|z|<r |u(T,z) —o(T, z)|de < / luo(z) — vo()|dz.

|z|<r+LT

Preuve :
Soit ¢ € C°(RT x R) positif, pour tout k € R, on a d’apres la proposition 7 :

/R /0 Tl 1) — k| Grpdadi+ /0 o /R sqn(u(t, 2)—k) (f(u(t, ) — f (k) Oy pdadi+ /R () —k| (0, 2)dz > 0.

On ne peut pas prendre k = v car k est une constante et v dépend de ¢t et de z. Prenons donc
k = v(s,y), on obtient alors :

+oo
/ / lu(t, ) (s, y)|0t<pdxdt+/ / sgn(u(t,z) —v(s,y))(f(u(t,z)) — f(v(s,y)))0zpdrdt
(4.2)
+ /IR luo(x) — v(s,y)|e(0,z)dz > 0.

On a de méme, pour tout £ € R :

/+0<>/ lv(s,y)—Fk|O dyds+/+°°/ sgn(v(s,y)—k)(f(v(s,y))—f(k))O dyd3+/ lvo(y)—k|(0, y)dy >0
0 R ’ s 0 R ’ ) yP R 0 ©(0, > 0.
D’ou en prenant k = u(t,z), on obtient :
/R /0+0° lv(s,y) — u(t, z)|0sedyds + /0+00 /ngn(v(s,y) —u(t,z))(f(v(s,y)) — f(ul(t,x)))dypdyds
(4.3)
+ [ Too(y) = ut, 2)le(0,9)dy > 0.

Soit maintenant ¢(t, x,s,y) € C°((RT x R)?) positif, on a donc; en intégrant (4.2) par rapport a s
et y sur RT x R et (4.3) par rapport & (t,z) sur RT x R; puis en sommant :

/}R+/ /R+/ u(t,z) —v(s,y)|(0 + 0s)(t, =, 5,y) + sgn(u(t, z) — v(s,y)) (4)
(f(ult,z)) — f(v(s,9))) (0 + By)p(t, z, 5, y))dzdtdyds
+ /R+ /R /R [u(t, x) —vo(y)le(t, z,0,y)dydzdt

+ /R+ /R/R lug(z) — v(s,y)|0(0, z, s,y)drdyds > 0.
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Soit maintenant p paire positive de classe C' & support compact tel que Jrp(2)dz = 1 et soit
1 € CP(RY x R) positive. Choisissons alors ¢ dans (A) tel que pour € > 0 petit :

plt,,9) = (" T (Y,
On a alors :
@+ 0t 5.9) = ("5 [ (S + 5 (5 ()
+ o [Fow S T e >——w<t+3 ()]
= oS Do TN (2

De méme : t+ n y
s x4y -8, ,T—Y

(81 +8y)80(t:33737y) 52¢( .
Il nous faut ensuite passer a la limite quand €— 0.

Raisonnons en dim 2, la preuve est analogue dans R*.
On peut démontrer que : Lp(42) — 2075—¢y dans D'

At fini, on a: 2 [j 5p(52 )ds = 2 par changement de variable; donc :

// tt)dsdt—Q/ (t,t)dt
Re 26

et :
1 t-s
- t,s) —@(t,t))dtd
[ f 250l s) = ol )deds
t —S .
/ /R )e(t,s) — p(t,t)|dtds car p est un noyau approximant
e’
t—s
<// - t,s) — p(t, t)|dtds
=) Lo et pin ten 69( 5Pt 5) = o(t,1)]
1 -
< M, / / —p( S)dtds car ¢ est uniformément continue
{|t—s|<2¢ et |s|<k, |t|<k} € = 2€
1 t-—
< ME// —p( S)dtds = 4M_.k avec M, — 0 quand ¢ — 0
t<k € €
On a alors :

1 t-s 1
- (t,s)dtd @(t, t)dsdt
/R/Rep( 2¢ Je(t: ) Sj/}R/Rep 26 Jds

L t_s)/Rap(t,t)dt

- RZ”( 2¢

1 t—s
/R/Rgp( 5 )<p(t,s)dtd5j2/Rap(t,t)dt.

c’est-a-dire :

Donc dans R*,

Lo L L ius) — et oo 2o 0 o dvanayas
4 [, [ lult.2) = o(t,2)|0r(t, 2)dd
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Lo Lo L Zsontuttca) = (s, ) (Flutt.)) = (0G0 = (o Y dwdidyds

=0 /R+ /R sgn(u —v)(t,z)(f(u) = f(0))(t, 2)02p(t, x)dwdt

De plus, dans R, on a : sup; [p |Oyu| < C donc [p |u(t, 2)—u(0,z)|dx < Ctet u(t,.) py ug(.) dans L!.
ﬁ

D’ou :
/IRU/ S, ) )dsdx = /O+OO 1,()(;5)(/ v(s,z)dx)ds

— 2 | wo(x).
e—0 R

On a alors, par un raisonnement analogue :

Lo o o) — el S p 0 Y ydwdyas
- /!uo—vo\ $(0, z)dz

et :

Lo St — vl ZE 0o 07 drayas
e~>0 /|u0_v0| ( )

D’ot, en faisant tendre € — 0, I’équation (A) devient :

Lo [ =0l )01t 2) +-sgn(u—0)(f (0) = (0)) (6, 2) (8 @) dzde+ [ Juo—vol (@) (0, )d = 0
(B)

On peut affaiblir ceci pour des fonctions seulement lipschitziennes.

On définit alors maintenant (¢, z) = xc(t)we(t, ) ou :

1si0<t<T
Xft)=¢ T 41siT<t<T+e
O0sit>T+¢

et :

lsi|z| <r+L(T—1t)
wet,x) =4 IOl L i (T —t) <zl <r+ L(T —t)+¢

€

Osi|z|>r+L(T—1t)+e€
L’équation (B) devient alors :
/R . /R lu — 0|t 2) (O wet, ) + xe(£)Brwe(t, ))dadt + /R . /R sqn(u— 0)(f(u) — F(0))(t, 2)xe(£)Dpwe(t, x)dadt

+ /R lug — vol(x)¥ (0, z)dx > 0.
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Or :

-1 .
—=siT<t<T
’(t):{ - st <t< + €

0 sinon

_L .
=850 < —r—L(T—-1%) <
o)< 0k rT-p <o
0 sinon
=50U3) G 0 < |o| —r — L(T —t) <
axwe(tvx) = { .6 . o ‘x’ " ( ) ‘
0 sinon

Donc, I’équation (B) devient :

L dzd L dxd
- - u — V|(t, z)we(t, xt——/ / u — v|(t, z)xe(t)dxdt
i /; /R| (£, 2)we(t, 2) o 0 SRR TR GO

1
L sgn(u = 0)(f (W) = FO)E2)xB)sgn(a)dadt + [ uo ~ vol (@)(0,2)d > 0.
€ JR™ Jo<|z|-r—L(T—t)<e R
Comme (sgn(u —v)(f(u) — f(v))sgn(z)) < L(u —v), on a :
1 [T+e
L[ el et e < [ o = vl(@) (0, )do
€Jr R R
c’est-a-dire :
1 [T+e
f/ / lu — v|(t, x)we(t, x)dzdt < / uo — vo|(z)¥(0, z)dz
€JT |z|<r+e |z|<r+LT+e
Il nous faut donc maintenant faire tendre € vers 0, alors :

/ lup(x) — vo(x)|we(0, x)dx — lup(x) — vo(x)|dx
|x|<r4+LT+e =0 Jiz|<r+LT

1 T+e
! / / lu — o|(t, 2)we(t, w)dadt —s [ (T, x) — o(T, 2)|dz
€JT |z|<r+e

=0 Jiz|<r
car [p |Opu(t, z)|de < C d'ou [ |u(t+ h,z) —u(t,z)|de < Chet u(t+h,.) — u(t,.) dans L' donc
%

t > u(t,.) € L' est continue.

On a:
1 T+e
f/ u(t,.)dt — u(T,.) dans L'
€ Jr e—0
donc :
T+e 1
/ / 2 (u(t, ) — u(T, 2)) didz — 0
RJT €
et donc :

/ (T, 2) — o(T, z)|de < / () — vo()|da.
|z <r |z|<r+LT

|
On peut maintenant s’intéresser a la démonstration du théoréme d’existence et d’unicité de la solu-

tion faible entropique.



40 CHAPITRE 4. CONDITIONS POUR OBTENIR L’UNICITE DES SOLUTIONS FAIBLES

Preuve :
— Existence :
Etudions tout d’abord 1’équation parabolique :
{ Oyt + Op f (ue) — €02ue = 0, (4.4)

ue(0, ) = ug(x),

ou € est une constante réelle positive.

Pour tout € > 0, pour toute donnée initiale continue bornée, il existe une unique solution
classique u, au probleme (4.4).

Soit (7, ¢) un couple entropie-flux d’entropie du probléme (x).

Multiplions (4.4) par 7/(uc), on obtient :

1 (ue)Ostte + 1 (ue) O f (ue) — €1 (ue)D2ue = 0. (4.5)
On a
n/(UE)atue = Om(ue),
n/(UE)axf(UE) = n/(ue)f,(ue)azue = 0xq(ue),
et

L’équation (4.5) devient alors :

O (ue) + Orq(ue) + enll(ue)(axUE)Q - 66:%77(”6) =0
~ atn(ue) + 8xQ(u6) = 683%77(“6) - En,/(ue)(axue)2'

D’ou :
O (ue) + 0rq(ue) < Eain(ue)-

Soit ¢ € C2°([0, +00[xR) positive, en multipliant par ¢ puis en intégrant sur [0, +o0o[xR, on
obtient :

+o0
| [ (@ + dug(ue) = c02(n(ue) et < 0
0
+oo +00 +oo
& / / O (ue)pdtdx +/ / 0:q(ue)pdxdt — e/ / 92(n(ue))pdzdt < 0 par Fubini
R Jo 0 R 0 R
—+00 “+oo
&= [ n(ul0.2)pO.a)de~ [ [ n)oedadt— [ [ glu)drpdade
R 0 R 0 R
—+00
+ 6/ /}R Oz (n(ue))Oppdrdt < 0 par IPP et Fubini
0
+o0 +o0
@/ /n(ue)(?tcpdxdt—i—/ /q(ue)awtpd:cdt
0 R 0 R

+oo
— 6/0 /R(?a;(n(ug))axgpdxdt—k /Rn(uo(x)))gp(o,x)da: > 0.
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D’aprés la démonstration du théoréme (3), on peut extraire une sous-suite wu., qui converge
vers u dans L?. Or 7 et ¢ sont continues, donc :
n(uen) — n(u)pp
q(ue,) = q(u)p-p.
De plus, M > 0 tel que ||ue, ||p~ < M donc :
n(ue,)| < supn = ¢,

|q(ue, )| < supg =,

donc :
‘n(uen>8t§0’ < C’at()o| € Ll?

lq(ue, )Op| < c|Opp| € L'

+o0 +oo
/ /R n(ue, )Orpdxdt — / /]R n(u)Owpdzdt lorsque n tend vers co
0 0

+o00o +oo
/ /R q(te, ) Orpdxdt — / /]R q(u)Oppdxdt lorsque n tend vers oo
0 0

par le théoréme de convergence dominée.
De plus,

+o00 +o0 ou
€ T = n ! € —n nOx dxdt
En/o /R@E(n(u ) O0zpdxdt = \/€ /0 /Rn (ue,) 5 VE€nOppdx

Or 7' est bornée, 0, est borné L? et d’apres la démonstration du théoréme (3) | ./en{)g% est
borné L2. Donc e, [ [r 9x(n(te,))Oppdadt — 0.
On a finalement :

/O+oo /R(n(u)atSO + q(u)0rp)dzdt + /RU(UO(@)@(O,x)dm > 0.

Donc, par définition, u est solution entropique du probleme.

— Unicité :
Par le théoreme de Kruzhkov, si u et v sont solutions du probléme (%) pour la méme donnée
initiale ug, on a :

/lm (T, 2) — o(T, )| <0

donc
[, 1ulTa) o(T.2) =0
|z|<r

donc u(7T, x) = v(T, z) pour tout |x| < r et pout tout r donc u = v.
D’ot 'unicité de la solution entropique.
|

Proposition 8 Une solution faible réguliére par morceaux est entropique si et seulement si, le long
de toute courbe de discontinuité t — a(t) on a

la(w)] < o/ [n(w)]

Preuve :
La démonstration de cette proposition est la méme que celle du théoréeme 4 en remplacant les
égalités par des inégalités <. [
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4.2 Résolution du probleme de Riemann

4.2.1 Introduction

On appelle probleme de Riemann, un probléeme de la forme :

O+ 0 (f(u)) =0,Vt > 0,Vzr € R

u(t =0,2) = up(x) avec up(x) = { Z; zi i 8

Nous allons étudier un probléeme de Riemann pour comprendre ce qu’il se passe quand, déja, il y
a une discontinuité dans la fonction initiale car nous savons qu’il y aura des discontinuités dans la
solution de I’équation non linéaire.

4.2.2 Auto-similarité

Montrons que la solution du probléme de Riemann est une solution autosimilaire, c’est a dire de
la forme ().
On remarque tout d’abord que ug(Az) = ug(z), VA >0.
Ensuite, soit u(t,x) la solution entropique pour la donnée initiale ug(z), on regarde u(At, Az), nous
allons montrer que c¢’est encore solution entropique pour la donnée initiale x — ug(Az) qui est égale
a up(z) :

u(t, ) solution entropique s’écrit,

Ve € C22([0, +00[xR), ¢ > 0

“+o0o
/ / (¢, 2)0ep(t, 2) + q(ult, 2))Deplt, x))dxdt—l—/ (u0) () (0, )da > 0

avec ' >0et ¢ =n'f".

On effectue ensuite le changement de variable As =t et A\y = x et on obtient,

+o0o
)\2/ / J(As, Ay)Ogp(As, Ay) + q(u(Xs, Ay))Oxp(As, Ay))dsdy + /\/ (u0)(Ay) (0, Ay)dy > 0.

Ceci est vrai quelque soit la fonction test ¢, donc on pose : px(s,y) = @(As, A\y) qui est de classe
C* , a support compact et positive.
On obtient donc,

©(0, Ay) = ¢x(0,y),
up(Ay) = uo(y),

Dspx = A0pp(As, \y),
Dy = A0pp(Az, Ay).

Soit,
+oo
| s A (s,) + atulhs, M) dyea(s )dsdy + [ (o) (y)ea(0,y)dy = 0.

Ceci est toujours vrai quelque soit ¢ donc quelque soit ), on peut donc refaire le changement
inverse et prendre quelque soit ¢ de classe C° a support compact et positive.
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On a donc montré que u(At, Az) est solution entropique pour ug. Or il y a unicité de la solution
entropique, donc YA > 0 et pour presque tout (t,x) : u(At, \x) = u(t, x).
On cherche donc une solution de la forme (%) = 1(£), avec { = %, c’est une solution autosimilaire.
De plus, la solution est constante sur les demi droites issues de 0. Il n’est donc plus nécessaire de
regarder la solution pour un temps infini, mais seulement pour les premiers instants.

Avec la nouvelle forme de notre solution, nous allons obtenir un nouveau probleme :

Soit u(t, z) = 1(§), alors

O = aﬂﬁ(%
8xf(u) =0y i 7
EF@W©) = (€)'

— =
—~~
<
—~
I8

Le probléme devient donc :

4 (0(6)) = €' (€)
(=00) =u”
Y(+o0) = ut

4.2.3 Définition des chocs et des détentes

Nous allons maintenant définir les ondes de chocs et les ondes de détente.

Comme nous ’avons montré en premiere partie, il n’existe pas forcément de solution réguliére
pour tout temps t. Dans ce cas, lorsque nous tracons les caractéristiques, elle se croisent en un point
qui prend donc deux valeurs différentes, ce qui est impossible : c¢’est une onde de choc.

Définition 6 1 est une solution de choc si c¢’est une solution faible de la forme :

_ Y- V<o

F@)—f(b-)
Yy—tp—

avec o = , vitesse de discontinuité de Rankine-Hugoniot.
Sinon, les caractéristiques ne se croisent pas pour un certain temps t, la solution est réguliere :
c’est une détente.

Définition 7 On appelle onde de détente une solution autosimilaire non constante u(x,t) = p(§) de
classe C* dans un demi-cone owvert {(t,z)/f (u™)t < x < f'(u™)t}.

Elle y satisfait ’équation (f'(u(z,t))) = 7.

4.2.4 Résolution du probléme de Riemann pour I’équation de Biirgers

Traitons maintenant I’exemple de I’équation de Biirgers, c’est a dire pour f(u) = u?. Nous pouvons
cependant remarquer que tout fonctionnerait de la méme fagon pour n’importe quel flux strictement
convexe.

Montrons donc que dans le cas de I'équation de Biirgers, (u?(z,t)) = %, c’est a dire que u(x,t) =
est solution :
Partons de I’équation de départ,

Z
2t
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d ,
d—gzﬁ(@ = &Y/'(¢)

S2(E)Y' (&) = &Y' (€)
20(8) =¢

<Y(§) = :

su(x,t) = 2%

\V)

Regardons maintenant plus précisement le cas de ’équation de Biirgers selon les valeurs de u~ et
+
ut.

1¢" cas : u” < ut

De plus, 2¢(§) = & définit une solution réguliere, autosimilaire, connectant u~ et u™t : ¢’est une
détente sur l'intervalle 2u™t < x < 2u™t.

Dans ce cas, on peut aussi avoir des chocs mais il ne sont pas entropiques, alors que la détente
est entropique car la solution est continue.

Lemme 1 Pour I’équation de Biirgers, dans le cas u~ < u™, la solution choc (u~,u™) de
vitesse 0 = uT 4+ u~ n’est pas la solution entropique .

Preuve :

Il suffit de montrer que la condition de Rankine-Hugoniot entropique n’est pas vérifiée pour
une entropie quelconque.

Prenons n(u) = u?, avec la relation ¢ = f’, il en résulte que ¢ = %u3. La solution est en-
tropique si elle vérifie la condition de Rankine-Hugoniot entropique : %]] < [w?](u® +ur).

Montrons donc que [[%]] > [u?](ut +u™).
Pour cela on calcule,
%u+3 - %u_3 = 3(ut — w)ut +utu 4+ u)

et (ut +u ) (ut —u) = (ut +u)2(ut —u).

Il faut donc vérifier que :

4 4
§u+3 - §U_3 — (ut + u_)(u+2 - u_2) >0
4
& §(U+ - u_)(zﬁ'2 +utu” + u_2) — (T +u)?(ut —u")>0

250

4
& g(u+2 Futu +u) = ('t +u)
sut — oty +u >0

T u_)2 > 0, ce qui est toujours vrai car u™ #u.

< (u
On a donc obtenu que [[%]] > [u?](u* + u™). La condition de Rankine-Hugoniot entropique
n’est donc pas vérifiée, il ne s’agit donc pas de la solution entropique, dans le cas ott u™ < u™.
Mais, nous verrons un peu plus loin qu’il s’agit de la solution entropique dans le cas ot u™ > u™.
|
Soit maintenant le schéma d'une solution du probléme de Riemann avec f(u) = u? dans le cas
otu~ <ut:
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schema de la solution du probléme de Riemann avec f(x):xz, dans le cas ou u-<u+.
6 T T T T T

—— droite d équation x/t=2u+
5k droite d équation x/t=2u- i

x/(2t)

XI(2t)

valeur de t
w
T
Il

0 I I I I I
-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Valeur de x

FIGURE 4.1 — Solution dans le cas ou u-<u-+.

On en déduit I’évolution de la solution u a différents temps t.

SO|UF0” u(t,x) en fonction de x, a t=0 . Solution u(t,x) en fonction de x, a t=1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0
-0.2 -0.2
0% =) 0 1 2 0% 0 2 a
Solution u(t,x) en fonction de x, a t=3 Solution u(t,x) en fonction de x, a t=6
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0
-0.2 -0.2
04 0 5 10 04 0 5 10 15

FIGURE 4.2 — Solution de I’équation de Biirgers a différents temps t fixés
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2°¢ cas s u” > ut
On introduit cette fois 'enveloppe concave supérieure de f(u) = u? sur [u*;u~].

Dans notre cas, I'enveloppe est affine et la solution se résume donc a un choc séparant les

+

+ _ —
deux états constants et se propageant a la vitesse o = % ; c’est a dire dans le cas de
2
I’équation de Biirgers, o = % =ut+u.

En effet on suppose que la solution faible est constante par morceaux, prend exactement les

deux valeurs que prend wug et que la discontinuité est une courbe qui part de (0,0).
Lf ()]

[u]
u est constante de part et d’autres donc les sauts de u et de f(u) sont ausi des constantes, qui
ne dépendent donc pas du temps.
Il en résulte que la dérivée de la courbe de discontinuité o/ est une constante, la courbe est
donc une droite.

; )] _ wt?—u=? _ + -
De plus, la pente de cette droite est [ = aFf—u= =W tu.

=da.

On utilise le théoreme de Rankine-Hugoniot,

Lemme 2 Pour [’équation de Biirgers, dans le cas u~ < u™, la solution choc (u™,u™) de
vitesse 0 = uT +u~ est la solution entropique.

Preuve :

Montrons donc que, dans ce cas, le choc est entropique. Nous devons montrer que la condition de
Rankine-Hugoniot entropique est vérifiée pour toutes les entropies de Krushkov et pas seulement
pour une entropie en particulier. On sait en effet d’apres le proposition 7 que la solution choc
sera entropique si et seulement si elle est solution entropique pour tout couple entropie-flux
d’entropie de Kruzhkov.

Montrons que pour tout k, on a :

[ (w)] = (v +u)[ne(w)] <0 (@)
© qu(u") = gu(u”) = (" +u7)(mu(u™) —me(u7)) < 0.

Ilya3cas:
— 1" cas : kK < min(ut,u”) donc u* — Kk > 0 donc 7. (ut) = ut — &k et
Me(u’) —ne(u”) =u" —k —u” +&
=ut —u”

De plus,
G (u) = sgn(u — k)(f(u) = f(K))
la partie de gauche de (C) égal & f(u™) — f(u™) — (ut +u)(ut —u™) est nulle.
La condition de Rankine Hugoniot entropique est donc vérifiée.
— 2°M€ cas : k > max(ut,u”) méme calcul que le premier cas ainsi on a :

fWh) = fu™) = (" +u7)(u" —u") =0

Et donc la condition de Rankine Hugoniot entropique est vérifiée.
— 3¢ cas:ut <k <u",onposec=u" +u".

s (u™) = =(f(u™) = f(x))
ae(u”) = +(f(u) = f(r))
me(ut) = —(u" — k)
Ne(u™) =+(u" — k)
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= [gx] — one] = 2f (k) — f(ut) — flu™) — (uT +u") (26 —ut —u7).
Avec f(u) = u?, on obtient :

lax] = olne] = 267 — (u)? = (w7)? = (" +u7) (26 —u® —u7)
=2r% = 2k(ut +u) + 2utu”
=2(k—u")(k —u")

et donc [gx] — on] < 0.
Il en résulte que u = u™ + u~ est la solution choc entropique pour I’équation de Biirgers.
[

Remarque 2 Remarquons simplement qu’il existe une infinité d’autres solutions.

Par exemple, dans le cas u~ < u*, il existe un u*, entre u~ et ut tel que u* +u~ < u* +u'.
On vérifie de la méme facon que précédemment avec Rankine-Hugoniot qu’on peut construire
une solution constante par morceaur qui prend les trois valeurs uw™, u* et u™ ; séparées par les
droites de pentes u~ + u* et u™ + u*.

Par contre ceci est impossible dans le cas ou u~ > u" car il neviste pas de u* tel que
wr+uT <ut4ut.

4.2.5 Un exemple de flux non convexe

Prenons maintenant une fonction f non convexe définie par :

a 1— b
flz) = m) prenons par exemple, a = b = 2
x -
soit,
) = (1)
2?2 4+ (1 —x)?

1¢" cas : u” < ut

On trace la fonction f sur [u~,u*], ainsi que son enveloppe convexe inférieure f.. Celle-ci dépend
des valeurs que I’on prend pour u~ et u*. On admet qu’il suffit ensuite de travailler sur la fonction
convexe inférieure.

schema de la fonction non convexe f(x) et de son enveloppe convexe inférieure.

courbe de f(x)=((A)*(1-x)2/(+(1-x)?)
— enveloppe convexe inférieure de f

01f

o
o
&

valeur de f(x)

0.06

5 u+

I I I I I I I ! I ,
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1 11 12
Valeur de x

FIGURE 4.3 — Schema de la fonction non convexe f et de son enveloppe convexe inférieure
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On en déduit donc le graphe de la solution, tout d’abord un graphe du temps en fonction de x :

Solution du probléme de Riemann de la fonction non convexe f dans le cas u-<u+
14 T T T T T T

—— droite de pente x=vt
12F droite de pente x=fp(u+)t 4

détente

valeur de t

0.6 4

Ou v est la pente de la doite (u-u*)
dans le graphe précédent.

u+
0.2 \ |

0 . . . . . .
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3
Valeur de x

0.4

FIGURE 4.4 — Solution du probléeme de Riemann pour la fonction f non convexe pour le 1¢ cas

Calcul de u* tel que

20M€ cas tuT > ut

On introduit cette fois I'enveloppe concave supérieure f¢ sur [u~,u™], et on procéde de maniére
analogue. I’enveloppe concave supérieure dépend évidemment des valeurs que nous prenons pour v~
et u™.

Dans notre cas I'enveloppe est égale a la fonction f sur U'intervalle [u™, u*], ¢’est une détente.

Puis, sur Uintervalle [u*,u™], enveloppe est affine, c’est un choc.

schema de la fonction non convexe f(x) et de son enveloppe concave supérieure.
0.14

0.12

u+

0.08

valeur de f(x)

0.02 | === courbe de f(x)=((x?)*(1-X)2)/(x*+(1-x)?)
—— enveloppe concave supérieure de f

0 I I I I I
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Valeur de x

FIGURE 4.5 — Schema de la fonction non convexe f et de son enveloppe concave supérieure
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Schema de la solution avec f(x):(xz)*((l—x)z)/(x2+(1—><)2), dans le cas ou u—>u+.
T

14 T T T
— Droite d équation x=v*t
— Droite d équation x=fp(u+)*
1.2 —
1k d
. detente
choc u
- 08P i
P
8
3 Ou v est la pente
$ o6l de la droite (u*u-.) |
041 4
u+
u-
0.2f 4
0 . . . .
-3 -2 -1 1 2 3
Valeur de x

FIGURE 4.6 — Solution du probleme de Riemann pour la fonction f non convexe pour le 2¢ cas

4.2.6 Calcul de la fonction

Calculons la fonction 1 qui représente la détente dans le graphe de la solution u(t, ) en fonction
de x a t fixé. Soit notre équation de départ dyu + 9,(f(u)) = 0, avec u(t,z) = ¥($) et £ = ¥, on
obtient donc :

— V() + S ()W (€) =0

Soit, (&) = (f)71(€). On remarque que (f')~1(¢) est bien définie car f’ est strictement décroissante

. c 122 .1 . 7 N\ —
sur Pintervalle considéré [ut,u*]. On utilise ensuite la méthode de Newton pour calculer (f/)~!.
Solution u(t,x) en fonction de x, a t=0 Solution u(t,x) en fonction de x, a t=1
1
u-

0.9 0.9
=3 =3
Sos Sos Choc
3 =
3 07 ? 0.7
© <
[} [}
° 06 2 06 Detente
205 205
g u+ g

0.4 0.4

0.3 0.3

=2 0 1 2 -2 -1 0 1 2
Valeur de x Valeur de x
Solution u(t,x) en fonction de x, a t=2 Solution u(t,x) en fonction de x, a t=3
1 =
L 09 ch L 09
oc

Sos Sos Choc
2 ]
& 0.7 8 07
< K
06 Detente 8 06 Detente
305 305
[ [
> >

0.4 0.4

0.3 0.3

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
Valeur de x Valeur de x

FIGURE 4.7 — Schema de la fonction non convexe f et de son enveloppe concave supérieure
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Chapitre 5

Etude du probleme de Biirgers avec
quelques schémas numériques

On va ici s’intéresser a résoudre I’équation de Biirgers avec différents schémas. On verra ainsi
lesquels sont satisfaisants et lesquels le sont moins voire pas du tout. Pour chacun des schémas, on
va tracer la solution approchée et la solution exacte puis afficher Ierreur en norme L' ce qui nous
permettra de regarder la performance de chaque schéma.

ot
Il faut également tenir compte de la CFL qui est ici  sup |f’(s)|5— < 1 : plus cette CFL est
x

Umin 7umaz}

proche de 1 mieux c’est mais dés qu’elle dépasse 1 le schéma n’est plus stable.

Pour calculer la solution exacte il faut prendre une donnée initiale en créneau. Ainsi, on peut
séparer ce créneau pour avoir deux problemes de Riemann différents et trouver la solution exacte que
I’on comparera avec la solution approchée trouvée pour les différents schémas.

u-=05etut=15 u0(x)=0.5+1_]0.3,0.7[

2T par périodicité

ul+ u2-

L

u2+

-1 o 03 0.7 1

FIGURE 5.1 — Donnée initiale

Intéressons nous a l'intervalle [0, 1], le reste se retrouve par périodicité. On a alors :

— Probléme 1 :
0.5 =u; <uj =1.5:On a une détente.

o1
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FIGURE 5.2 — Premier probleme de Riemann

— Probleme 2 :
1.5=wuy >uj =0.5:On a un choc.

u- +ut+ =1

1 u2-=1.5
u2+=0.5

0 0.7 4 2

FIGURE 5.3 — Deuxieme probléme de Riemann

Pour un certain temps t fixé, la donnée initiale va se modifier pour donner la solution u(t, z).

s

2tut+ (u- +uht

0 1

FI1GURE 5.4 — Comparaison entre la solution exacte et la donnée initiale

u i va bien marcher a dire qu ifférentes valeur utions n rencontren
Tout ceci va bie archer, c’est a dire que les différentes valeurs des solutions ne se rencontrent
pas, tant que ’on n’atteint pas le temps t* ou :

l

it = (uf +ux )tF + 1 th = .
1 (2 2) 2ui¢._u;_u2_

* 0.4 _
Donc dans notre cas, t* = 53+—5=—7 = 0.4.



Il en résulte que si t < t*, on peut trouver la solution exacte :

Uy + Tmin sl x < 2ujt
Tt Typin 81 2u] < @ < 2uft

u(t,x) =
(t,z) Uy = Uy + Ty 8120t <z < (uy +ug)t+1
s+ Tyin St (uy +ug )t +1 <
c’est-a-dire,
U+ Tpin sl @ < 2u”t
o +
U(taﬂ?): %—Fxmzn 2u” s 2uti

ut + T si 20Tt <2 < (uT Hu)t+1
U+ T, S (u” +ut)t+1 < .
Ici donc; pour tout ¢t < 0,4 :

0,5+0,3siz<t

5 +0,3sit <2 <3t
1,5+0,3si3t <2 <2t+0,4
0,54+0,3si2t+0,4 <.

u(t,x) =

On va s’intéresser a trois schémas :
— Schéma non conservatif :
Ce schéma s’écrit : .
=

At i Ax

On obtient alors :

schema non conservatif pour t =0.1avec erreur en norme L1 de 0.10802
l T T T T

—— Solution approchee du probleme
0.9 —— Solution exacte du probleme

0.8 B

o
3
T
I

o
(2]
T
1

Solution du probleme
o o
IS o
T T
| |

o
w
T
1

o
N
T
1

0 1 1 1 1 1 1 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Valeur de x

FIGURE 5.5 — Schéma non conservatif pour une CFL < 1

53
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On remarque que le schéma, calcule mal la vitesse du choc : le choc ne se déplace pas. Ce schéma
converge donc vers une solution mais ce n’est pas la bonne!

— Schéma de Lax-Friedrichs : Ce schéma est s’écrit sous la forme :

ul L 4ult
up Tt = S f(u) = fup)

7
+ =0.
At 2Ax
Ce qui s’écrit pour ’équation de Biirgers :
n+1 “?+1+“?—1 no \2 n \2
u; = 2 4 (uy1)” — (uiq) —0
At 2Ax
N.B. :On peut démontrer la stabilité L>° de ce schéma.
On a alors pour une CFL convenable :
schema LF pour t =0.1avec erreur en norme L1 de 0.018749
15 T T T T T T T
—— Solution approchee du probleme
1.4 - —— Solution exacte du probleme i
13 N
1.2 B
[}
5 11f .
Qo
o
s
3 1 1
c
2
2 09 |
%)
0.8 B
0.7 B
0.6 N
05 | | | 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Valeur de x

FIGURE 5.6 — Schéma de Lax-Friedrichs pour une CFL <1

Comparé au schéma précédent celui-ci capture bien la bonne solution bien qu’il soit un peu

diffusif.

— Schéma décentré amont ou schéma de Godunov :
Pour écrire ce schéma il nous faut décrire la fonction de Godunov g dans le cas de I’équation
de Biirgers. On a alors 2 cas :
— a>b:

sia+b>0,gla,b) =ad’
sia+b<0,g(a,b) = b
sia+b=0,g(a,b)=0
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—a<b:

sia<b<0,gla,b)=0b

si0<a<b,glab) =d
sia<0<b,glab) =0

On va regarder ce schéma pour une bonne et une mauvaise CFL.

Regardons d’abord ce que 1'on a pour une CFL > 1:

schema decentre amont pour t =0.1avec erreur en norme L1 qui explose
16 T T T T T T T

141 7

— Solution approchee du probleme
—— Solution exacte du probleme
1.2 B

[N
T
I

Solution du probleme
o
J
T
L

0.6 7

04t \ B

0.2 L 1 1 1 1 1 I | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Valeur de x

FIGURE 5.7 — Schéma de Godunov pour une CFL > 1

On voit bien que le schéma n’est pas stable et la norme L' explose & l'infini. Par contre, si la
CFL<1l,ona:

schema decentre amont pour t =0.1avec erreur en norme L1 de 0.0063841

15 T T T T T T T I

/ W

—— Solution approchee du probleme f" ‘
1.4 — Solution exacte du probleme / —
1.3 4
1.2 4

I
N
T

Solution du probleme
=
T

0.9+ 3
0.8+ 3
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0.6+ B
/ \
0.5 L L L ~ L L L L A\
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FIGURE 5.8 — Schéma de Godunov pour une CFL <1
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On peut voir que le schéma capture bien la bonne solution, I'erreur est tres petite. Devant, le
choc est bien calculé, la détente aussi mais elle diffuse un peu plus. Cependant, ce schéma diffuse
moins que le schéma de Lax-Friedrichs. Le schéma de Godunov capture donc une meilleure
solution que le schéma de Lax-Friedrichs.



Chapitre 6

Conclusion

Dressons maintenant un bilan des résultats présentés.

En sachant que les solutions des lois de conservation scalaire linéaire sont régulieres, il est facile
de voir que dans le cas non linéaire elles ne le sont pas toujours.
Les difficultés prennent donc naissance ici.

Pour les surmonter nous avons étudier le cas linéaire, pour tenter d’appliquer les résultats au cas
non linéaire. Il a cependant fallu définir pour cela de nouvelles notions.
L’entropie est outil qui nous permet d’obtenir 'unicité de la solution faible alors que dans le cas
linéaire on a immédiatement 1'unicité de la solution au sens classique.
De plus, I’étude de ces lois étant trés complexe, on s’est intéressé a un probléme simplifié, le probléme
de Riemann.

Pour conclure, nous avons illustré ces résultats a ’aide de schémas numériques plus ou moins
satisfaisants.

o7
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CHAPITRE 6. CONCLUSION



Annexe A

Résultats intermédiaires

Le résultat suivant fait le lien entre dérivée et translatée ce que 'on a utilisé pour démontrer le
théoreme de Kolmogorov :

Lemme 3 On a ||mhu — ul|p1 < h||0yull.

Preuve :
Soit u(z + h) —u(z) = f§+h Oru(s)ds avec u € C*. Ainsi on a que :

T+

(e + h) — u(x)| < / " |Ovus)| ds.

T

On intégre maintenant par rapport a x :

(e + h) — u(@)|dz < T ovu(s)| ds| de.
R R |Jx

Puis on effectue le changement de variable s = x + ¢, ainsi on obtient :

/R|u(a:—|—h)—u(m)|d1:§/R

En utilisant le théoreme de Fubini on a :

h
/ Opu(z + 1) dt] dz.
0

h
ma—allgr = [ Jute+ 1)~ u(e)lde < | [/ |azu(x+t)|d4 dat
R 0 R
indépendant de t car intégrale sur R

<h / 85| < h|0sul].
R

Les fonctions C™ sont denses dans tous les espaces par exemple dans L'. Donc 'information sur les
dérivées donne I'information sur les translatée. Donc :

/}R |ue(z + h) — uc(z)] < C X h.

Lemme 4 Au sens des distribution, on a :

2 fufa, 1) = sgn(ule, 1) ~-ult, ).

29



60 ANNEXE A. RESULTATS INTERMEDIAIRES

Preuve :

En effet , posons ®.(s) = v/s2 + ¢, alors &, € C! et ®(s) = \/37 et |[®L(s)| <1 Vs,Va.

On a une classe de fonction uniformément 1—Lipschitzienne.
Soit u une fonction de classe C!, alors ®.(u) est C! et :

(@e(u(t,))) = S(u(t, 2))u'(t, 2) = u(f;“

YU € D(Q), /@e(u(t,x))f)( /axl (ult, ) ¥(t, 2)da

Or |®(u(t,z))| <1+ |u(t,z)|] € L et lime_0 Pc(u(t,x)) = |u(t,z)|. Par le théoréme de convergence
dominée, on a donc :

/q)e(u(t,m))axi(\lf(t,:n))dfn — / |u(t, )]0z, ¥ (t, x)dx lorsque € tend vers 0

De plus,
u(t, x) )
’ Ty T ) 2) | < Oty )Wt ) € L
et
( 1siu(t,z) >0
lime = 0y = son(u(t ) = 08t u(t,z) =0

—1siu(t,z) <0

Par le théoréme de convergence dominée, on a :

(t
\/% u(t, )V (t x)de — — /sgn (t,2))0z, ¥ (t, x)dx lorsque € tend vers 0
x)
Par définition, on a bien 9, |u| = sgn(u)d,u au sens des distributions . |

On démontre de la méme maniere :

Lemme 5 Vu' = Vuly,>q



Annexe B

Programme

Pour tracer les schémas nous avons eus besoin des programmes suivants :
— Programme principal :
clear % On nettoie la memoire
close all % On ferme toutes les fenetres graphiques

%%%% CHOIX DU SCHEMA NUMERIQUE UTILISE %%%%

%schema=’nc’; % Schema non conservatif
%schema="LF’; % Schema de Lax-Friedrichs
schema=’da’; % Schema decentre amont
disp([’Schema utilise : ’ schemal)

%%%% PARAMETRES DU CRENEAU
global xmin xmax umoins upluss
xmin=0.3;

xmax=0.7;

umoins=0.5;

upluss=1.5;

%%%% PARAMETRES DU CALCUL %%%%

N=80+1; % Nombre de points de discretisation en x

M=160+1; % Nombre de points de discretisation en t

T=0.5; % Temps final du calcul

x=linspace(0,1,N); % Vecteur des abscisses pour le trace de la solution
t=linspace(0,T,M); % Vecteur des instants du calcul

dx=x(2)-x(1); % Pas d’espace = 1/(N-1);

dt=t(2)-t(1); % Pas de temps = T/(M-1);

disp([’ dt = ’ num2str(dt) ’° et dx = ’ num2str(dx)

’et CFL ’ num2str (max(abs(2*umoins) ,abs(2*upluss))*dt/dx)]);

61
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%%%h% PRISE EN COMPTE DE LA PERIODICITE %%%%

plus=zeros(N,1);
moins=zeros(N,1);

plus(1:N-1)=[2:N]; % plus(i)=i+1 pour i=1,...,N-1
plus(N)=2; % plus(N)=2
moins(2:N)=[1:N-1]; % moins(i)=i-1 pour i=2,...,N
moins (1)=N-1; % moins(1)=N-1

%%%% ECRITURE DES SCHEMAS %%%

u=zeros(M,N) ;
u(l,:)=uinit(x); % Initialisation

for n=1:M-1
switch schema

case ’'LF’
u(n+1,:)=(1/2)*(u(n,moins)+u(n,plus))+(dt/(2*dx) ) * (burgers (u(n,moins))
...-burgers(u(n,plus)));

case ’nc’
u(n+1,:)=uln, :)+(dt/dx)*2*u(n, :) . *(u(n,moins)-uln,:));

case ’da’
u(n+l,:)=u(n,:)+(dt/dx)* ( godunov(u(n,moins),u(n,:)) -
...godunov(u(n,:),u(n,plus)));
end
end

%%%% AFFICHAGE DE L ERREUR EN NORME INFINIE %%%%

Einf=max(abs(u(M, :)-uexacte(t (M) ,x)));
EL1=sum(dx*abs (u(M, :)-uexacte(t (M) ,x)));

disp([’ dt = ’ num2str(dt) ’° et dx = ’ num2str(dx)]);
disp([’Norme infinie de 1’’erreur = ’ num2str(Einf)]);
disp([’Norme L1 de 1’’erreur = ’ num2str(EL1)]);

bkt TRACE %hihth

for n=1:M
plot(x,u(n,:),’r’,x,uexacte(t(n),x),’b’)
title([’t =’ num2str(t(n))])
pause(0.1);

end



— Donnée initiale :
function [y]l=uinit(x)
global umoins upluss xmin xmax
y=umoins+(upluss-umoins)* (mod(x,1)>xmin) . * (mod (x,1) <xmax) ;
end
— solution exacte :
function [y]=uexacte(t,x)
global xmin xmax umoins upluss
1=xmax-xmin;
xx=mod (x-2*umoins*t,1)+2*umoinsx*t;
y=  umoins* (xx<=(2%umoins*t)+xmin)
+ ((xx-xmin)/(2%t)) .*x((2*xumoins*t) +xmin<xx) . * (xx<=(2*upluss*t)+xmin)
+ upluss* ((2*upluss*t)+xmin<xx) . * (xx<=((umoins+upluss)*t+1+xmin))
+ umoins* (((umoins+upluss) *t+l+xmin)<xx) ;
— fonction f pour ’équation de Biirgers :
function [y]=burgers(x)
y=x.72; % mod(.,1) pour la 1l-periodicite
end
— Schema de Godunov :
function [z]=godunov(x,y)
z = (x>=y).x(x+y>0) .*burgers(x) + (x>=y).*(x+y<=0) .*burgers(y)
+ (x<y) .*(x>0) .*¥burgers(x) + (x<y).*(y<0).*burgers(y);

Le programme suivant nous permet de tracer I’enveloppe concave de la fonction f pour un probleme

non linéaire de la forme (x).

clear
f=inline(’ ((x.72) .*x((1-x).72))./((x.”2)+((1-x) .”2))’);
fp=inline(’ (2.*x.*(1-x) . *((1-x) ."3-(x.73))) ./ ((x.72+((1-x).72)) ."2)’);

N=100;
x=linspace(0.35,1,N);

y=1f (%) ;
yp=fp(x);

if (max(y-y(1)-yp(1)*(x-x(1)))>0)

yp (D =max ((y(2:N)-y (1)) ./(x(2:N)-x(1)));
end;
iok=1;

for i=1:N
if (max(y-y(i)-yp(i)*(x-x(i)))<=0)
z(1)=y(1);
iok=i;
else
z(i)=y (iok)+(x(i)-x (iok))*yp(iok) ;
end;
end;

clf;
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hold on

plot(x,y,’b’);

plot(x,z,’r’);

title(’schema de la fonction non convexe f(x) et de son enveloppe concave supérieure.’)
xlabel(’Valeur de x’)

ylabel(’valeur de f(x)’)

legend(’courbe de f(x)=((x"2)*(1-x)"2)/(x"2+(1-x)"2)’,’enveloppe concave supérieure de f’)

hold off
Ce schéma donne la fonction (f")~! qui nous permet de calculer la fonsctio 1 de la détente.

clear
clear all
N=100;
M=100;

e=10"-6;

K=15;

f=inline (’ ((x.72) .*((1-x).72))./((x.”2)+((1-x).72))*);

fp=inline(’ (2.*x.*(1-x) . *((1-x).73-(x.73))) ./ ((x.72+((1-x).72)) .72)’);

fpp=inline (’ (2.*(4.*x.76-12.%x.75+18.%x. 4-16.%x. 3+12.%x.72-6.%x+1)) ./(2.*x.72-2.*x+1) .737) ;

umoins=1;
upluss=0.35;

uetoile=0.6034; %% Cette valeur depend de umoins et upluss et doit
%% etre changee si ces deux valeurs changent

vmoins=fp(uetoile); %% si uetoile est juste, cette valeur doit aussi etre
%% egale a (f(umoins)-f(uetoile))/(umoins-uetoile)
vplus=£fp(upluss);

t=1;

yO=linspace(vmoins*t,vplus*t,N);
y=linspace(vmoins*t,vplus*t,N);
x0=linspace(uetoile,upluss,N);

for k=1:K
x1=x0- ((£p(x0)-y/t) . /£pp(x0)) ;
if max(abs(x1-x0))>e
x0=x1;
else
continue
end
end



subplot(2,2,1)

hold on

plot(linspace(-2,0,M) ,umoins*ones(1,M))
plot(zeros(1,M),linspace(upluss,umoins,M));
plot(linspace(0,2,M) ,upluss*ones(1,M))
hold off

subplot(2,2,2)

hold on

plot(y0,x0);

plot(linspace(-2,vmoins*t,M) ,umoins*ones(1,M))

plot (linspace (vplus*t,2,M) ,upluss*ones(1,M))

plot (vmoins*t*ones(1,M),linspace(uetoile,umoins,M))
hold off

t=2;

yO=linspace(vmoins*t,vplus*t,N);
y=linspace(vmoins*t,vplus*t,N);
x0=linspace(uetoile,upluss,N);

for k=1:K
x1=x0- ((fp(x0) -y/t) ./fpp (x0)) ;
if max(abs(x1-x0))>e
x0=x1;
else
continue
end
end

subplot(2,2,3)

hold on

plot (y0,x0);

plot(linspace(-2,vmoins*t,M) ,umoins*ones(1,M))
plot(linspace(vplus*t,2,M) ,upluss*ones(1,M))
plot(vmoins*t*ones(1,M),linspace(uetoile,umoins,M))
hold off

t=3;

yO=linspace (vmoins*t,vplus*t,N);
y=linspace(vmoins*t,vplus*t,N);
x0=linspace(uetoile,upluss,N);

for k=1:K
x1=x0- ((£p(x0)-y/t) ./fpp(x0)) ;
if max(abs(x1-x0))>e
x0=x1;
else
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continue
end
end

subplot (2,2,4)

hold on

plot(y0,x0);

plot(linspace(-2,vmoins*t,M) ,umoins*ones(1,M))
plot(linspace(vplus*t,2,M) ,upluss*ones(1,M))
plot(vmoins*t*ones(1,M),linspace(uetoile,umoins,M))
hold off
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