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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit untersucht koordinatensystemb#abige, entstochastisierte
Verfahren zur Adaptation der Mutationsverteilung in deoltionsstrategie (ES) in
Hinblick auf die lokale Konvergenzgeschwindigkeit der ES.

Der erste Teil befasst sich mit der (globalen) Schrittweigelung. Der Ansatz
der kumulativen Schrittweitenadaptation (KSA) in dé&t A)-ES wird Ubertragen auf
die (M, A)-ES und im Besonderen auf digyi 1, A)-ES — eine ES mit intermediarer
Multirekombination. Eine theoretische Analyse verifiziemd erweitert die von anderer
Seite empirisch gefundene Einstellregel fur die beideat&gieparameter der KSA. Im
Gegensatz zur mutativen Schrittweitenregelung zeigt &4 i der(p/ 1, A)-ES auch
fur u> 1 ein sinnvolles Regelverhalten.

Als Algorithmus zur verallgemeinerten individuellen Sitweitenregelung wird
im zweiten Teil der Arbeit die Kovarianzmatrix-Adaptati@@MA) entwickelt und fur
die (u/i K, A)-ES formuliert. Wie jede einfache ES nutzt die CMA-ES auBeBich
die selektierten Punkte im Objektparameterraum und niergrd Funktionswerte. Sie
adaptiert koordinatensystemunabhangig die Kovariatrmxnallgemeiner Normalver-
teilungen zuverlassig und effizient an die Topologie sdfti&onditionierter und/oder
nicht-separierbarer Zielfunktionen. Bis auf die Initsdirung von Objekt— und Strate-
gieparametern erreicht die CMA-ES Invarianz gegenulurjgnearen Transformation
des Objektparameterraums.

Der Ubergang von einer einfachen ES mit isotroper Mutatiorteilang zur CMA-
ES ist konzeptionell und in seiner Auswirkung vergleichbar dem Ubergang vom
einfachen Gradientenverfahren zum Quasi-Newton-Vegfahd. h. von einem Verfah-
ren erster Ordnung zu einem Verfahren zweiter Ordnung. &A4nd Quasi-Newton-
Verfahren approximieren (in konvex-quadratischer Umgebschrittweise die Inverse
zur Hesseschen Matrix der Zielfunktion.

Bei Tests der CMA-ES an einer Reihe von Zielfunktionen ist Warhalten an gut
konditionierten Problemen praktisch unverandert gagender einfachen ES, wahrend
sich an schlecht konditionierten Problemen die Konvergeszhwindigkeit oftmals um
Grol3enordnungen erhoht.
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Symbole und Abktrzungen

E[]
ES
exp(.)
¢

proportional

verteilt wie

ungefahr gleich

(groRRer oder) hochstens geringfiigig kleiner als
sehr viel groR3er als

. R"—= R, x+ /3%, euklidische Norm.
: R"x R"— R, (x,y)+— X"y = 5;x%yi, kanonisches Skalarprodukt.

Breeder Genetic Algorithm (Muhlenbein und Schlierl@aioosen
1993).

10,1}, Kumulationsparameter.

[0,1], Parameter fur den Mittelungszeitraum der Adaptationkaer
varianzmatrix.

v/¢(2— c), Normierungsfaktor (vgl. S.9).

Fortschrittsbeiwert einer(p/i 4, A)-ES (vgl. Rechenberg 1994,
S. 146).

(x: sprich chi), Erwartungswert der Lange eineslimensionalen
A(O,1) verteilten Zufallsvektors.

Kovarianzmatrix-Adaptation (siehe Kapitel 3).
Evolutionsstrategie mit Kovarianzmatrix-Adajpoat (siehe Kapi-
tel 3).

1, Dampfungsparameter der kumulativen Schrittweitesiteg.
IR0, Schrittweite.

Isel (¢: sprich dseta) ist die Realisation einer diskreten Zufalig-
blen. Jedes dqr Elemente aussg tritt mit Wahrscheinlichkeit 1u
auf.

Erwartungswert.

Evolutionsstrategie.

R — IR, x— exp(X) = € ~ 2.718%, Exponentialfunktion.

(sprich: fi) Fortschrittsgeschwindigkeit, (parallel&®rtschritt, d. h.
Fortschritt pro Generation einer Evolutionsstrategiel.(Rechen-
berg 1994, S. 55ff).

g € INo, Generationszahler.



Xii

gradf
Hessf

IseI

KSA
KSA-ES

log; o

Hopt
(W/p,N)-ES

(Wip,A)-ES

No
A(0,1)
A(0,1)

N(m,C)

NFL

Symbole und Abkirzungen

4 £, Gradient der Funktiori : R" — RR.

G - ((a—zf)) Hessesche Matrix der Funktidn: R" — IR.
(dx) 00X

Ist f zweimal stetig differenzierbar, so ist Hdssymmetrisch.

n x n-Einheitsmatrix, identische Abbildung.

Indexmenge der selektierten Individuen.

kumulative Schrittweitenadaptation (siehe Kapitel 1)
Evolutionsstrategie mit kumulativer Schrittweidelaptation (siehe
Kapitel 1).

(sprich: lambda), Zahl der Nachkommen.

Logarithmus zur Basis e, naturlicher Logarithmus.

Logarithmus zur Basis 10.

(sprich: mu), Zahl der Eltern. Es giltd p< A.

Optimale Anzahl von Eltern fiir eine gegebene Nachkomntanza
Am Kugelmodell istygpt = 0.27A.

Evolutionsstrategie mitEltern undA Nachkommen, sowie Rekom-
bination aus jeweilp < p Eltern.

In Anlehnung an die Notation von Beyer (1995) gewahit¢alion
fur eine Evolutionsstrategie mitEltern undA Nachkommen, sowie
Intermediarer Rekombination aus jeweil&ltern. In den Algorith-
men der vorliegenden Arbeit istimmpr= 1 oderp = .

Dimension des Objektparameterraums, gleichbedeutendeni-
mensionalitat der Qualitatsfunktion, gleichbedeutenid der Pro-
blemdimension.

Menge der naturliche Zahlen (ohne 0).

Menge der nattrlichen Zahlen einschlief3lich 0.

Normalverteilung mit Mittelwert O und Varianz 1.

n-dimensionale Normalverteilung mit Erwartungswere R" und
der n x n-Einheitsmatrixl als Kovarianzmatrix. Insbesondere sind
alle Kovarianzen (und somit auch alle Korrelationen zwesthAch-
sen) null und alle Varianzen (z.B. in Koordinatenrichtumgeins.
Gebiete gleicher Wahrscheinlichkeitsdichte (Isodichieh bzw.
—(hyper)flachen) sind Kreislinien bzw. Oberflachen voryer-)
Kugeln. Die Verteilung wird daher als isotrop bezeichnet.
n-dimensionale Normalverteilung mit dem Erwartungs— odéteV4
wertm € IR" und dem x n-KovarianzmatrixC. Die Dichtefunktion
einer nicht-singularefm, C)-Normalverteilung wird gegeben durch

faqm,c) () = W exp(—2(x—m)TC~L(x—m)).
No Free Lunch (Theorem), siehe S. 33.



Symbole und Abkiirzungen Xili

O(.)  (sprich: grof3 oh von...), Landau-Symbol: Existiert #ne IR, so-

dass‘% < M fur x — oo, schreibt manf = O(g); f wachst,
fir x — oo, in diesem Fall nicht schneller ats Beispielsweise ist
VX = 0(X), x= 0(x) undx<°"st= O(e").

Q : XCR" —» R, Qualitats—, Ziel- oder Fitnessfunktion.

IR  Menge der reellen Zahlen.

s € R", Summationsvektor der Kumulation, auch als Evolutiongife-

zeichnet.
S Zufallsvariable, deren Realisation duregegeben ist.
Var[.]  Varianz.
xl((g) € IR", Objektvariablenvektor von Individuutin Generatiory.
)Y = I x\9_ Schwerpunkt der in Generatiog selektierten Ob-

sel
jektparametervektorenég?
Vektoren in Generatiog.

&  (sprich: xi). exg§) ist ein Schrittweitenanderungsfaktor. Der Erwar-
tungswert vorg, ist Ublicherweise null.

(&) == (E[||S)l]] —Xn) /Xn- Der Term exg€) entspricht dem erwarteten un-
gedampften Schrittweitenanderungsfaktor der kumedatiSchritt-
weitenregelung.

Z  N(0,1) verteilter Zufallsvektor.

z« € R", Realisation eine®\((0,1) verteilten Zufallsvektors des Nach-
kommenk = 1,...,A. Komponenten vorzg sind unabhangig iden-
tischA(0,1) verteilt.

(D = [lIZielsmzi-

Zsel € R", Zufallsschritt, durch den der selektierte Nachkomme wagtze
wurde, kurz, selektierter Zufallsvektor in dgr, A)-ES.

28 = 6(—*/;‘ ((x)flg”) — <x),ﬁg)). Furp=1istz.%™ der von Generatiog auf

g+ 1 realisierte schrittweitenbereinigte Schritt im Objeltgmeter-
raum.

ist die Indexmenge der selektiert@n
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Grundlegende Vorbemerkungen

... von dem menschlichen Privileg des Irrtums einen mog-
lichst sparsamen Gebrauch zu machen.
Felix Hausdorff

Zur Evolutionsstrategie

Die Evolutionsstrategie(ES) ist ein hochgradig abstrahiertes Modell der bioldugsc

Evolution, das als Optimierungs— oder Suchverfahren ledlwertig parametrisierten
Problemstellungen Verwendung findet. Aus meiner Sicht kelwhnen die folgenden
Charakteristika die ES gegenuber den meisten gebrauchlichen Suchventahr

e Das Setzen der Nachkommen ustgerichtetim folgenden Sinn: Ein&erbesse-
rung erfolgt nichtdurch Konstruktion a priori besserer Nachkommen. &ezel-
ne Nachkomme hat in Erwartung gewohnlich eine schlechterai@tials seine
Eltern. Folglich kann eine Verbesserung ausschlie3lichidBelektion aus einer
Mengevon Nachkommen eintretérDie Bedeutung der Selektion wird durch die
goldene Regel der ES (Rechenberg 1997, personliche Mittgi unterstrichen:
Unter bestimmten Voraussetzungen ist bei optimaler Sulwite der im Selek-
tionsprozess zu erwartende Qualitatsgewinn identis¢hdem zu erwartenden
Qualitatsverlust eines einzelnen Nachkommen gegenid@r Elter. Selektiert
man also jede zweite Generation rein zufallig, wird derdbetsortschritt null.

Das ,,ungerichtete* Setzen der Nachkommen macht die Es&tpwell kein Ex-
trapolationsmechanismus zur Anwendung kommt.

e Die Strategie nutzt nur die Bewertungsrangfolge der Nagitken; die Qua-
litatswerte als solchdlie3en nicht in den Algorithmus ein. Dadurch wird bei-
spielsweise Invarianz hinsichtlich jeder streng monotachgenden Transforma-
tion der Qualitat erzeugt (Invarianzeigenschaften dewg&len in Abschnitt 2.2,
S. 35ff diskutiert). Die Funktionswertfreiheit ist ein vezglicher Faktor fur die

LFur den Leser ohne spezielle Kenntnisse der Evoluticategfie wird in Anhang A, S. 83, beispiel-
haft eine einfache Evolutionsstrategie beschrieberul@arhinaus wird auf Rechenberg (1994) verwie-
sen.

2In plus-Strategien werden auch die Eltern bei der Selektion titltigt.



2 Grundlegende Vorbemerkungen

Robustheit der ES. Klassische deterministische Suchweriabenutzen dage-
gen Funktionswerte oftmals zur numerischen BerechnungGsaalienten und

hoheren Ableitungen und stellen daher wesentlich geRaforderungen an die
(mikroskopische) Glattheit der Zielfunktion.

Ein der ES viel eher vergleichbarer ,,klassischer* Algfamus ist das Simplex-
Downhill-Verfahren (Gill et al. 1981; Press et al. 1992). &beitet — wie die ES —
mengenbasiert und funktionswertfrei, im Gegensatz zur i enit einem Extrapo-
lationsmechanismus. Aus einer Menge von Punkten wird d8mibgelung ein neuer
Punkt konstruiert. Von dieseginenPunkt wird eine Verbesserung erwartet. Das Ver-
fahren ist effizient, arbeitet aber nur im Niedrigdimensien (Dimension unter 30)
zuverlassig (EVOTECH-3 1995; EVOTECH-6 1996).

In der ES spielt die Wahl deBtrategieparameterwie Populationsgrol3e, Muta-
tionsschrittweite oder Selektionsschema eine entsché&®&olle. Der Parametrisie-
rung der Mutationsverteilung kommt dabei sicherlich diéje Bedeutung zu. Einer-
seits kann ihr Einfluss auf das Verhalten der Strategie kaloenbewertet werden. An-
dererseits unterscheidet sich die optimale EinstellungPdeameter von Problem zu
Problem und unterliegt zudem wahrend des Suchprozessiig liynamischeAnde-
rungen. Die Selbstadaptation wesentlicher Parameter d&atidnsverteilung ist daher
zumindest wiinschenswert, meist jedoch unabdingbar.

Die Bedeutung der Mutationsschrittweite, d.h. der Gesanamaz der Mutations-
verteilung, hat Rechenberg (1973) durch den Begriff Beslutionsfensters heraus-
gestellt. Liegt die Schrittweite auf3erhalb des im Grunditreachmalen Evolutions-
fensters, ist praktisch kein Fortschritt moglich. Abbiéyvom zugrunde liegenden Pro-
blem trifft ein ahnlicher Sachverhalt auch fur anderedf@aater der Mutationsverteilung
zu, woraus sich die Bedeutung der Selbstadaptation welerteilungsparameter ab-
leitet.

Zwei aufeinander aufbaueniferallgemeinerungender Adaptation der Mutations-
schrittweite liegen nahe:

1. Einfuhrung vorkoordinatenweisenterschiedlichen Varianzen in die Mutations-
verteilung — meist wird dann von Einzelschrittweiten omhelividuellen Schritt-
weiten gesprochen. Ein Nachteil dieser Verallgemeinersindie Abhangigkeit
vom gegebenen Koordinatensystem. Die Invarianz der ESnhijbge einer be-
liebigen Orientierung der Zielfunktion bzw. der Lage desoKbnatensystems
geht verloren. Eine ausfuhrliche Darstellung der Prolalgkder individuellen
Schrittweitenadaptation gibt Ostermeier (1997).

2. Eine weitergehende Verallgemeinerung stellt die Orembg des Koordinaten-
systems zur Disposition. Das (rechtwinklige) Koordinatetem, in dem die in-
dividuelle Schrittweitenadaptation erfolgt, wird freivg@hlt bzw. selber adap-
tiert. Man kann von einer verallgemeinerten individuel&shrittweitenregelung
sprechen. Findet die Auswahl oder die Adaptation des neonerdihatensystems
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unablangig vom gegebenen Koordinatensysgtatt, ist die Invarianz gegenuber
Lage und Orientierung der Zielfunktion bzw. des ursprigigin Koordinaten-
systems wieder hergestellt.

Bei der Ublichemmutativen Adaptation von Strategieparametern werden verschie-
dene Nachkommen mit unterschiedlichen Strategieparaeneséellungen erzeugt. Die
nachfolgende Selektion wirkt hinsichtlich der Strategigmetereinstellung nur indi-
rekt. Die Selektion betrifft direkt nur die Einstellung déariablen, die das Problem pa-
rametrisieren (Objektparameter). So konnen unginStgategieparametereinstellun-
gen selektiert werden, wenn zu diesen Strategieparanretitungen zufallig ginsti-
ge Objektparametereinstellungen realisiert wurden. Reées als Storung bei der Se-
lektion der Strategieparameter aufgefasst werden. Digs®ir§) macht die einfache
mutative Adaptation einer groReren Zahl von Strategeapatern schwierig oder sogar
unmaoglich. Methoden, diese Storungen zu reduzieren gdez zu vermeiden, wer-
den unter dem Begriff deEntstochastisierungsubsumiert (Ostermeier et al. 1994b;
Ostermeier 1997).

Zielsetzung undUberblick

Ziel der Arbeit sind Entwicklung, Weiterentwicklung undéddriebildung zu koordina-
tensystemunabhangig arbeitenden, entstochastisikdaptationsverfahren der Muta-
tionsverteilung. Dabei werden — unter verschiedenen Kepe— eine entstochastisier-
te Form der (globalen) Schrittweitenadaptation und dealiggmeinerten individuel-
len Schrittweitenadaptation hinsichtlich des lokalent§ahritts untersucht. Die Arbeit
gliedert sich daher in zwei Teile.

Im ersten Tell, Kapitel 1, wird die kumulative Schrittweisdaptation (KSA) fur
u>1in die(y, A)-ES ohne Rekombination und mit intermediarer Multirekamakion
eingefuihrt. Der Algorithmus wird in 1.3 einer detaillient theoretischen Analyse un-
terzogen. Die bisher empirischen Einstellregeln der &graparameter der KSA wer-
den theoretisch untermauert. In Abschnitt 1.4 werden einigsentlichen Aspekte der
(intermediaren) Rekombination in der KSA-ES diskuti®&ie Simulationen in 1.5 be-
legen, dass der Algorithmus fur dig/ 4, A)-ES mit intermediarer Rekombination im
Vergleich zur mutativen Schrittweitenregelung eine wésgdre Verbesserung darstellt.

Kapitel 2 diskutiert Moglichkeiten und Grenzen des Testemer ES und die in
dieser Arbeit verwendeten Bewertungskriterien. Der Test Mvarianzeigenschaften
eines Suchverfahrens wird in 2.2 motiviert und fur veredene Invarianzeigenschaften
formalisiert. Die verwendeten Testfunktionen sind in Angp& nachzulesen.

3Das von Schwefel (1981) vorgeschlagene Verfahren zur Merakinerung der individuellen
Schrittweitenregelung hat diese InvarianzeigenschafitnDas neue Koordinatensystem wird hier im-
merausgehend vom gegebenen Koordinatensyktarstruiert (vgl. Abschnitt 3.3.1, S. 47). Die durch-
gefuhrten Operationen sind daher schon a priori fur jeggebene Koordinatensystem unterschiedlich.



4 Grundlegende Vorbemerkungen

Der zweite Teil der Arbeit, Kapitel 3 und 4, behandelt diealigemeinerte indi-
viduelle Schrittweitenregelung, hier durch Adaptationegiallgemeinen Normalver-
teilung als Mutationsverteilung. Ziel ist die Formuliegueiner ES, die auch nicht-
separierbare Probleme, die schlecht skaliert sind, inraegsener Zeit bearbeiten kann.
Nach einigen grundlegenden Bemerkungen werden in 3.3 hiedene Ansatze zur
Adaptation einer allgemeinen Normalverteilung diskutiBye in dieser Arbeit vorge-
schlagene Kovarianzmatrix-Adaptation (CMA) wird dann acimst anschaulich darge-
stellt (Abschnitt 3.4) und die Mechanismen von Kumulatiow iRekombination wer-
den motiviert (Abschnitte 3.5 und 3.6). Nach der Prasemtates Algorithmus wird die
Zielstellung anhand von Simulationen an einer Reihe vontBedacht gewahlten —
Testfunktionen Uberprift. Die Grenzen des Verfahrenslemin 3.10 diskutiert. Einige
fur die Anwendung der CMA relevante Hinweise bietet Kalpite

Schlussbemerkungen und Ausblick sind dem Kapitel 5 vorbetha



Kapitel 1

Kumulative Schrittweitenregelung

Es gibt nichts Praktischeres als eine gute Theorie.
Immanuel Kant

1.1 Das Konzept der kumulativen Schrittweitenadapta-
tion (KSA)

Die kumulative Schrittweitenregelung (Ostermeier et 8@83a; Ostermeier et al. 1994b;
Hansen et al. 1995a; Hansen und Ostermeier 1996; Hanserstaar@ier 1997; Oster-
meier 1997) nutzt generationsubergreifende Informadon Adaptation der (globa-
len) Schrittweitet Dazu wird ein sogenannter Evolutionspfad im Objektparamatim
konstruiert. Anschaulich ausgedriickt ist ein Evolutfad die Differenz zwischen ei-
nem Individuum und seinem Urur. .. aRGenau genommen werdemterschiedlich
normierteNachkommen-Eltern-Differenzen summigiiir die Schrittweitenanderung
wird von derLangedes Evolutionspfads Gebrauch gemacht.

Um das Konzept der kumulativen Schrittweitenregelung zdexatlichen, sind in
Abb. 1.1drei Evolutionspfade in idealisierter Form und ohne Anwergleiner Schritt-
weitenregelung zu sehen. Die Evolutionspfade untersehescth bei ahnlicher Lange
der Einzelschritte signifikant in ihrer Gesamtlange. Dienkilative Schrittweitenadap-
tation misst — vereinfacht ausgedriickt — die Lange it dingezeichneten) Evolu-
tionspfades. Ist der Evolutionspfad kurz (links), so wirel 8chrittweite verkleinert, ist
der Evolutionspfad lang (rechts), so wird die Schrittweegro3ert. Die Lange des
mittleren Evolutionspfads entspricht etwa der erwarteténge bei zufalliger Selek-
tion, bei der die Schritte in Erwartung senkrecht aufeiesirgtehen. In diesem Fall
wird die Schrittweite nicht verandert. Als Resultat derafsthtion stehen (aufeinander-

LEine ausfiihrliche Motivation filr den Ansatz kann Ostéen€l997), S. 28f, entnommen werden.

2Firp > 1 wird nicht das Einzelindividuum, sondern der SchwerpulgtEltern betrachtet.

3Auf die unterschiedliche Normierung soll hier nicht nakeérgegangen werden; sie ist jedoch ein
wichtiger Bestandteil des Algorithmus und wird z.B. au$)1S. 10, ersichtlich.
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e

Abbildung 1.1: Drei verschiedene Evolutionspfade aus jeweils sechs @gaesschritten
(idealisiert). Die Lange der Einzelschritte ist in alleeid=allen praktisch gleich. Die Lange des
Summenschrittes unterscheidet sich jedoch signifikantligrd zur Adaptation der Schrittwei-
te in der KSA.

folgende) Schritte der Population im Mittel senkrecht emdader (Orthogonalitatskri-
terium). In bestimmten Fallen, z. B. am Kugelmodell (S, &&)Orthogonalitat aufein-
anderfolgender Schritte gleichbedeutend mit optimalériSweite.

Abbildung 1.2 veranschaulicht die Optimalitatseigenschaft des Odhagtatskri-
teriums am Kugelmodell. Dabei wird angenommen, dass dé¢e ideschkomme einen
konstanten Winkel voa-30° zur Gradientenrichtung bildétist die Richtung der Ab-
weichung gleichverteilt zufallig, zeigt der Schritt im t#l genau in Gradientenrich-
tung (wie im realen Fall). Dargestellt sind zwei aufeinafimlgende Schritte fur drei
verschiedene, jeweils zum Zielabstand proportionale iBafiten. Der Proportiona-
litatsfaktor der mittleren Schrittweite wird dem Orthogditatskriterium gerecht. Zwei
Dinge fallen ins Auge:

e Der Fortschritt der mittleren Schrittweite ist fur die gbégne Situation (fester
Winkel) maximal. Das offenbart sich schon an einem einzel8ehritt, denn
dieser fuhrt bei der mittleren Schrittweite genau in dengBmtenpunkt mit der
Hohenlinie. Daher steht der neue Gradient (exakt) sehkmcdem realisierten
Schritt.

e Der nachste Schritt steht bei optimaler SchrittlamgeMittel exaktsenkrecht zu
dem vorangegangenen. Fir die kleine Schrittweite ist dek®/zwischen auf-
einanderfolgenden Schritten groRer 90°, furr die groReiBeeite kleiner 90°.

4Betrachtet man die realen Verhaltnisse, so hangt defengitiinkel von der Problemdimension
und der Nachkommenzahl ab, ist aber — unter Annahme eiresndndverteilung — vollkommen un-
abhangig von der Schrittweite. Die im Zweidimensionaléndine konstante Abweichung ver30°
optimale Schrittweite entspricht etwa der optimalen Sthkeite firA = 6. Eine anschauliche, stark ver-
einfachende Erklarung dafur liefert einer gleichm@®igAnordung von sechs Nachkommen auf dem
Kreisrand, die dann in 60°-Abstanden verteilt sind.
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Abbildung 1.2: Fortschreiten einer ES bei drei unterschiedlichen, jeaif den Zielabstand
bezogenen Schrittweiten. Kurze, dicke Pfeile markieramld&alen Gradienten. Die Abwei-
chung von der Gradientenrichtung ist — idealisiert —&2€° angenommen. Die realisierten
Schritte entsprechen den durchgezogenen Pfeilen. Didlgavazh dem ersten Schritt selektier-
ten Nachkommen sind mit, die Endpunkte nach dem zweiten Schritt du@markiert. Die
mittlere Schrittweite erfillt das Orthogonalitatskritim und erreicht den gré3ten Fortschritt,
i.e. maximale Zielannaherung.

Die Schritte sind bei zu kleiner Schrittweite im Mittel pked bei zu grolRer
Schrittweite antiparallel korreliePtder Summationsschritt (oder Evolutionspfad)
istim ersten Fall langer, im zweiten Fall kiirzer als dasufiabhangige Schritt-
ereignisse mit entsprechender Schrittlange zu erwaréea.w

In diesem Kapitel werden zunachst zwei Algorithmen mit klestiver Schrittwei-
tenadaptation fur ¥ p < A formuliert; der erste ohne Rekombination, der zweite mit
intermediarer Rekombination (eine ausfihrliche Diskois zur Rekombination findet
sich auf S. 26ff und S. 55ff). Danach werden die neu eingédiaiStrategieparameter
und D zunachst anschaulich diskutiert (Abschnitt 1.2.3). B=i @hschliel3enden, eher

SMathematisch uniiblich, hier aber niitzlich, bezeichiheZofallsvektoren als parallel bzw. antipar-
allel korreliert, falls der Erwartungswert der Lange ;i@@ummenvektors grof3er bzw. kleiner ist, als es
fur unabhangige Zufallsvektoren zu erwarten ware.
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formalen Analyse in 1.3 werden die bisherigen Erkenntriikse die kumulative Adap-
tation der (globalen) Schrittweite vertieft. Abschnitd hehandelt dann den Effekt der
Rekombination in defp/ 1, A)-KSA-ES. Mit den Simulationen in 1.5 wird der Wert
dieses Ansatzes fijuw> 1 tberprift und mit einer mutativen Schrittweitenregejwer-
glichen.

1.2 Algorithmen mit kumulativer Schrittweitenregelung

Im Folgenden werden zwei Algorithmen eif@y/p, A)-ES mit kumulativer Schrittwei-
tenregelung formuliert, dig1/1, A)-KSA-ES und digp/i 4, A)-KSA-ES. Die(p/1, A)-
KSA-ES sollte in der Praxis nur eine untergeordnete Rolielsp, weil sie die Vorteile
der Rekombination nicht nutzt (vgl. Abschnitt 1.4, S. 26[)e spateren Simulationen
werden daher mit def/i 1, A)-KSA-ES durchgefiihrt. Fijm= 1 sind beide Algorith-
men identisch und unterscheiden sich dann von der urslicirg Formulierung in
Ostermeier et al. (1993a) zwar ganz wesentlich durch dielégehrift, nicht jedoch
im grundsatzlichen Konzept.

1.2.1 Die(p/1,A)-KSA-ES

Die hier beschriebene Formulierung dey' 1, A)-KSA-ES ist eine leichte Modifika-
tion des Algorithmus aus Hansen et al. (1995a) und isyufér 1 identisch mit dem
Algorithmus in Ostermeier (1997), S. 33, wenn ddjty = O gesetzt wird.

Der Iterationsschritt fur den Objektvariablenvektor #een Individuumsxy, k =
1,...,A, erfolgt durch

+1 +1
X\ — xg)+6§2)-zl((g ) (1.1)

mit

xﬁg) € R", Objektvariablenvektor ddsten Individuums in Generatiog
(k€ Iég? ist die Realisation einer diskreten Zufallsvariablen.edeBllement aus der

Indexmengelég? der selektierten Individuen tritt mit Wahrscheinlichkéjtu
auf. FUr jedek = 1,...,A wird genau ein(x pro Generation realisiert. Das

bedeutet, die Realisationen in (1.1), (1.2) und (1.3) siadalben.

6(kg) € R, Schrittweite de&-ten Individuums in Generatiog
zx € R", Realisation eined), | )-normalverteilten Zufallsvektors. Komponenten von
zx sind unabhangig identisclt0, 1)-normalverteilt. Die Realisationen aller

zl((g), k=1,...,A,g=1,2,... sind voneinander unabhangig.
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Die Schrittweited, desk-ten Nachkommen wird mithilfe des Summationsvektors
S eines Evolutionspfads, adaptiert:

o = a- SZ )+ 29 (1.2)
g+1
(6+1) _ I8¢l = Xn
O = 6Zk exp(D—Xn (1.3)
mit
q((g“Ll) € R", gewichtete Summe aller realisierten Zufallsvektorenaus dem

,» Stammbaum® deg-ten Individuums der Generatiag+ 1. Der Vektors
ist ein durch ,,Kumulation* erzeugter Evolutionspfadaiverts©® = 0.
¢ € ]0,1] bestimmt den Kumulationzeitraum f&r Fur c = 1 findet keine Ku-

mulation statt undq((g) Z|(<g)

cu = 1/c(2— c) normiert die Varianz vos, denn es gil{1—c)?+ ¢ = 1°.
D 2 1istder Dampfungsparameter (s.u.).
Xn st der Erwartungswert der Lange eind§,l)-normalverteilten Zu-

fallsvektors. In der Computersimulation wird als Naheyui, =
f(l—— 21”2) gesetzt (vgl. Ostermeier 1997, S. 32f).

Furu= 1 kann in allen Gleichungen statt des Indgwereinfachend der Indesel
fur den selektierten Nachkommen geschrieben werden.

1.2.2 Die(W/ip, A)-KSA-ES

Die folgende Formulierung defu/i 1, A)-KSA-ES entspricht dem Algorithmus aus
Hansen und Ostermeier (1997), wenn dggt, = O gesetzt wird.

Der Iterationsschritt fur den Objektvariablenvektoerfolgt durch Mutation des
Schwerpunktesx),, der selektierten Objektvariablenvektoren. kit 1,..., A gilt

X|(<g+1) _ (x)&g)—l—E(g)-Zk (1.4)
mit

) € R", Objektvarlablenvektor ddsten Individuums in Generatiog

X\
Xy
(X )El uZelSd Schwerpunkt der in Generatignselektierten Ind|V|duenI£ef

ist die Indexmenge der selektierten Individuen in Generadi
59 € R0, Schrittweite in Generatiog.
z« € R", Realisation eineg0, |)-normalverteilten Zufallsvektors. Komponenten
von z, sind unabhangig identisdld, 1)-normalverteilt. Die Realisationen al-
ler z¢ sind furk=1,...,A und fur jede Generation voneinander unabhangig.
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Die Schrittweited wird wiederum mittels des Summationsvektors und Evol&tion
pfadess adaptiert:

Wl
$9D — (1-¢).591¢, 6(_6 (0 — 09 (1.5)
_
(G| —x
50D _ 6(9)'6)('0(%) (1.6)

st ¢ IR", gewichtete Summe aus den Differenzen von jeweils zweiimufe
anderfolgenden Elternschwerpunktgxr),. Der Vektor s ist ein durch
 Kumulation* erzeugter Evolutionspfad. Startwsl? = 0

10, 1] bestimmt den Kumulationzeitraum far

/(2 —c) normiert die Varianz vors, denn es gil{1—c)?+c3 = 1°.

1 ist der Dampfungsparameter (s.u.).

Xn  Erwartungswert der Lange ein€8,1)-normalverteilten Zufallsvektors. In

der Computersimulation wurde als Nahergag= /n (1— 4—1n 21n2> ge-
setzt (vgl. Ostermeier 1997, S. 32f).
(Z)u = ﬁZlesaZJ'
Furp= 1 ist der Algorithmus mit defp/1,A)-KSA-ES aus Abschnitt 1.2.1 (S. 8)
identisch und der Ausdruc%i( )ty (X)Elg) in (1.5) reduziert sich za'%™?,

sel
wobei der Indexsel den selektlerten Nachkommen markiert. Gleichung (1.5)dreat

gleiche Funktion wie (1.2)z in (1.2) istnach Definitiondie Realisation einef0, )-
normalverteilten Zufallsvektors. Bei zufalliger Seliekt ergibt sich fur den Ausdruck

% <(x)&g+1) — (x)ﬁg)) in (1.5) ebenfalls einé0, | )-Normalverteilung! Nichts Anderes

besagt das

o
m

O
Qv |l

Lemmal.1 Seien( )( 9 und 39 gegeben. Der ZufallsvektdK),; (9+Y) sej durch seine

Realisation(x)\™" in (1.5) gegeben. Dann |sg(£< )t (x)ﬁg)) bei zuglliger
Selektion0, 1)-normalverteilt.

Beweis SeienZy ~ N(0,1), k=1,...,1, unabhangige Zufallsvektoren. Dann ist we-
gen der zufalligen SelektiofX)(&™ ~ (x)(Y +8@% 5} 1 Zk und es gilt daher

1
5(—‘@ ((X)&ng - (X)Elg)) ~ ﬁZklek ~ N(O’ Lllul)' -
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Abbildung 1.3: Schematischer Verlauf der Schrittweltéiber die Generatiog. Bis zur Ge-
nerationg, wird eine Selektion von parallel korrelierten Schritterganommen, die mit ei-
nem Anstieg der Schrittweite verbunden ist. Danach istk&iele hinsichtlich||s| neutral. Die
Streckey, — g, ist die vom Parameterabhangige Zeitkonstante des Verfahrens.

1.2.3 Interpretation der Strategieparameter

Abbildung 1.3 gibt rein schematisch einen moglichen Verlauf der Scheitte 6 Uber
die Generation wiedetJblicherweise auftretende stochastische Schwankungeh si
nicht berticksichtigt. Vor Generatian wird eine selektionsbedingte parallele Korre-
lation zwischen den Einzelschritten angenommen, die zer &fargrof3erung voms||
und folglich vond fihrt. Ab Generatiom; wird die Selektion als neutral bezuglich der
Schrittlange und der Korrelation zwischen Einzelschntangenommen. Das im Vek-
tor s vorhandene Gedachtnis lasst die Schrittweite auch natel@ratiorg; weiter
ansteigend; ist der Erwartungswert der Schrittweite fijir— oo, wenn diese Situation
bestehen bleibt. Die Wirkung der ParametendD auf die abgebildete Kurve wird im
Folgenden diskutiert.

Der Kumulationsparametear kann als Parameter fur den Mittelungszeitraum be-
trachtet werden. Mit eineknderung vort andert sictdie Formder Kurve in der Abbil-
dung. Die charakteristische Zeitkonstante der Kumulaﬁom(l—}c) ~ % (Korollar 1.4,
S.15), d.h. nach /& Generationen ist etwa/3 der urspriunglichen Information is
verschwunden. Dies entspricht etwa dem Zeitraggm g1 in Abb. 1.3. Je kleinec,
desto langer wird die Streckp — g1. Furc = 1 findet keine Mittelung statt und es gilt
Sk = zx. In diesem Fall verlauft die Kurve a3 waagerecht -8; undd, fallen auf einen
Wert zusammen.

Die DampfungD skaliert die Kurve der Abb. 1.3 in Ordinatenrichtung (d.h i
re Hohe), ohne ihre eigentliche Form zu beeinflussen. Jeekl®, desto grol3er sind
01 und &,. D entkoppelt somit die Starke der Schrittweitenanderuog dem Term



12 Kapitel 1 Kumulative Schrittweitenregelung

|(J|sl] — Xn)/Xn| in (2.3) und (1.6), also von der relativen Abweichung dengg des
Evolutionspfadg|s|| von seinem Erwartungswext. Je groRer der Dampfungsparame-
ter D gewahlt wird, desto geringer ist, bei gleichdsfl, die Schrittweitenanderung und
desto langsamer erfolgt daher diaderung der Schrittweite in der Generationenfolge.
Fur eine vorgegebene Einstellung vor: 1 kann die Grol3é, — &1 durch Einstellung
von D reguliert werden. Von dieser Moglichkeit wird spater ber vonc abhangigen
Wahl des Dampfungsparamet®&<ebrauch gemacht (Abschnitt 1.3.4, S. 20).

Einer sinnvollen Einstellung der beiden Parametend D liegen nun dartber hin-
aus die folgenden anschaulichgberlegungen zugrunde:

¢ Die Verzogerungszeit des Algorithmus, die dem Zeitrayam g1 entspricht, soll
moglichst klein sein, damit nur moglichst aktuelle Infation zur Adaptation
der Schrittweite genutzt wird — d. b.soll moglichst nahe bei eins liegen. Auf
der anderen Seite muss die Kumulationszeit aber lang gexgusn die Ortho-
gonalitat aufeinanderfolgender Schritte zuverlasd@ssen zu konnen. Letzteres
fuhrt auf einen dimensionsabhangigen, mitachsenden Kumulationszeitraum.

e Die Dampfung soll moglichst grol3 sein, um die verfahreharenten stochasti-
schen Schwankungen maoglichst gering zu halten. Andeterskgibt sich eine
dimensionsabhangige Obergrenzelmveil die Anderungsraten fir die Schritt-
weite eine vorgegebene Mindestgrofe nicht unterschredéten (Aussage 1.3,
S. 23).

Im Zusammenhang mit der formalen Analyse in Abschnitt 1.3.3%, fuhren diese
Uberlegungen zur folgenden

1.2.4 (Standard-)Einstellung der Strategieparameter

Fest vorzugebende Strategieparameter der KSA sind demBtaafir den Kumulati-
onszeitraunt und der Dampfungsparamet®r Sofern keine anderen Angaben erfol-
gen, werden die Parameter in Simulationen zu

c=1/y/n und
D =i

gewahlt. Die Begriindung der Wahl ergibt sich aus der Aswlgles Algorithmus in
Abschnitt 1.3. Diese Parameterwabhl ist sinnvoll, sofein dem Bereich K < A/2
liegt. FUr den Parametergilt dariber hinaus:

e \ergrofRerung kann eine Zunahme stochastischer Schwgekurewirken. Fur
c = 1 findet keine Kumulation statt, sodass die Schrittweitermagh aufgrund
der Selektion langer oder kurzEinzelschrittevergrofRert oder verkleinert wird.
Die Selektionsrelevanz der Schrittlange ist aber fur ggbl3en praktisch null,
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weil die relative Varianz der Gesamtschrittlange gegdhgeht?® die Regelung
versagt zwangslaufig fimnahe eins und (sehr) grof3e Dimension.

¢ \erkleinerung kann — bei gleich bleibender Dampfung -Szbwingungen der
Schrittweite fuhren, die im Extremfall ein komplettes S@gen der Strategie ver-
ursachen.

FurD qgilt:

e \erkleinerung verstarkt stochastische Fluktuationesh kamn zu unerwiinschten
Schwingungen der Schrittweite fuhren, die im Extremfail lklomplettes Versa-
gen der Strategie zur Folge haben.

e VergroRerung filhrt zu kleineren maximalémderungsraten der Schrittweite.
Dadurch ergeben sich Nachteile bei falsch eingestellat&trittweite und Fort-
schrittseinbufRen z.B. am Kugelmodell (S. 85). Zudem kaenAdiaptation der
Form der Mutationsverteilung (vgl. Kapitel 3) nachteiligdinflusst werden (z. B.
bei zu kleiner Startschrittweite, siehe S. 49).

Die KSA stellt grundsatzlich ein schwingungsfahigest8gsdar. Die Auspragung
der Schwingungen wird ganz wesentlich durch das ProBukbestimmt. Je kleiner
Dc, desto ausgepragter werden die Oszillationen.

1.3 Theoretische Analyse der KSA-ES

Die folgende Analyse hat fur die beiden Algorithmen der &bstte 1.2.1 und 1.2.2
Gultigkeit. Wo die Problemdimensianin die Ergebnisse einfliel3t, muss streng genom-
menn > A und teilweisqu < A/2 vorausgesetzt werden. Trotzdem sollten die Resultate
in der Regel schon fim 2 5 Bestand haben. Die zentralen Aussagen der Analyse der
KSA rekapituliert die folgende

1.3.1 Zusammenfassung
Fir den Algorithmus der KSA gilt:

e Unter zufalliger Selektion ist die Schrittweiestationar (Satz 1.5, S. 16), d.h.
sie unterliegt keinesystematischeAnderung oder Drift.

e FurD =1 kann vorunge@mpfterAdaptation gesprochen werden, weil in diesem
Fall, zumindest fuc = 1, die neue Schritttange am genauesten die Schrittlange
des selektierten Nachkommen widerspiegelt (Aussage 11B)S

8Die Varianz derx,-Verteilung geht fiir groRe gegen 12, der Erwartungswert geht gegef.
"Firc < 1 versagt die ,,ungedampfte* Strategie.
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e Die Zeitkonstante der Kumulation betragm ~ % (Korollar 1.4).

e Um am Kugelmodell (filp < A/2) die maximale Fortschrittsgeschwindigkeit zu
erzielen, muss fiir die Dampfuriy S n gelten (Aussage 1.3, S. 23).

e Es gilt die Beziehund 0O c~! (Aussage 1.2, S.21) mit einem Proportionalitats-
faktor nahe eins (Aussage 1.5, S. 26).

e Setzt man fur den Kumulationsparameteals Funktion von rdie Gleichung
c=n?an, muss% < a< 1 gelten (Aussage 1.4, S.26). Der linke Teil der
Ungleichung stellt sicher, dass die Kumulationszeit largug ist, eine paral-
lele/antiparallele Korrelation zwischen Einzelschntiiverlassig zu entdecken.
Dadurch hebt sich die echte Selektionsinformation auclyrididen aus den ver-
fahrensinharenten stochastischen Fluktuationen hekamgret ist fura > % am
Kugelmodell bed > 1.580ptin Erwartung||s|| < Xn— /1/2 (vgl. S. 21, Punkt 3).
Der rechte Teil der Ungleichung resultiert aus der Anfoudey furD O ¢ 1 hin-
reichend groRAnderungsraten fir die maximale Fortschrittsgeschvgikeit am
Kugelmodell erzielen zu kdnnen.

1.3.2 Notation

Im Folgenden bezeichnen die GroRbuchstaB&h und A® fur g € N die Zufalls-
variablen, deren Realisationen in Abschnitt 1.2.1, S.81f,3§q) und Bl((g) bzw. in Ab-

schnitt 1.2.2, S. 9f, mis®@ und 89 bezeichnet worden sind'%™ wird mit %Y,
ke 119 aus Abschnitt 1.2.1 bzw. mig(% ((x)ﬁgﬂ) — (X)ﬁg)) aus Abschnitt 1.2.2

sel

identifiziert (vgl. auch Lemma 1.1, S. 10).

1.3.3 Verteilung von s undd

In diesem Abschnitt werden Aussagen Uber das Verhaltersyegl. (1.2) und (1.5))
undd (vgl. (1.3) und (1.6)) bei zufalliger Selektion und/ode&léktion eines konstanten
Vektors getroffen. Vernachlassigt man den Einfluss deialisierung, so erweist sich
bei zufalliger Selektion al§0, | )-normalverteilt (Satz 1.3). Das bedeutet insbesondere,
dass mit der Wahl vog, = /(2 — c) die Verteilung unabhangig vare]0, 1] ist. Diese
Aussage gilt ausschliel3lich bei zufalliger Selektiondadmfalls hat der Parameter
einen wesentlichen Einfluss auf Orientierung und Lange s/0rgl. Abschnitt 1.3.5,
S. 21ff, Abb. 1.7, S. 24, Abschnitt 3.5, S. 53ff, und Abb. 3655).

Andererseits erweist sich der Erwartungswert vordlafs stationar (Satz 1.5). Dies
entspricht der Tatsache, dass das geometrische Mittebtieitt®/eitenanderungsfakto-
rend(9t1) /5(9) eins ist. Der Einfluss der Initialisierung verund des Parametecsauf
logd wird quantifiziert (Lemma 1.6, S. 16). Die Rolle, die dabes #l/ahl des Damp-
fungsparameted spielt, wird in Abschnittl.3.4 DampfundS. 17 ff) naher untersucht.
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Die Verteilung vons unter Selektion eines konstanten VektorsriuGenerationen
liefert der

Satz 1.2 (Verteilung von s)SeiS(9 ~ A((b,C). Wird in den ersten m Generationen
der Vektorzge selektiert und erfolgt die Selektion in den nachfolgendendgationen
zutillig, so istS'9 fir g > m> 0 normalverteilt mit Erwartungswert

C—C” (1= )™~ (1—0)9) Zee1+ (1— )%

und Kovarianzmatrix

(1- @ 9* ™)1+ (1-0*C .

Beweis Siehe Anhang D, S.93. O

Fur zufallige Selektion vereinfacht sich der Sachverhaim

Satz 1.3 (Verteilung von s bei zudlliger Selektion) Bei zuélliger Selektion gilt @r
alleg>0

1. I1stSO ~ A((0,1), so ist auct8l9 ~ A((0,1).

2. Fur SO =70 ergibt sichS9) ~ 9\[((1— 0929, (1- (1-¢)%) I).

Beweis Behauptung 1 folgt direkt aus Satz 1.2, wenga- 0, b = 0undC = | gesetzt
wird und Behauptung 2 fim=0,b = z(% undC = 0-1. O

Aus Punkt 2 folgt, dass9 firr jeden Startwers©) bei zufalliger Selektion gegen
eine(0,1)-Normalverteilung konvergiert.

Erfolgt eine andauernde Selektion eines konstanten \iekigr so konvergiers9)
fir g — c gegen den konstanten Vekt&zse (Satz 1.2 firm = g). Die Generations-

zahl von Beginn der Selektion bis zum Zeitpunkt, an dem s{@9H bis auf /e des
urspriinglichen Abstandes &#zsel angenahert hat, stellt eine charakteristische Zeit-
konstante der Kumulation dar.

Korollar 1.4 (Zeitkonstante der Kumulation) Fur c €]0,1] ist die charakteristische
Zeitkonstante der Kumulation

1 1

IN(l-¢) c+S+S+...°

Beweis Siehe Anhang D, S. 95. O
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Der Vektors muss notwendigerweise mit einem (festen) Vet initialisiert wer-
den. Soll die (konkrete) Initialisierung keine Richtumgsrmation enthalten, muss
s® = 0 gewahlt werden. Dadurch erfahrt die Schrittweite, falis 1, in der Anfangs-
phase eine Verkleinerung. Mithilfe von Satz 1.3 lassen sigihquantitative Aussagen
uber das Verhalten vod bei zufalliger Selektion, insbesondere fur die Inisarung
50 = 0, erzielen.

Satz 1.5 (Stationariit der Schrittweite d) Bei zu#illiger Selektion gilt
1. I1stS'9%) ~ A((0,1), soist fir alle g> go > 0 : E[logA(9] = logd(%).
2. 1stS9 = 0, gilt fur alle g€ N:

g
Efina®] = n5® - 2 (1_ 1 (1_c>2i)

D 2
sowie die Abscitzungind© — [%(_Ti); < E[InA9] < In30).

3. Esistdl9tD) = 39 genau dann, wenfps'9+D)|| = E[||A((0,1) ||].

Beweis Siehe Anhang D, S. 96. O

Wie aus Punkt 2 hervorgeht, fiihrt der Starteffekt durchwiahl vons® = 0 zu
einer kontinuierlichen Verkleinerung der (erwartetenhi@tweite 8. Von Interesse ist
daher eine genaue Abschatzung von dainE[IogA(g)], die wegen der Monotonie des
Ausdrucks gleichbedeutend ist mit der Abschatzung viiodA9)] fiir g — . Um
eine bessere Abschatzung als in Satz 1.5 Punkt 2 zu erhaltsh der Ausdruck
5%, (1— V1= (1—c)2i) fir ein festesgo numerisch berechnet. So erhalt man

obere und untere Schranken dank des

Lemma 1.6 Fiir s9 =0, gg € N und a:= In3(® — 2 5%, (1— Vi1- (1—c)2i) gilt
bei zuélliger Selektioniir alle g> go die Abscktzung

(1—c)A%+D) (

S S P 9 <a .

a De(2—0) _E[InA ] <a

Beweis Siehe Anhang D, S.97. a

Die Scharfe der Abschatzung kann durch Wahl ggnvorgegeben werden; fur
eine vorgegebene maximale Differenz zwischen oberer utetemSchranke lasst sich
das geeignetgp als Funktion vonc und D berechnenAbbildung 1.4 zeigt diese
Abschatzung von mig E[InA9] aufgetragen tberfur D= 1,5 =0und3(® = 1.
Zwar ist mingen E[logA9)] fir festes mach unten beschrankt, wird aber &> 0 be-
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Abbildung 1.4: Obere und untere Schranke des zu erwartenden natiirliahgarithmus der
Schrittweite fiirg — oo iiberc beiD = 1, 8% = 1, §9 = 0 und zufalliger Selektion. Das linke
Bild ist eine Ausschnittsvergrof3erung des rechten. Umsater Schrittweitenverkleinerung ist
die Initialisierung vors.

liebig klein2 Im nachsten Abschnitt wird sich herausstellen, dass disegel durch
geeignete Wahl des Dampfungsparameiieads Funktion von ®ehoben werden kann.

1.3.4 [Dampfung

In diesem Abschnitt wird zum einen gezeigt, dass fur die Mlak Dampfungsparame-
tersD = 1 furc = 1 zurecht von einer ,,ungedampften* Adaptation gespeocherden
darf. Zum anderen wird sich ein fester Zusammenhang zwmsdam Kumulationspa-
rameterc und dem Dampfungsparamef@rergebenD ist proportionalc ! zu wahlen.

Die ungecampfte Adaptation

Die folgende Argumentation ist wortgetreu nur auf lig1, A)-KSA-ES zu beziehen.
Sinngemal besitzen die Aussagen nichtsdestowenigerfaudte (p/ 1, A)-KSA-ES
Gultigkeit. Zur Vereinfachung der Darstellung wird zegtiig nur fur = 1 argumen-
tiert (der Index{x, Abschnitt 1.2.1, fallt dann weg); weil zufallige Selikt vorausge-
setzt wird, hat das keinen Einfluss auf die Allgemeingi#igder Argumentationen.
Ein einfacher, direkter Ansatz einer ungedampften ecststisierten Schrittwei-
tenregelung ohne Kumulation besteht darin, die realsi8ahrittlange in Generation
g direkt als erwartete Schrittlange der nachsten Germrati verwenden. Die einzige
Gleichung, die fuc = 1, im Austausch mit (1.3), diese Anforderung erfullt, ist

(9+1)
6|((g+1) _ 59 Isc

. (1.7)

8Beachte, dass der Effekt ausschlieRlich die Folge dealisiterung vors'? ist.
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Abbildung 1.5: Schrittweitenanderungsfaks@ ™ /59 Uber||§(<g+1) | fiir den einfachen un-
gedampften entstochastisierten Ansatz (1.7) sowie €|/ 1,\)-KSA-ES mitc = 1 und

D = 0.2, 1, 5. Dimensionn = 25. Beide Bilder zeigen dieselben Graphen — links mit line-
ar, rechts mit logarithmisch skalierter Ordinate. Der Wért||s|| = O markiert den kleinsten
méglichenAnderungsfaktor. Die KSA-ES hat filr = 1 im Punkt||s|| = E[Z] = X die gleiche
Steigung wie der einfache ungedampfte Ansatz.

Nichts Anderes besagt das folgende

Lemma 1.7 Die in einer entstochastisiertdil, A)-ES ohne Kumulation zu erwartende
SchrittiangeE[|| 591 Z||], mitZ ~ A((0,1), entspricht exakt der in der vorangegange-
nen Generation durch den selektierten Nachkommen redési§chrittinge|| 39 zse|||

genau dann, wenn

in der (u/1, A)-KSA-ES (Algorithmus aus Nummer 1.2.1, S. 8) mitlcund p= 1 die
Gleichung (1.3) durch (1.7) ersetzt wird.

Beweis Wegenc = 1 ist Sgg| = Zse UNd

E[I8TZ]] = 189zl & 80 =89 ssell ¢ (1.7) .

O

Es stellt sich die Frage, warum im Algorithmus der KSA dierfRolierung in (1.3)
statt der einfacheren Gleichung (1.7) gewahlt wurde. UesaliFrage zu beantwor-
ten, wird der Schrittweitenanderungsfaktor betracluet,sich in der jeweiligen Glei-
chung als Funktion vorjs|| ergibt. In (1.7) besteht ein linearer Zusammenhang zwi-
schen Schrittweitenanderungsfak#t1 /39 und ||s||, der in Abb. 1.5, links, als Ge-
rade wiederzufinden ist. Die Gleichung (1.7) realisiert zeiae perfekt ungedampf-
te entstochastisierte Adaptation, fuhrt aber zu einetegyatischen Verkleinerung der
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Schrittweite bei zufalliger SelektiohDie Stationaritat der Schrittweite aus Satz 1.5
Punkt 1 ist nicht gewahrleistet. Das bedeutet, dass emmedie Formulierung fur (1.7)
auf einer relevanten Menge von Realisationen in eine ged8ehrittweite als (1.7) re-
sultieren muss, d. h. groRefmderungsfaktoren realisiert werden miissen. Gleiciyeit
ist es sinnvoll fur realisierte Schritte, die langer saisl der Erwartungswert, weiterhin
0 zu vergrofRern und entsprechend fir realisierte Schditeekirzer sind als der Er-
wartungswertd weiterhin zu verkleinern. Soll die Transformatifs| — 82" /59
stetig sein, muss¢|| = Xn dann derAnderungsfaktor eins zur Folge haben. Die Ad-
aptationsvorschrift (1.3) erfullt diese Anforderungesgl( auch Satz 1.5 Punkt 3) in
einem einfachen, geschlossenen Ausdruck.

Um das ungedampfte Verhalten in dieser Adaptationsvafsem besten wider-
zuspiegeln, sollte die Steigung in der Nahe des Erwartueges der Steigung gemali
(1.7) entsprechen, d. h. prazise formuliert

qu((g-i—l)” 59

Einsetzen von (1.3) in (1.8) und Auflésen ndgHiahrt zur

(1.8)

L
Xn

+1

152 | =%

Aussage 1.1Die (p/1,A)-KSA-ES und diép/p, A)-KSA-ES sind, geafd (1.8), @r
¢ = 1 genau dann ,,ungéanpft’, wenn der @mpfungsparameter D zu eins g#vit
wird.

Aussage 1.1 weist die Parametereinstellung fur die ,déngefte* Strategievariante
aus und begrundet die in den Adaptationsgleichungen (h8)(1.6) gewahlte Form
mit X, im Nenner sowie e, nicht 10-); nur so erfiillt die Einstellund = 1 die
Forderung (1.8).

Veranschaulicht wird der SachverhaltApb. 1.5 (S. 18). Der Schrittweitenande-
rungsfaktorél((gH) /39 ist aufgetragen Ube}ﬁﬁgﬂ)n fur den einfachen ungedampften
Ansatz (1.7) und fur diéy/1, A)-KSA-ES mitc= 1 undD = 1/+/n, 1, /n. Die Di-
mensiomist 25 (vgl. B||Z||] = Xn = v/nin der Abbildung). Der einfache Ansatz ergibt
in der linearen Darstellung (links) eine Gerade, {i¢l, A)-KSA-ES dagegen in der
logarithmischen Darstellung (rechts). Die Tangente a&larven im Punkty, hat die
Steigung ¥(D¥n), d. h. im ungedampften Fall/§,. Die ungedampftép/1, A)-KSA-
ES erzeugt auRRer im Purikt immereinen groRereAnderungsfaktor als der einfache
Ansatz.

9n Ostermeier (1997), S. 22ff, wird dieser Effekt anhandEiazelschrittweitenadaptation ausgiebig
diskutiert. Es werden drei Transformationen ff}j (dort&*) vorgeschlagen, die den Mangel beseitigen
und als praktisch gleichwertig angesehen werden. Allgglierfullt nur eine der drei Transformatio-
nen die im Folgenden aufgestellten (subtileren) Anfordgem. So rechtfertigt die kommende Passage
nachtraglich die dort erfolgte Auswahl dieser Transfdiora
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0 Abbildung 1.6: Obere und untere
~ - Schranke des zu erwartenden natir-
lichen Logarithmus der Schrittweite
0.1 fur g — o Uberc, bei zufalliger Se-
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Wahl des Dampfungsparameters als Funktion der Kumulation

Kommen wir nun auf die Wahl eines geeigneten Dampfungspeters zuriick. Die
Notwendigkeit, den DampfungsparameterAbhangigkeit vom Kumulationszeitraum
festzulegen, wird einerseits durch Abb. 1.4 (S. 17) naleggeDie beobachtete Schritt-
weitenverkleinerung durch die Initialisierung veist fur kleinec inakzeptabel, kann
aber prinzipiell durch Dampfung démnderungen abgeschwacht werden. Zudem bele-
gen Computersimulationen der KSA-ES, dass die kumulatbei®Bveitenregelung fur
D « ¢! versagt — beobachtet werden starke Schwankungen undafsain. Wie
also mus® in Abhangigkeit vorc gewahlt werden?

Die Antwort lasst sich aug&bb. 1.6 ersehen. Dargestellt sind, wie in Abb. 1.4,
obere und untere Schranke des erwarteten Schrittweit@miogus firg — oo tber
c; fur verschiedener wurdeD = ¢ gesetzt? Fiir a < 1 ist der gleiche Effekt wie
in Abb. 1.4 zu sehen — der Erwartungswert der Schrittwaile honoton mit kleiner
werdendent. Fura > 1 dagegen wachst die Schrittweitenerwartung mit kleinerw
dendenctwieder an. Geht gegen 0, verbleibt die Schrittweite immer starker beinmre
Ausgangswert; der Initialisierungseffed®) = 0 verschwindet. Folglich geht dann auch
der Effekt jeder zeitlich begrenzten, systematischenicht zufalligen) Selektion ge-
gen null. Nur fura = 1 geht der Einfluss der Initialisierung gegen eine Konstéiire
¢ — 0); die Schrittweite wird fiiD = ¢ 1 > 1 mit dem Faktor (74 verkleinert.

Opje Abschatzung wurde auch hier mittels Lemma 1.6 und exakimerische Berechnung gewon-
nen. Eine Abschatzung mit Satz 1.5 Punkt 2 fuhrt zu quditdeichwertigen Kurven.
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Es ergibt sich die wesentliche Schlussfolgerung der

Aussage 1.2Der Dampfungsparameter D sollte umgekehrt proportional zum ddam
tionsparameter c geahlt werden, es gilt also

DD}.
C

Der geeignete Proportionalitatsfaktor wird sich weitetem aus der Festlegung des
Kumulationszeitraums ergeben (S. 25 und speziell Auss&g&126).

1.3.5 Kumulationszeitraum und Dampfung

Die sich nun anschlielRende Frage nach der Wahl des Kummdatoameters als
Funktion der Problemdimensionwird auf die Abhangigkeit ~ n=% mit % <o<l1
fuhren (vgl. Aussage 1.4, S. 26). Debberlegungen liegen folgende Anforderungen an
den Algorithmus zugrunde:

1. Die Anderungsrate der Schrittweite soll gro? genug sein, umFdetschritt am
Kugelmodell (S. 85) nicht wesentlich zu beeintrachtigdrRereAnderungsra-
ten waren bei falsch eingestellter (Start-)Schrittweder an der Ebene sinnvoll,
verstarken jedoch auch zufallsbedingte Schwankunge8dweittweite. Kleinere
maximal moglichéAnderungsfaktoren kdnnen fiir verrauschte oder lokalihe*
Qualitatsfunktionen bedeutungsvoll sein.

2. Aufgrund detUberlegungen im letzten Abschnitt gt 0 ¢ 1.

3. Fur hohe Dimensionen sollte eine schrittweitenreley&elektion einen syste-
matischen mittleren Effekt der Grofgs|| — Xn| > /1/2 zur Folge haben: Ist
n > 100, beruht jede systematische Langenanderungsvauf einer paralle-
len/antiparallelerkorrelation aufeinanderfolgender selektierter Mutationsschrit-
te; die Langeder einzelnen Mutationsschritte ist aufgrund der geringen-
anz derxn-Verteilung praktisch selektionsirrelevant. Die durctiadlige Selek-
tion unterschiedlich langer Vektoren produzierte Varibegt in der Grof3enord-
nung von Vaf|A[(0,1)]|] ~ 1/2. Die durch systematische Selektion produzierte
Langeranderungvon ssollte aus dieser stochastischen Schwankung herausragen
und daher groRer als die Standardabweichyfig2 sein.

Anforderung 3 wirdc nach oben begrenzen, denn € 1 wird |||s|| — Xn| kontinuier-
lich kleiner (bei konstanter Selektion st C—C‘ste|: v/ (2—c)/czse, val. Satz 1.2) und
somit zunehmend durch stochastische Schwankungen dotnloie weitere Schliisse
aus den ersten beiden Anforderungen ziehen zu konnentfle=dder nachfolgenden
Vorbereitungen:
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Aus der Fortschrittsformel am Kugelmodell (Rechenbergd]l 148) resultiert,
sofernn>> A, die zu realisierende Schrittweitenanderung

ne— r(9

SO et O g, 1@ B . Met w9
539 T oy@ T @ 7 r(9) 2n '

wobei r der Zielabstand zur Generatignund ¢max die maximale Fortschrittsge-
schwindigkeit am Kugelmodell ist. Eine mittlere Schritite@anderung des Algorith-
mus berechnet man zweckmalf3ig aus dem Produkfvaterungsfaktoren in der Form

[ERIE ||—xn _ 2 [Is™]| = n
\/rlexp = exp gi: D%
e 1 1ISV ]~
DXn

Die ,,erwartete Schrittweitenanderung* é((ti) wird dementsprechend definiert durch

(€)= LSQL_X” (1.10)
bzw.
~ exob (£) — (@ _ ELlIS|] — Xn
po (&) = exp 5 ) = &P DY, : (1.11)

Forderung 1 lasst sich nun vermittels (1.9) und (1.11) &drsreren: Unter einer ent-
sprechenden Selektionssituation (i. e. bei zu groRer Bebrie) muss

2
oo(g) 515

bzw.

(€)

et
In <1— —ht )

erfullt sein. Dabei hangf) in einer schwierig explizit zu quantifizierenden Form vom
Kumulationsparametarund von den selektierten Vektoren (und somit u. a. npab,
lasst sich aber durch Simulation ermitteln (genau genomwwied Ef||S||] in (1.10) er-
mittelt). Simulationen werden fur verschiedene funksilenZusammenhange zwischen
c undn durchgefilhrt. ZweUberlegungen helfen bei der Wahl der Zusammenhange:

D

UN

(1.12)

e Umdie Orthogonalitat der aus stochastischen Einzeldehiestehenden Schritt-
folge im n-dimensionalen zuverlassig bestimmen zu konnen, mesZahl der
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in die Betrachtung einbezogenen Schritte in erster Naigemitn wachsen. Man
wird einen umgekehrt proportionalen Zusammenhang zwrschad n vermu-

ten, da Jc die Zahl der in die Auswertung einbezogenen Schritte (Riuipen)

festlegt.

e Betrachtet man Gleichheit in (1.12), erhalt man

1opaw () eElSll=%n 1
c |n (1_ uCﬁWNx) Xn _“(ﬁ/’jl)\
2n 2n

0 vn(xXn—ElISI]) -

Bei zu grof3er Schrittweite fihren dann die beiden realibien Situationen fur
n— oo, namlichy, — E[||S||] konstant groRer 0 (als schlechtester akzeptabler Fall)
und X, — E[||S||] proportionalX,, (als bester vorstellbarer Fall, d4||5||] nicht
kleiner O werden kann) awuf(] 1/+/n resp.c [0 1/n. Gleichzeitig ergibt sich fur

D mit der Ungleichungsbedingung aus (1.12) di@kE konstn.

DemgemaR sind iAbb. 1.7 Simulationen an der Normkugel (S. 86) fiir=n"% und
o = 3,1.1,3 sowie eine hypothetische Kurve f{ig|| = 0 (i.e. groRtmdgliche Schritt-
weitenverkleinerung) zu sehen. Die Schrittweite betdag 15-fache der optimalen
Schrittweite. Links ist B|S||] — Xn, in der Mitte (E[||S||] — Xn)/Xn dargestellt. Glei-
chung (1.12) bestimmt fur gegebengesind A eine Obergrenze fiiD, die wegen der
ForderungD O ¢! durch konstc nicht iberschritten werden darf:

konst_ (&) . (1.13)

C et
In (l— bt )

Diese Forderung kann fiir= 1 undA = 10 einfach in der rechten Spalte von Abb. 1.7
uberpruft werden, in def€)/In(1— c%A/(Zn)) zusammen miD = konst/c = konst:

n® (gestrichelt) fur eine entsprecheﬁde Konstante darifeiste Tatsachlich kann die
Forderung fura > 1 (zweite Zeile von unten in Abb. 1.7) nicht mehr erfullt wen;
wie schon festgestellt, dab nicht schneller als linear mit wachsen (unterste Zeile,
rechts).

AN

Aussage 1.3Um am Kugelmodellifr p$ A/2 die maximale Fortschrittsgeschwindig-
keit erreichen zuénnen, muss die &@pfung die Ungleichung

DSn

erfullen.
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Abbildung 1.7: Simulation def1, 10)-KSA-ES an der Normkugel (S. 86) mit einer um den
konstanten Faktot.5 zu grof3en Schrittweite. Eingetragen sind Werterfix 10, 30, 100,
300, 100Q Links: Mittelwert und Standardabweichung vis| — Xn, mitte: Mittelwert von
(ISl = Xn)/Xn = (&), rechts&)/In (1— =8} undkonsyc (vgl. Text) aufgetragen jeweils iiber

n
n mit, von oben nach unteo= 1/ ns, 1/ nz, 1/n,1/ n? sowie ganz unten die Kurven flis|| = O.
Der1%-Vertrauensbereich fir die Mittelwerte links liegt im Bérh der Punktgrof3er:(0.01).
Die in der linken Spalte eingetragenen Standardabweidungriieren zwische@.7 und0.3.
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WegenD [ ¢! ist dadurch kongh als Untergrenze des Kumulationsparameters:
festgelegt:!

Fura < 1 scheint (1.13) dagegen immer erfillt zu sein. Dieseslingedeckt sich
sehr gut mit Konvergenzmessungen am Kugelmodell (S. 8@hliwiana € [0.01, 1]
undD = 1/(4%c) = (n/4)%, so sind fim < 100 die Unterschiede in der Fortschrittsge-
schwindigkeit unter 25% (ohne Abbildung).

Die Obergrenze des Kumulationsparameters ergibt sich aus der linken Spal-

te von Abb. 1.7. Anforderung 3 ist erst far> 1/2 erfullt. Firc = 1/n% wachst der
Erwartungswert monoton mit und es treten innerhalb der Standardabweichung auch
Vergrof3erungen der Schrittweite auf (oberste Zeile sinAuch wenn sich fin < 100

am Kugelmodeltadurch nur geringe Konvergenzeinbuf3en ergeben, ist Bmsane-
terwahl nicht sinnvoll.

Setzt man furc als Funktion vom die Gleichungc = Bn~% an, bleibt die Frage
nach der Grof3e vofd zu klaren. Wegemr €]0, 1] fur alle n folgt 8 €]0, 1]. Vermutlich
ist es nicht sinnvoll3 < 1/2 zu wahlen, dfl = 1/2 auch furn = 1 eine wirksame
Kumulation sicherstellt. Ohne diese Frage naher zu unteesn wird3 in dieser Arbeit
Zu eins gesetzt.

Der notwendigé®roportionalit atsfaktor zwischerD undc~1 furr p= 1 kann eben-
falls aus der Abb. 1.7 und (1.13) bestimmt werden: Soll ankdeyel kein Geschwin-
digkeitsverlust durch zu grol3e Dampfung entstehen,v&ir wachsendes zu schnell
anwachst, muss fiec= 1/4/n die Ungleichung < y/n gelten und fiic = 1/n die Un-
gleichungD < n/3 (rechte Spalte). Andererseits wird man zur Vermeidungstooha-
stischen Fluktuationen und von Oszillatiori@maoglichst grol3 wahlen, sodass jeweils
die Gleichheit als sinnvollste Wahl erscheint.

Die Parametepn und A spielen fur die Betrachtungen keine allzu grof3e Rolle:dwir
A vergroRRert, wachsen sowohl der Nenner als auch der Zabe(1.13) langsam an,
sodass (zunachst) keine graviereddrlerung der Kurven in Abb. 1.7 zu erwarten ist.
Auch wennp vergroRert wird, andert sich die Situation nicht drastjsolang€g) als
praktisch unabhangig vamvorausgesetzt werden kaihdenn es gilt das

Lemma 1.8 Bezeichneexp(&);p, genal (1.11) die erwartete Schrittweité@mderung
einer (W 1, A)-KSA-ES an der Kugel, giltif uSA/2 < n

Ewirn cia (&
<N 2
o(i-"5e) S n(1-%)
Beweis Siehe Anhang D, S. 98. O

LFir a > 1 lasst sich zwar miD ~ n der gewiinschte Fortschritt realisieren, allerdings &trd
beispielsweise bei zu kleiner Startschrittweite ein apsigterUberschwingeffekt zu beobachten, der
die Aussage 1.2 bestatigt, da3§] ¢~ zu gelten hat.

2pas ist sicherlich fup < A/2 der Fall.
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c 3 Abbildung 1.8: Theoretischer
S o5 el i (paralleler)  Fortschrittsgewinn
% einer (KW, N\)-ES gegeniiber
E 27/ N einer (1,\)-ES fir\ = 10 und
8 15/ B A = 30 an der Kugel.
2 :
Pl N lambda=10
g lambda=30 ---------
g 05 1
o
0
5 10 15 20
my

Die Koeffizientenpcfw’x/ci)\ entsprechen dem Fortschrittsgewibwl wr/$1,) einer
(Wi, A)-ES gegeniiber einéd, A\)-ES am Kugelmodell und sind beispielhaft in der
Abb. 1.8 zu sehen. Der Einfluss von reduziert sich also im Wesentlichen auf die
Anderung des Proportionalitatsfaktors zwisctizmund c=1 um den Faktor zwei bis
drei.

Die Ergebnisse dieses Abschnittes werden in den folgendieled Aussagen zu-
sammengefasst:

Aussage 1.4Setzt manifr den Kumulationsparameter c die Funktiomg= n—% an,
sinda € [3,1] undB €]0, 1] zu wahlen.

Aussage 1.5Zur Realisierung der maximalen Fortschrittgeschwindigae Kugelmo-
dell mussifir den Campfungsparameter D, beigiA /2, die Ungleichung

i<D51‘

4c™ "R ¢
gelten, wobei die beste Walikfden festen Proportionatitsfaktor zwischen D und-é
aus der gewhlten Ablangigkeit zwischen c und n resultiert.

1.4 Rekombination in der KSA-ES

In Abschnitt 1.2.2 wurde die kumulative Schrittweitenatdipn in der(p/ 1, A)-ES
formuliert. Die(u/ 1, A)-ES bietet gegenuber dét, A)-ES, bei optimaler Schrittweite
undp = 0.27A (vgl. Herdy 1993; Beyer 1996prinzipiell zwei Vorteile.

e Gewinn an Robustheit sowohl gegeniiber Storrauscherualstansichtlich der
unerwiinschten Konvergenz in das ,,erstbeste lokalen@ph. Der Robustheits-
gewinn ist ganz wesentlich auf die gegenuber eifieR)-ES groRere optima-
le Schrittweite zurtickzufuihren, die auch mit wachser®gpulationsgrolie zu-
nimmt.
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T T Abbildung 1.9: Aus der
s 7 Theorie abgeleiteter paralle-
=S E‘ e ler und serieller Fortschritts-

1.5 | 1 gewinn einer (Wiu,\)-ES
parallel: my=1, —+— mit = 1 und optimalem
m_yﬁmy_ogt e M = Hopt & 0.270\ gegen-
seriell: my=1, ----a---- | . ; i
my=my opt o Uber einer(1,10)-ES am
(1+1)-ES -~ Kugelmodell (S.85). Oben

ist die Abszisse logarith-
. misch dargestellt. Die Gra-
phen fiir den parallelen Fort-
I schritt laufen in der oberen
. ™ w Darstellung aus der Bildo-
berkante und sind im unte-
ren Bild noch einmal dar-
gestellt. Die Abséatze in der
Kurve far den seriellen Fort-
schritt mit @ = Hopt ent-
springen der diskreten Na-
tur vonpop. Bemerkenswert
ist hier der nur geringe (seri-
elle) Fortschrittsanstieg der
(Hopt/ Hopt, A)-ES fiir A =
10...1000 (vgl. Text). Die

. : : : : Werte fir popt bei A > 20
0 B — 3 sind Rechenberg (1994) ent-
nommen.

0.5

relativer Fortschrittsgewinn
[

160
140
120
100

relativer Fortschrittsgewinn
e}
o
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e Hohere Fortschrittsgeschwindigkeit, die sich aus deofirebeil < n ergibt.

Der folgende Abschnitt beschaftigt sich im Wesentlichahdar Quantifizierung und
der praktischen Relevanz des Zugewinns an Fortschrittbgésdigkeit.

Der bei optimaler Schrittweite erzielbare, aus der Theabgeleitete Fortschritts-
gewinn der(p/u, A)-ES gegenuber eingil, 10)-ES an der Kugel ist imbb. 1.9
dargestelltUber\ aufgetragen sind der parallele Fortschrittsgewdipy, »/®1,10 und
der serielle Fortschrittsgewin(®,,;,, »/A)/(d1,10/10) jeweils flrpu= 1 undu = popt
sowien — . Der parallele Fortschritt der (1, A)-ES wachst unbeschrankt, aber nur
sehr langsam monoton M(unten), wahrend der parallele Fortschritt Q&jpt/i Hopt, A)-

ES asymptotisch linear mik anwachst3 In der Praxis ist das gunstige lineare An-
wachsen des Fortschritts vermutlich nicht zu realisievesi| die resultierende hohe

Bpass dieser Wachstum tatsachlich superlinear ist (vgthBeberg 1994, S. 149), kann man dem
streng monotonen Wachstum der Kurve fir den seriellersEbritt (oben) entnehmen. Da diese Kurve
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Anderungsrate der optimalen Schrittlange in einem Adaptaprozess wohl nicht er-
reicht werden kann. Zudem setzt das theoretische Erg&kgiia voraus. Diese Aspek-
te relativieren auch das fur gro@eWerte gunstige Ergebnis hinsichtlich des seriellen
Fortschritts:

Der serielle Fortschritt (oben) wachst asymptotisch gegen den Fortschritt einer
(1+1)-ES (Beyer 1996). Der relative Fortschrittsgewinn gedpemiaer(1, 10)-ES be-
tragt dabei im Grenzwert 1.710. Bemerkenswerter als deisélarittsgewinn ist der
Aspekt, dass die Populationsgrofie in ¢ef i, A)-ES hinsichtlich der seriellen Fort-
schrittsgeschwindigkeit an der Kugel praktisch bedeulowyist, wirdn > A > 10,
optimalesu und optimale Schrittweite vorausgesetzt.

An die Populationsgrof3e werden, Ipek 0.27A, widerspruchliche Anforderungen
gestellt: Eine grol3e Population macht die ES zwar robusieereduziert aber die Fort-
schrittsgeschwindigkeit, falbs nicht klein gegenuibarist und auch wegen der notwen-
digen Adaptationsprozesse, die Ublicherweise (nur)dene Generationsschritt statt-
finden kdnnen. Es wird selten sinnvoll sekt> 30 zu wahlen.

1.5 Simulationen einer(p/ |, 10)-KSA-ES

Die Vorteile der(p/i 1, A)-ES gegeniiber déd., A)-ES resultieren ganz wesentlich aus
der vergrof3erten optimalen Schrittweite. Die Frage ist,rab die optimale Schritt-
weite durch den Adaptationsprozess tatsachlich (zursinuigherungsweise) realisiert
werden kann. Insbesondere muf3 die Schrittweite durch daptAdonsmechanismus
fur p = Popt > 1 grolRer eingestellt werden als fiir= 1. Simulationen dazu werden
an der Normkugel (siehe S.86) durchgefiihrt, weil dort keystematischer Fehler
durch Veranderung der optimalen Schrittweite Uber dimekationenfolge und dem
daraus resultierenden ,,Hinterherhinken® der Adaptagatsteht. Das Einstellen einer
»vernunftigen® Schrittweite an dieser artifizielleneffunktion betrachte ich als not-
wendige Anforderung an einen Adaptationsmechanismus.

Bei Simulationen an der Ebene wachst die Schrittweite &S, wie zu erwar-
ten ist, exponentiell an, wobei d&nderungsrate im Wesentlichen von der Dampfung
bestimmt wird (ohne Abbildung). Weitere Simulationsengebe zur KSA-ES an einer
Reihe von Zielfunktionen sind der Abb. 3.13, S. 68, zu entmen

Zum Vergleich mit der kumulativen Schrittweitenregelungdadie konventionelle
mutative Schrittweitenregelung herangezogen, wobei deritBveitenanderungsfaktor
zu 15 gewabhlt ist. Der Mutationsschritt der Objektparameieee(p/ 4, A)-ES mit
mutativer Schrittweitenregelung ist

= ol 89 exp(E5) 5

beschrankt und somit das Wachstum asymptotisch lineastisie Superlinearitat praktisch von geringer
Relevanz.
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mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 1.2.2 (S. 9f) und

E,((QH) sind fuorg=0,1,... und k = 1,...,A unabhangige, identisch verteilte Zu-
fallszahlen mit FEE,((QH) = _0.4) — P(El(f'*l) — 0.4) = 1/2. Der Schrittwei-
tenanderungsfaktor exf) betragt also b bzw. 1/1.5.

Die neue Schrittweite kann entweder durch arithmetischteMing aus den Schritt-
weiten der selektierten Nachkommen bestimmt werden —istide in der Literatur am
haufigsten angewandte Form der Multirekombination vonrigeleiten in der ES-#
Dann ist

+1 (0+1) _
5(g+1) Z 59 exp(Ej ) —59.

9) Z eXp (E§g+1)) )

jeldd jeldd

Tzl
Tzl

Oder die neue Schrittweite wird durch geometrische Mittgltestgelegt. Dann ist

1/u

6(9"‘1) — I_l 6(9) exp(Egg—'—l)) — 6(9) -exp } Z Egg—H')
jelgd jelgy
Dieses Verfahren erzeugt keine systematische Drift, ear&lt aber die Schrittweite fur
U > A/2 selbst in einer linearen Umgebung, weil die schlechtestieht selektierten
Nachkommen haufiger aus groRen Schritten resulti€r&iir u= A /2 resultiert in der
linearen Umgebung ein Random Walk der Schrittweite. Dastidas Verfahren fur
1> A/2 als Regelalgorithmus a priori komplett unbrauchiar.
In derAbb. 1.10sind die Fortschrittsgeschwindigkeiten der Regelmecmaen fir
die Dimensionen drei, 30 und 300 sowie der theoretisch heste maximale Fort-
schritt fur A = 10 Uberp dargestellt. Fiin = 300 istA < n und die KSA-ES erreicht

14Eine arithmetische Mittelung fuihrt in Zusammenhang mit devangslaufig auftretenden stocha-
stischen Schwankungen der Schrittweiten zu einer sysigchah SchrittweitenvergroRerungt.5 +
1/1.5)/2~ 1.08 > 1. Dadurch ergeben sich oft bessere Resultate als mit gesater Mittelung, die
eigentlich die ,,sauberere* Losung darstellt. Bei setmvgacher Selektion kann der systematische Effekt
allerdings eine Divergenz der Schrittweiten herbeifiahre

Grundsatzlich ware es konsistenter, nur auf dem Logarithder Schrittweiten zu operieren. Dann
lieRen sich alle auf den Objektvariablen durchgefuhrtemidulationen sinnvoll und praktisch eins-zu-
eins auf die Schrittweite Ubertragen.

15Das gilt insbesondere auch in jeder Umgebung mit konvexameHlinien, in der kleinere Schritte
noch starker bevorzugt werden als in der linearen Umgebung

165etzt man furg eine andere Verteilung an (insbesondere eine Verteilurigklginerer Varianz),
kann sich dimensionsabhangig am Kugelmodell — nichtgedm der Normkugel — auch fir> A/2
ein mehr oder weniger stabiles Regelverhalten einstelisrberuht auf dem durch die Zielannaherung
verursachten dynamischen Verhaltier optimalen Schrittweitand setzt eine hinreichend grof3e Start-
schrittweite voraus. Die Zielannaherung verkleinertap#imale Schrittweite in diesem Fall mindestens
genauso schnell wie die Drift die tatsachliche Schritteveéduziert.
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Abbildung 1.10:/n Simulationen an der Normkugel (mit Zielabstandiehe S. 86) bestimm-
te Fortschrittsgeschwindigkeit eingt/ 1, 10)-ES mit kumulativer resp. mutativer Schrittwei-
tenregelung, dargestellt ibgre=1,...,9 und im Vergleich zur theoretisch berechneten opti-
malen Fortschrittsgeschwindigkeit (oberste Kurve). ParterD = ¢! = \/n und Schrittwei-
tenanderungsfaktdr5. Die theoretische Kurve gilt nur fiir— oo, Fiirn = 30 undn = 300rea-
lisiert die KSA-ES den tatsachlich moglichen Fortsdimeicht genau. Der negative Fortschritt
fur u= 9 undn = 3 ist auf stochastische Schwankungen der Schrittweiteckatifiihren (vgl.
Text). Finu= 9 divergiert die mutativ geregelte Schrittweite bei arithiseher Rekombination
nach+o und die Fortschrittsgeschwindigkeit somit naekr. Bei geometrischer Mittelung
wird fiir u > 5 kein Fortschritt erzielt, weil die Schrittweite gegen rkshvergiert (vgl. Text).

die theoretisch berechnete optimale Fortschrittsgesutigkeit mit einer Abweichung

von unter 5%. Fur kleinere Dimensionen uberschatzt ligeretisch berechnete Fort-
schrittsgeschwindigkeit fir £ p < 9 wegenA £ n die tatsachlich erreichbare. Bei
u= 1 verhindern dagegen nur die zufalligen Schwankungen dertSveite, dass der

theoretische Fortschritt erreicht bzw. fur kleine Dimiengn sogar leicht Ubertroffen
wird (vgl. auch Ostermeier 1997, S. 36f). Wird mit= 3 undD = /3000 simuliert,



1.5 Simulationen eingpi/i 4, 10)-KSA-ES 31

werden die Fortschritte deutlich groRer als @it +/3 und Uibertreffen fup = 1 und
H= 9 die theoretisch berechneten Werte.

Die negative Fortschrittsgeschwindigkeit d&y; 9, 10)-KSA-ES ( = 3) resultie-
ren also nicht aus einer grundsatzlich falsch eingesteffichrittweite, sondern aus den
stochastischen Schwankungen der Schrittweite. Der sdtev&elektionsdruck fuhrt
in einer (9, 10)-ES bei Standardeinstellung des Dampfungsparamé&ezs relativ
groRen Schrittweitenschwankungehwird die Schrittweite groR, kommt es dabei zu
drastischen Ruckschritten, die im Folgenden nicht mebkgegiichen werden kdnnen.
Durch geeignete Wahl voD liel3e sich dieser Effekt vermeiden, zumal der geringere
Fortschritt einer(9, 10)-ES ohne Nachteil eine starkere Dampfung zulasst. Diteeau
tenden Rickschritte fuhren bei einer Simulation an degdfauch bei der gegebenen
Parameterwahhicht zum Versagen der Strategie (siehe Abschnitt 3.9, S. 61dhan
sondere Abb. 3.13, S.68). Hier wird der Ruckschritt durctele dem neuen Zielab-
stand entsprechend grof3eren Fortschritt wieder wettgjeima

Die Fortschrittsgeschwindigkeiten der ES mit mutativeni@tweitenregelung blei-
ben deutlich hinter den Werten der KSA-ES zuruck und nehminvachsender Di-
mension ab. Bei geometrischer Mittelung der Schrittwegeder Fortschritt fup > 5
null, weil die Schrittweite, wie oben angesprochen, gegdhkonvergiert. Bei arith-
metischer Mittelung unglt > 7 fihrt der durch die Mittelung erzeugte systematische
Effekt zu negativen Fortschrittept & 8, n = 3) oder gar zur Divergenz der Strategie
(L= 9). Wird die Varianz vort, verkleinert, schwacht sich dieser Effekt ab, ohne die
Kurven qualitativ zu verandern.

Aufschlussreicher als die Fortschrittsgeschwindigkesiad die von den Regelme-
chanismen eingestellten (mittleren) Schrittweiten, di@bb. 1.11 mit der theoretisch
optimalen Schrittweite verglichen werden. Rk n stellt die kumulative Schrittwei-
tenregelung tatsachlich die theoretisch optimale Subegite ein. Wichtiger ist jedoch,
dass sie unabhangig von der Problemdimension die Schiiéviir wachsendgsim
Bereich 1..A\/2 vergroRert® Die mutative Schrittweitenregelung verkleinert dage-
gen die Schrittweite mit wachsendqurunachst. Fur gro3g kommt es zur Diver-
genz des Schrittweitenlogarithmus entweder naehoder nach-oo; bei der arithme-
tischen Mittelung aufgrund des geringer werdenden Sele&tirucks, verbunden mit
der systematischen Drift, und bei der geometrischen Mitig| weil die schlechtesten
Nachkommen haufiger aus grof3en Schritten resultieregesa@snt muss die mutative
Schrittweitenregelung fur eingy, 4, A)-ES mitp > 1 als unbrauchbar eingestuft wer-
den, denn sie verschlechtert das Strategieverhalten gegeder(1, A)-Strategie!

Unkritisch fur das Verhalten der KSA-ESh der Normkugeist einerseits die Ver-
grof3erung vore, insbesondere solanggl < ¢ < 0.5 gilt, und andererseits die Ver-
grolRerung des Dampfungsparameterssofern die Fortschrittsmessung immer nach
Erreichen des stationaren Zustandes beginnt (ohne Alrtg)d

1"Die Standard-Parametereinstellung ist fir den Bereichul< A /2 ausgelegt.
8pie groRere optimale Schrittweite ist, sofern sie eingltstird, der Hauptvorteil einefy/i 4, A)-ES
gegenuber eindrl, A)-ES (Abschnitt 1.4, S. 26ff).
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Abbildung 1.11: In Simulationen an der Normkugel (mit Zielabstandgiehe S. 86) bestimm-
ter mittlerer dekadischer Schrittweitenlogarithmus eie |, 10)-ES mit kumulativer resp.
mutativer Schrittweitenregelung, dargestellt ipper 1,...,9 und im Vergleich zur theoretisch
berechneten optimalen Schrittweite (oberste Kurve).rRaterD = ¢c~* = /n und Schrittwei-
tenanderungsfaktdr5. Die wichtige Vergrd3erung der Schrittweite fur wachdesu im Be-
reichl,...,5 (also bis\/2) wird nur von der kumulativen Schrittweitenregelung gstiet. Die
mutative Regelung stellt bai= popt = 3 flir mittlere und hohe Dimensionen eine um den Fak-
tor funf (arithmetische Mittelung) bzw. neun (geomethisdViittelung) zu kleine Schrittweite
ein. Fun.> 5 divergiert der Logarithmus der mutativ geregelten Schaite bei geometrischer
Rekombination nach-o. Firp = 9 divergiert die mutativ geregelte Schrittweite bei arithme
tischer Rekombination nacheo. Der geringe Selektionsdruck einér, 10)-ES kann die durch
arithmetische Mittelung verursachte systematische é&ewung der Schrittweite nicht ausglei-
chen.
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Testkriterien fur die
Evolutionsstrategie

Es ist fast unmoglich die Fackel der Wahrheit durch ein
Gedrange zu tragen, ohne jemandem den Bart zu sengen.
Georg Christoph Lichtenberg

2.1 “No free lunch” und starke Kausalitat

Testfunktionen dienen zur Messung der Leistungsfahigiees Algorithmus in akzep-
tabler Rechenzeit. Der Beurteilung von Suchverfahrentdgeeignete Testfunktionen
kommt neben ihrer theoretischen Analyse eine grof3e Bedguiu. Je besser man da-
bei die Topologie der Testfunktion verstanden hat, desttvoker ist die Aussage, die
aus der Messung gewonnen werden kann.

Ist die Menge aller moglichen Zielfunktionen endlitigibt es, bezogen auflle
Zielfunktionen, keinen besseren Algorithmus als die systitssche, vollstandige Enu-
meration. Jeder Algorithmus, der keinen Punkt mehrfachidigsist exakt gleich gut!
Dieser Sachverhalt ist das Resultat vergleichsweise elames kombinatorischer Be-
trachtungen und wird haufig unter dem Begriff “no free luh@FL) subsumiert (vgl.
Wolpert und Macready 1997; Radcliffe und Surry 1995; Sumg &Radcliffe 1996).
NFL setzt die Rahmenbedingungen fur jegliche Form der Sucld insbesondere auch
filr Uberlegungen zuglobalenOptimierung.

Um dem Dilemma des NFL zu entkommen, muss &msvichtungler Zielfunktio-
nen stattfinden, die im Idealfall die Haufigkeitsverteguraler Optimierungsprobleme
widerspiegelt. Eine einfache (binare) Gewichtung istBéschrankung auf bestimm-
te Zielfunktionen (z.B. auf unimodale Zielfunktionen).d3e Gewichtung bzw. eine

IDies ist auf dem Computer bei der Uiblichen Zahlendarstglhait fest vorgegebener Genauigkeit der
Fall. Die Voraussetzung der Endlichkeit ist von geringeaktischer) Bedeutung, denn wird eine reelle

643N
Zahl z.B. durch acht Byte dargestellt, so ist die Zahl derkfionenQ : IR" — IR durch (264)(2 ) R~
10L910'" _ 1(3L000000000000000000a9 gegeben.
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Beschrankung auf bestimmte Zielfunktionen muss einanvsiten Beurteilung von
Suchverfahren vorangestellt sein! Die Definition einesiesér Hinsicht reprasentati-
ven Testbettes schliel3t sich als zusatzliches Problem an.

Fur die Evolutionsstrategie wurde die Konsequenz aus demDilemma — trotz
einer zu diesem Zeitpunkt fehlenden expliziten mathercla¢is Formulierung — von
Beginn an bericksichtigt: Es werden nur Zielfunktionertrdehtet, die der starken
Kausalitat gentigen (Rechenberg 1989; Rechenberg 1f894¢r als Glattheitspostulat
bezeichnet (Rechenberg 1973; Rechenberg 1978).

In dieser Arbeit werden dementsprechend nur Zielfunktdmesichtlich der Kon-
vergenzgeschwindigkeit zu einem (globalen) Optimum wuient, die die beiden fol-
genden Eigenschaften besitzen:

e Starke Kausalitat. KlelnAnderungen im Objektparameterraum verursachen, ver-
glichen mit gréRererAnderungen, nur kleindinderungen des Zielfunktions-
werts. Als vergleichbar werden nénderungen angesehen, die von einem fe-
sten Punkt in eine feste Raumrichtung durchgefiihrt werD@amathematische
Prazisierung des Begriffs der starken Kausalitat und daraus folgende Erstel-
lung und Analyse eines Testfunktionensatzes geht ubeRdbmen dieser Arbeit
hinaus.

e Unimodalitat. Da die Konvergenzgeschwindigkeit zu eir@ptimum untersucht
werden soll, ist die Betrachtung multimodaler Problemeigismnvoll.

Die verwendeten Zielfunktionen (siehe Anhang B) ents@imdartber hinaus der
Anforderung, fur den Untersucher einfach zu durchschaeigedoch fur ein Suchver-
fahren hinreichend komplexe Topologien zu erzeugen. Slersfilr die lokale Suche
offensichtlich relevante ,,Vorgehensweisen® testenie-das Ausgleichen einer Fehls-
kalierung, das Folgen eines (gekrimmten) Grates oderalagdren einer Restriktion.
Die meisten Zielfunktionen gentigen dabei den in Whitlegle{1995) gestellten An-
forderungen Nicht-Linearitat, Nicht-Separierbark&kalierbarkeit und “resistance to
hill-climbing”.

Als Bewertungskriterium einer Strategie dient ausschlief3lich die Zahl der Ziel-
funktionswertberechnungenEine mogliche Parallelisierung der Evolutionsstrategie
bleibt unberticksichtigt. Sie ist oft mit einem nicht unelbhichen Implementierungs-
aufwand verbunden und bringt rein rechnerisch nur danmefsgtgewinn, falls die
Zahl der parallel betriebenen Prozessoren grofer istialZahl der Versuchslaufe.
Betrachtungen zur Parallelisierung kdnnen auch nur damBewertung verschiede-
ner evolutionarer Algorithmen grundlegend veranderenmwdie Zahl der Prozessoren
grof3er ist als die minimale Populationsgrof3e, algp der bewerteten Algorithmen.

2Begriffe wie Performance, Schnelligkeit, Effizienz etczieden sich in dieser Arbeit im Zweifelsfall
immer auf die Zahl der Zielfunktionswertberechnungen.
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2.2 Invarianzeigenschaften

Invarianzeigenschaften einer Suchstrategie sind vonegi®d8deutung, da sie die Kal-

kulierbarkeit des Strategieverhaltens erhohen. Je nmeribnzeigenschaften ein Al-

gorithmus aufweist, desto besser kann sein Verhalten sgemagt werden. Insbeson-

dere berechtigen dann Simulationsergebnisse an einz&iedanktionen zu Rick-

schliissen auf das Strategieverhalten an einer ganzep&vop Zielfunktionen.
Betrachtet werden Invarianzeigenschaften der Zielfank® : x — Q(x) mit x(©) =

p in Hinsicht auf

e eineAnderung des Zielfunktionswerts durch eine streng monatachsende (al-
so invertierbare) Funktiof : R — IR, wie z. B. die Exponentialfunktion, also

Qneu : X+ f(Q(X)) ,
u = P,

Xneu

e eine Translation im Objektparameterraum, also

Qneu @ X—Q(x—Db) ,
XI(’%)U = p + b b
und

e eine invertierbare lineare Transformation im Objektpagtarraum, also

Qneu @ X+ Q(AX) ,
th)e)u = Ailp-

Gewiinscht ist generell, dass das Verhalten der Stratefjig(@(Ax — b)) mit x(©) =
A~1(p +b) unabhangig von der konkreten Wahl vénA und b ist. Dabei dient die
Punktfolge derAx — b im Definitionsbereich vorQ und nicht die Entwicklung der
Zielfunktionswerte im Wertebereich als Mal3stab.

WennA als orthogonal vorausgesetzt witdhesitzt die klassische ES mit globaler
Schrittweitenregelung diese Invarianzeigenschaftem&be&vie die KSA-ES und die
ES mit Kovarianzmatrixadaptation (CMA-ES, siehe Kapifeleht man von Spiege-
lungen ab, andert sich in diesem Fall auch das Hohenbildhals solches nicht; es

3Eine lineare Abbildung ist genau dann orthogonal, wenn ai Skalarprodukt, also Langen und
Winkel erhalt. Eine orthogonale lineare Abbildung kansighe Kombination aus Drehung und Spiege-
lung gedeutet werden und dient hier zur Festlegung der @gieng des Bezugssystems.

4Wird im Folgenden von Hohen— oder Isoqualitatslinienpyeshen, so gilt das wortgetreu nur
fur n= 2. Firn = 3 sind ,,Hohenlinien* (gekrummte) Flachen, far> 3 kann man von(n — 1)-
dimensionalen Untermannigfaltigkeiten sprechen. Eetdpendes gilt auch fur den Begriff Isodichte-
linien.
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andert nur seine Lage und Orientierung. Eine koordingstamunabhangige, verallge-
meinerte individuelle Schrittweitenregelung, die in KiapB am Beispiel der CMA-ES
ausfuhrlich diskutiert wird, zielt im Grunde darauf, Imamnz hinsichtlich eines allge-
meinen, nicht-orthogonaleh zu erzeugen, also nicht nur von der Orientierung sondern
insbesondere auch von der Skalierung des Koordinatemsysteabhangig zu werden.
(Das Verhalten an der fehlskalierten Funktion soll dabendan der richtig skalier-
ten angepasst werden.) Vollstandige Invarianz gegenidyeSkalierung erreicht die
CMA-ES nur, wenn man die Startverteilung abhangig ¥ogeeignet wahl®. Das ist
im allgemeinen Fall nattrlich nicht moglich.

Der Test derunterschiedlicheimvarianzeigenschaftenwird im Folgenden disku-
tiert:

1. Die streng monoton wachsen@iensformation des Zielfunktionswerts kann
beispielsweise durch Multiplikation mit einem konstankaiktor, durch Anwen-
dung der Exponentialfunktion oder mit jeder ungeradeni{pes) Potenz erfol-
gen. Zudem kann vor und/oder nach der Transformation eirebigee Konstante
addiert werden. Dabei konnen sich die Auswirkungen nusobar Fehler auf die
Zielfunktion andern.

2. Translationsinvarianz (Unabhangigkeit von Verschiebung des Koordinatenur-
sprungs) sollte fuir jede Suchstrategie iM $&lbstverstandlich sein. Zu beachten
ist, dass die absolute numerische Genauigkeit mit der Ewifigg zum Nullpunkt
skaliert. Sie ist insbesondere bei kleinen SchrittweizeB, bei Annaherung an
das Optimum, bedeutungsvoll. In der Praxis kann es schoreadgesn sinnvoll
sein, die Schrittweite nach unten zu begrenzen.

3. Die Orientierung des Koordinatensystemsfrei wahlen zu kdnnen ist vorteil-
haft, weil Testfunktionen aufgrund ihrer (haufig gewinten) einfachen Struk-
tur meist sehr eng mit dem gegebenen Koordinatensystenungeh sind. Die
Darstellung vonQ in einem neuen Koordinatensystem, das durch die Ortho-
normalbasisoy, ..., 0, beschrieben wird, erfolgt mit der orthogonalen Matrix
O :=[0y,...,0n] undd alsi-te Zeile vonO durctf

<017X>
Qneu XHQ(OTX) = Q( : )
<OHJX>
(01, p)
Xg%)u = Op= :
(oh, P)

5|m Algorithmus aus Abschnitt 3.7, S.57, m@®) = (ATA) ' gesetzt werden,
6Beachte, dass auch die Zeilenvektoren @eine Orthonormalbasis bilden u@f O = 00T = 1.
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Qneuist die Formulierung vor® in dem neuen Koordinatensystem. Egleich-
verteilt zuéllige Orthonormalbasis kann durch den folgenden Algorithmus er-
zeugt werden (Hansen et al. 1995a):

FORi=1TOn

(@) Erzeuge alle Komponenten vopunabhangid0, 1)-normalverteilt.

(b) Setze
i-1
O ‘=0 — jZl<Oi,Oj)Oj .
(c) (Wiederhole (a) und (b) bigoi|| # 0 undy setze
o= O
ol

ROF

Jedegy; ist einerseits auf der Einheitssphare gleichverteildesarseits sind die
0; so voneinander abhangig erzeugt, d@s;) = 0 wenni # j.

4. Skalierungverzerrt das Hohenlinienbild der Funktion. Eine vorgegeb(Fehl-)
Skalierung mit den positiven Koeffizientelp als Diagonaleintrage in der Diago-
nalmatrixD lasst sich beschreiben durch

dhixa
Qreu @ X~ Q(Dx)=Q( : )
OnnXn
o P1/d11
Xneu = D_lp = :
Pn/0nn

Dies ist eine Skalierung, die unmittelbar mit dem gegeb&fwardinatensystem
verknupft ist. Sie kann durch eine individuelle Schritii®aregelung riickgangig
gemacht werden und kann daher als Test einer solchen diBeikalierung
lasst sich auf drei Arten mit einer orthogonalen Transfation verbinden:

(a) Eine orthogonale Transformatibh= [uy,...,un) nachder Skalierung, d. h.

Qneu XHQ(UDX):Q(idiiini) :

"Die mathematische Wahrscheinlichkeit fi || # 0 ist null.
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(Uz,p)/d11
Xheu = D™UTp=D"WTp= ;
{Un, P)/dnn

andert (im Allgemeinen) das Hohenlinienbild der Funktidenn sie legt
fest, in welchen Richtungen die Funktion durch die Skahgrwerzerrt
wird. Die TransformatiordD kann wie die alleinige Skalierung durch eine
individuelle Schrittweitenregelung geeignet zuriicksf@rmiert werden.

(b) Das Koordinatensystem, in dem die Skalierung vorgenemmird, kann
gemal3 Punkt 3 durch eine orthogonale Transformatmrder Skalierung
frei gewahlt werden:

d11(01,X)
Qneu X~ Q(DO'X) = Q( : ),
nn(On, X)
xJ, = oD Ip .
Das Hohenlinienbild ist in diesem Fall (bis auf Spiegekemgunabhangig
von O. Eine individuelle Schrittweitenregelung kann die dui2hvorge-
nommene Skalierung nicht mehr riickgangig machen —tsrealt invari-
ant gegenuber der orthogonalen Transformationxddurch die Transfor-
mationDOT Iasst sich testen, ob eine (Fehl-)Skalierung auch umaiba
von ihrer Orientierung in Hinsicht auf das gegebene Ko@tinsystem
zurcktransformiert werden kann.

(c) Durch Kombination der beiden vorhergehenden Punkibtesgh als all-
gemeinster Fall

Qneu XHQ(UDOTX),
Xheu = OD™UTp ,

wobei O und U orthogonale Matrizen sind unb eine Diagonalmatrix
mit positiven Eintragen istO bestimmt die Orientierung und Spiegelung
der Funktiorx — Q(UDx) bezuglich des gegebenenen Koordinatensystems
undD enthalt die Faktoren fur die Verzerrung der Hohenlinten Q in den
durchU festgelegten orthogonalen Richtungen. Durch die sogéaa&in-
gularwertzerlegun@DOT lasst sich jede lineare Abbildung beschreiben
(Schwarz 1997; Press et al. 1992DOT ist genau dann invertierbar, wenn
di #Ofurallei=1,...,n.

In dieser Arbeit wird die Invarianz gegenuber einer limgaiiransformation des
Kugelmodells (S. 85) ausgiebig getestet (Abschnitt 3.$1¥). Die Wahl vonU in
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Punkt 4c spielt dabei keine Rolle, denn es gilt

Qkugel(UDOX) = (UDO"x)TUDO'x
= x'OD'"UTUDO™x
= x'OD'DO"x
= (DO"™x)"DO"x

QKugeI(DOTX) .

Fur die MatrixD werden verschiedene Varianten in den Qualitatsfunkticfigarre,
Tablette und Ellipse vorgegeben (Anhang B, S. 87f), wobeigdéf3te Eintrag immer
1000, der kleinste Eintrag immer eins betragt. DarUibealsgelten alle Simulations-
ergebnisse in dieser Arbeit unaigig von der speziellen Wahl vé@h Insbesondere
kann also jede Testfunktion gemaf Punkt 3 neu formulierder® ohne das Resultat
der Simulation zu beeinflussen.



40



41

Kapitel 3

Entstochastisierte Adaptation der
Kovarianzmatrix der
Mutationsverteilung

“Would you tell me, please, which way | ought to go from
here?” “That depends a good deal on where you want to
get to”, said the Cat.

Lewis Carroll

3.1 Einleitung

In einem Suchverfahren wie der Evolutionsstrategie komemh deschickten Setzen
der Nachkommen naturgemald eine herausragende Bedeutv@gschicktheildt da-
bei zunachst einmal unter Ausnutzung der starken Kaasaldés Suchraums: Nach-
kommen werdemusgehend vom aktuellen Eltigeneriert. Es liegt im Weiteren nahe,
Betrachtungen hinsichtlich der (optimalen) Verteilung dachkommen anzustellen.

Dabei werden hier — wie in jeder einfachen ES — zum einen/edeilungen mit
Erwartungswer0O betrachtet, zum anderen wird ausschlieRlich die augaey)-Se-
lektion resultierende Information genutzt. Die auf S. 1tpbarten Charakteristika der
ES bleiben also erhalten.

In der ES gebrauchliche Mutationsverteilungen lassdnaglineare Transforma-
tion eines(0, I )-normalverteilten Zufallsvektors darstellen. Linear@aisformationen
zu betrachten ist aus zwei Griinden naheliegend. Zum easshdich durch eine linea-
re Transformation jede Normalverteilung mit ErwartungeWerzeugen. Zum anderen
kann man kaum darauf hoffen, algorithmisch eine geeigraditgefneine) nicht-lineare
Transformation zu finden. Das Auffinden einer solchen Tiansétion wiirde praktisch
der Losung des Problems gleichkommen.

Verteilungen mit Erwartungswef@t zu betrachten ist naheliegend, weil man davon
ausgehen muss, dass der aktuelle Elter die zu diesem Zeitpeiste bekannte Nahe-
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rung an das Optimum darstellt. Zudem scheinen Verfahren(adich) den Erwartungs-
wert der Verteilung manipulieren (Ostermeier 1992; Ghazed Fogel 1996), keinen
besonderen Vorteil zu haben.

Das Interesse an der AdaptatioeliebigerNormalverteilungen erklart sich im We-
sentlichen aus der praktischen Notwendigkeit: Eine wimksaAdaptation an nicht-
separierbare Zielfunktionen ist mit den spezielleren patalelen Verteilungen, die
bei der Adaptation individueller Schrittweiten erzeugtrden, nicht moglich. Jedoch
zeichnet gerade fehlende Separierbarkeit ein echtlimensionales Optimierungspro-
blem aus:

Betrachtungen zur optimalen Verteilung der Nachkommed singewisser Hin-
sicht vergleichbar mit Betrachtungen zur Konstruktionigeeter Suchschritte in klas-
sischen deterministischen Optimierungsverfahren. Man kérfahren erster und zwei-
ter Ordnung unterscheiden:

e Beim klassischen Gradientenverfahren werden die Schmi@adientenrichtung
gesetzt. Die ES mit isotroper Mutationsverteilusejektiertin Erwartung Schrit-
te, die im Wesentlichen in Gradientenrichtung liegen.

e Bei Verfahren zweiter Ordnung wird zusatzlich die KrimmguoderAnderung
des Gradienten beriicksichtigt (konjugierte Richtungaieen, Quasi-Newton-
Verfahren). Betrachtet man die Taylorreihenentwickluag4ielfunktionQ(x) =
Q(x*) +gradQ(x*) - (x —x*) + (x —x*)T-HesL(x*) - (X — x*) + .. ., ist die Gradi-
entenanderung in der Hesseschen Matrix IQ¢%%) parametrisiert. Quasi-New-
ton-Verfahren approximieren die Inverse der HesseschdanxX\Mshrittweise in
einem lterationsprozess. Die in diesem Kapitel diskudi€&ft mit Adaptation
der Kovarianzmatrix (CMA-ES) modifiziert schrittweise #ievarianzmatrix der
Mutationsverteilung. Bei konvex-quadratischen Zielftimkalen ist die optimale
Kovarianzmatrix ebenfalls die inverse Hessesche Matrud@®oh 1992).

Von einem korrekt arbeitenden Verfahren zweiter Ordnunglwian eine zum
Teil erhebliche Verbesserung der lokalen Konvergenzaeigfgften erwarten.

Entgegen der naheliegenden Vermutung, dass VerfahrenezbeSserung der lo-
kalen Konvergenzeigenschaften die globalen Sucheigafisohverschlechtern —d. h.
das Auffinden unterschiedlicher, moglichst guter Optimamultimodalen Fall — gibt
es Hinweise darauf, dass die Verteilungsadaptation der E8Asogar einen positi-
ven Einfluss auf (hier nicht untersuchtgdbale Sucheigenschaften des Verfahrens hat
(EVOTECH-7 1997; Ostermeier 1998). Die durch die freiemt&ieparameter entste-
hende Variabilitat und die Realisation deutlich groR&ehrittweiten gegentber einer
ES mit isotroper Mutationsverteilung sind zwei plausibléi@le fur die Verbesserung
von globalen Sucheigenschaften. Naturgemalf lassen diaginen Zielfunktionen
durchgefuhrten Untersuchungen ohne Weiteres keinelgerakinerung zu.

1Andernfalls miissen nureindimensionale Probleme gelost werden — eine im Allgeemeungleich
leichtere Aufgabe.
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In diesem Kapitel werden zunachst Betrachtungen ibeAdigvalenz zwischen
einer linearen Transformation des Objektparameters usdvtigationsvektors ange-
stellt, biologische Analogien angesprochen und die wisiiéin Grundlagen zurdi-
mensionalen Normalverteilung zusammengefasst (Abschgit Im Weiteren werden
verschiedene Ansatze zur Adaptation einer allgemeinembliwerteilung diskutiert
(Abschnitt 3.3). Der in dieser Arbeit gewahlte Ansatz dew&rianzmatrix-Adaptation
wird in 3.4 anschaulich dargelegt, die Vereinfachung digseschauung prazisiert.
In den Abschnitten 3.5 und 3.6 wird die Auswirkung der Kuntiola und der Re-
kombination auf die Verteilungsadaptation studiert. Diesformulierung des Algo-
rithmus und die Niederschrift einiger theoretischer Ergefe schlieen sich in 3.7
und 3.8 an. Simulationen in 3.9 vermitteln anhand von emeelTestlaufen das ty-
pische Bild der zeitlichen Veranderung verschiedenerifater und dokumentieren
die Leistungsfahigkeit des Algorithmus im Vergleich zu8AK-ES an neun verschiede-
nen Testfunktionen. In Abschnitt 3.10 werden abschlie(faotleme und Grenzen des
Verfahrens diskutiert.

3.2 Grundlegende Bemerkungen

3.2.1 Transformation der Mutationsverteilung, Transformation der
Objektparameter und biologische Analogien

Eine lineare Transformation der Mutationsverteilung stetenger Relation zu einer
linearen Transformation der Objektparameter im Sinnerdineblemkodierung oder
—parametrisierung oder einer Genotyp-Phanotyp-Tramsfton. Zur Verdeutlichung
betrachte man zwei lineare Genotyp-Phanotyp-Transfiiomen Ta und Tg, sodasxa
undxg den gleichen Phanotypkodieren:

y =TaXa , y = TgXg

Die Umkodierung betriffsowohldie TransformatiofM, als auchden genotypischex-
Vektor. Die Wirkung unterschiedlicher Kodierung zeigttslmei einerAnderung (Mu-
tation) des Genotyps — Gebrauch des ,,neuen‘ K&les Austausch mit Kode\ ist
aquivalent zu einer linearen Transformation des Mutatiektors (Zufallsvektoz) un-
ter Beibehalt von Kodé:

Tg linear Ta bijektiv

Yneu=Te(Xg+2) "= Texg+Tsz "= Taxa+ T/_\TAflTBZ
"I Ty (XA + TAflTBZ)
Die Transformation des Mutationsvektors ist also einezeiné Moglichkeit die lineare
Umkodierung zu realisieremhne den genotypische@aVektor zu veiindern Andert

man zwar die Genotyp-Phanotyp-Abbildung, nicht jedoakializeitig denx-Vektor,
bedeutet das einen zusatzlichen Mutationsschritt:

TeXa = Te (X + XA —XB) = Taxa + Tg (Xa — XB)
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Im Rahmen eines Adaptationsprozesses ist eine Umkodi@naigser Form mit erheb-
lichen Nachteilen behaftet; sie eliminiert die Translasimvarianz, durch die sich ein
Verfahren mit fester Transformation auszeichnet, undréeia, soll die starke Kausa-
litat nicht verletzt werden, die Kontrolle der Lange derch die Transformationsande-
rung resultierenden Schritte. Um dies zu vermeiden, kana TB‘lTAxA aus der vor-
handenen Information berechnet werden. Die a-priori-Véaér geeigneten (festen)
Transformation, vgl. z.B. Herdy (1990), ist allerdings genz wesentlicher und viel
zu haufig vernachlassigter Aspekt.

Die in dieser Arbeit angestellten Betrachtungen zur Ti@amsétion der Mutations-
verteilung sind — wie auch die/3-Erfolgsregel — nicht in erster Linie biologisch mo-
tiviert. Dennoch sei eine kurze Betrachtung in Hinblick deh biologischen Kontext
gestattet. Fur eine (feste) Transformation des Zufdi®rs lassen sich die folgenden
biologischen Analogien finden:

e Die Mutabilitat eines DNA-Abschnitts kann aufgrund usighiedlichster Me-
chanismef, auch unabhangig von seiner Funktionalitat, unterstticie hoch
sein. Unterschiedliche Mutabilitat steht in Analogie Zuansformation des Zu-
fallsvektorsz durch die Diagonalmatri in der (p/ 4, A)-CMA-ES (S. 57ff).

e Phanotypisch korrelierte Merkmalsanderungen werdsgeltst durch die soge-
nannte Pleiotropie der hochgradig nicht-linearen nichkeimbaren Genotyp-
Phanotyp-Transformation. Korrelierte Merkmalsandgen stehen in direkter
Analogie zur Transformation vo®z durch die orthogonale MatriB in der
(Wi, A)-CMA-ES.

In Bezug auf dieAnderungder Variabilitat von Merkmalen lassen sich in der Bio-
logie die beiden folgenden Phanomene beobachten:

¢ Eine (grol3e) Mutation eines an sich wenig mutablen Gens kawohl die Mu-
tabilitat des Gens, als auch, unabhangig oder in Folgerdalie Variabilitat des
entsprechenden Merkmals in der nachfolgenden Generatigien (sofern die
Mutante Uberlebt).

e Bei einem mit einem signifikanten Selektionsvorteil beét&ih Merkmal wird
durch die Selektion die (phanotypische) Variabilitas déerkmals geringer aus-
fallen, als das a priori (d.h. fur ein selektionsneutrdiésrkmal) zu erwarten
ware. Langfristig wird der Selektionsprozess in eine \yenutable Kodierung
des Merkmals miinden — diese macht die Vererbung des Mé&skmadrschein-
licher und ist somit ein Selektionsvorteil.

Diese beiden Phanomene spiegeln genau das grundlegeradigRea wider, auf dem
die in dieser Arbeit beschriebenen Adaptations-Algorghrberuhen:

2Zum Beispiel a priori unterschiedliche Mutabilitat vemg@dener Sequenzen, unterschiedliche Wirk-
samkeit des Reparaturmechanismus, Modulation durch hbaete, nicht kodierende Sequenzen, sprin-
gende Gene etc. ..
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e Ergibt der Selektionsprozess (insgesamt oder in einembesén Raumachse)
bevorzugt groRAnderungen in der Generationssequenz, wird die entspneehe
Variabilitat erhoht.

e Ergeben sich (insgesamt oder in einer bestimmten RaumpachiskleineAnde-
rungen in der Generationssequenz, wird die entsprechearigbilitat verringert.

Die vorgestellten Adaptations-Algorithmen kdonnen alsoSinne der Bionik als eine
konsequente und, wie sich herausstellt, technisch efteigmsetzung von biologi-
schen Phanomenen betrachtet werden.

3.2.2 Zur n-dimensionalen Normalverteilung

Im Folgenden werden einige Bemerkungen mglimensionalen Normalverteilung zu-
sammengestellt (vgl. z.B. Muller 1991). Dabei wird nur wvooht-singularen Normal-
verteilungen mit Erwartungswe@ die Rede sein. Eine Normalverteilung heif3t nicht-
singular, wenn sie in jede Raumrichtung eine echt positarganz aufweist.

Jede nicht-singulare-dimensionale Normalverteilung mit Erwartungswerist
durch ihre symmetrische, positiv definite n-Kovarianzmatrix eineindeutig bestimmit.
Die Kovarianzmatrix hah(n+ 1)/2 = (n? 4+ n)/2 freie Parameter. Die Diagonalele-
mente in der Matrix entsprechen deiVarianzen der Verteilung in Richtung der Ko-
ordinatenachsen, die Nicht-Diagonalelemente den pasewekovarianzen, die mit
Korrelationen zwischen Koordinatenachsen korrespoedieEine schone geometri-
sche Anschauung liefert die Dichtefunktion der Verteilusgdichtelinien eine(0, C)-
Normalverteilung sind (Hyper-)Ellipsen. Auch hier kanmigeNormalverteilung mit
einer zugehorigen Hyperellipse eineindeutig verkningtden, z. B. mit ihrer ,,eio-
Isodichteellipse®. Folglich kann jeder Kovarianzmatggnau ein Hyperellipsoid zuge-
ordnet werden und vice versa. Hyperellipsen lassen siahittets Orientierung und
Lange ihrer Hauptachsen eindeutig beschreiben.

Zu jeder Kovarianzmatrig existiert eine Zerlegung in eimex n- DiagonalmatrbD
und eine orthogona?enx n-Matrix B, sodas€ = BD?B~1=BDD'B" =BD(BD)" =
i diibi (diib ) =i d?b b,T, wobeib; diei-te Spalte vorB undd; deni-ten Diagonal-
eintrag inD beschreibt. Gilt; > O fur allei, ist die Zerlegung eindeutig bis auf die Vor-
zeichen deb;j und Vertauschungen von Spalten, die in beiden Matrizequiivalenter
Weise vorgenommen werden missen. Die Spditdreschreiben die Hauptachsen des
Verteilungsellipsoids und sind die normierten EigenvedmovonC. Die Eintraged; in
der Diagonalmatrix beschreiben die Achslangen des Vengsellipsoids. Diel? sind
die Eigenwerte vori€. Sind Hauptachsely und Achslangeml; einer Hyperellipse ge-
geben, erhalt man die Kovarianzmatrix aus der GleiclDrg y; di%bibiT. Umgekehrt

3Die Spaltenvektoren einer orthogonalen Matrix bilden définsgemaR eine Orthonormalbasis. Das
heil3t das Skalarprodukt zwischen zwei Spaitend j ist eins, falls = j, null sonst. Eine Matri3B ist or-
thogonal genau dann, we1! = BT und genau dann, wenn dieilervektoren eine Orthonormalbasis
bilden.
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Abbildung 3.1: Isodichtelinien von jeweils zwei Normalverteilungen a} ginem freien Pa-
rameter (Kreise, links), b) mit freien Parametern (achsparallele Ellipsen, mitte) und it) m
(n?4-n)/2 freien Parametern (beliebig orientierte Ellipsen, rechts

erhalt man bei gegebener Kovarianzmatrix die Matrideamd D und damit die Haupt-
achsen und Achslangen der Hyperellipse durch Bestimmendg=gyenvektoren und
Eigenwerte vorC.

Zur Erzeugung von Realisationen véd C)-normalverteilten Zufallsvektoren auf
dem Computer wird eif0, | )-normalverteilter Vektor, der komponentenweise aus von-
einander unabhangige®, 1)-normalverteilten Zufallszahlen besteht, linear transfo
miert. Es gilt namlichAz ~ AL(0,AAT), wennz ~ A((0,1). So ist es moglich, jede
Normalverteilung mit Kovarianzmatri€ zu erzeugen, inde := BD gesetzt wird.

Drei ausgezeichnete &le der Normalverteilung kbnnen unterschieden werden
(vgl. Abb. 3.1):

1. Die KovarianzmatrixC ist ein Vielfaches der Einheitsmatrix, d.6.= 1,5 €
IR-0. Die Verteilung ist dann isotrop: Isodichtelinien der \@ling sind Kreise
(n= 2), Kugel(oberflache)m(= 3) bzw. Hyperkugel(oberflache)n & 3). d ist
der einzige freie Verteilungsparameter und kann als géoBahrittweite bezeich-
net werden (Abb. 3.1, links).

2. Die KovarianzmatrixC ist eine Diagonalmatrix. Isodichtelinien der Verteilung
sind achsparallele Ellipsen resp. Hyperellipsen (Abh.Ritte). Die freien Ver-
teilungsparameter korrespondieren zu déchslangen des Hyperellipsoids, die
als individuelle Schrittweiten interpretiert werden k@&m. Die Mutationsschritte
sind hinsichtlich der Koordinatenachsen unkorreliert.

3. Die KovarianzmatrixC ist eine beliebige symmetrische, positiv definite Matrix.
Isodichtelinien sind beliebig orientierte (Hyper-)Elgn (Abb. 3.1, rechts). Die
Matrix hat (n® +n)/2 freie Parameter. Die Mutationsschritte sind im Allgemei-
nen nicht mehr unkorreliert. In diesem Fall betrachtet maufig zunachst eine
achsparallele Ellipse (/eine Diagonalmatrix), die mfthiéiner orthogonalen li-
nearen Transformation nicht-achsparallel orientiertivfim eine symmetrische,
positiv definite Matrix Uberfuhrt wird).
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Wahrend in Kapitel 1 mit der kumulativen Schrittweitergkgg ein entstochastisiertes
Verfahren zur Adaptation einer globalen Schrittweite (Eahbgehandelt wurde, kann
eine ausfuhrliche Diskussion der entstochastisierteapfation individueller Schritt-
weiten (Fall 2) der Arbeit von Ostermeier (1997) entnommenden. Dem interessan-
testen allgemeinen Fall ist dieses Kapitel gewidmet.

3.3 Ansitze zur Adaptation allgemeiner Normalvertei-
lungen

Auf der Basis eines evolutionaren Algorithmus existiedesi Ansatze zur Adaptation
allgemeiner Normalverteilungen.

e Adaptation der freien Parameter durch Schachtelung (Rtpnskonzept).
e Adaptation der freien Parameter mittels direkter Mutatiod Selektion.
e Auswertung einer durch den evolutionaren Algorithmugegten Punktwolke.

Das Populationskonzept soll hier nicht weiter verfolgt aesr; es ist jedoch bei geeig-
neter Festlegung der Parameter und deren Mutation und iiéggad grol3er Isolations-
zeit mit Sicherheit in der Lage das Problem zu l6sen, wemmyatinge Anforderungen

an die (serielle) Effizienz gestellt werden. Die beiden asnldé&onzepte werden in den
beiden nachsten Abschnitten diskutiert.

3.3.1 \Varianzen und Drehwinkel als mutable Strategiepararater

Die Einfuhrung von allgemeinen zentrierten Normalvéutggen in der ES wurde erst-
mals von Schwefel (1981) vorgeschladgehie Parametrisierung der Kovarianzmatrix
erfolgt dort durc Varianzen undn? — n) /2 Drehwinkel. Die Parameter unterliegen
einem Mutations-Selektions-Schema, wobei regelmafity &ekombination zur An-

wendung kommt. Das Generieren der Verteilung erfolgt diwaforientierung eines

achsparallelen Mutationsellipsoids mit sukzessive aafalerfolgenden Drehungen in
allen kanonischen Ebenémurch diese Vorgehensweise lasst sich prinzipiell jeate ze
trierte Normalverteilung erzeugen (Rudolph 1992). DagaVeen hat zwei wesentliche
Nachteile. Es ist nicht unabhangig vom gegebenen Koadelsgstem und insbeson-

4Schwefel spricht in diesem Zusammenhang von ,, korrefidvtatationen®.

SEine kanonische Ebene wird durch zwei Koordinatenachsagétegt, sodass insgesamt — n) /2
Drehungen erfolgen. Fir Dimensionen grof3er drei ist disohauung falsch, dass eine Drehumy
eine Achserfolgt. Die Drehung erfolgin der Drehebenggewissermalen gleichzeitig ysdeauf der
Drehebene senkrecht stehende Achse.
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dere abhangig von der Reihenfolge der durchgefiihrtemubigerf sodass das Ver-
halten des Verfahrens in hohem Mal3 Wwaertauschungen der Koordinatenachsen (!)
beeinflusst wird (Hansen et al. 1995%in weiterer Nachteil ist, dass die Populations-
grof3e proportional zum Quadrat der Problemdimension sexthnuss, woflr sonst
grundsatzlich keine Notwendigkeit besteht. Als Vorteihk das periodische Verhalten
der Winkel betrachtet werden. Ein Random Walk auf dieseat&jreparametern hat
dadurch im Allgemeinen kein komplettes Versagen der Sfiataur Folge.

Letztendlich erfillt sich die Erwartung nicht, mit dies&farfahren beliebige kon-
vex-quadratische Topologien adaptieren zu konnen; dnt achsparallelen, d. h. nicht
separierbaren Zielfunktionen liegen die Konvergenzraieht wesentlich tlber denen
isotroper Strategien (Holzheuer 1996). Korrelierte Motagn werden zwar produziert,
aber nicht wirkungsvoll an die Topologie der Zielfunktiotegtiert.Ein ganz wesent-
licher Grund dafur ist die Tatsache, dass die Winkelamugen sich bei hohen Pro-
blemkonditionen (siehe S. 87) hinsichtlich des erzieltertdehritts nicht stark kausal
verhalten.

3.3.2 Auswertung einer Punktmenge

Zur Schatzung eines geeigneten MutationsellipsoidsdstAthsatz einer Hauptkom-
ponentenanalyse einer Punktwolke naheliegend, da sierat®mn tber Sensitivitaten
und (paarweise) Abhangigkeiten zwischen den Komponebsw Koordinaten lie-
fert. FUr den Breeder Genetic Algorithm (Muhlenbein uradhi&rkamp-Voosen 1993)
formulieren Voigt und Muhlenbein (1995) ein Verfahrenj dem die Punkte durch
Selektion aus ca.r8 Nachkommereiner Generatiorerzeugt werden. Die Hauptkom-
ponentenanalyse der Punkteformation liefert das (neueydfimatensystem, in dem
die genetischen Operatoren formuliert wer8efine gute Adaptation kann nur iterativ
Uber eine Reihe von Generationen erfolgen, da die Formdto entstehenden Punkt-
wolke auch durch die Ausgangsverteilung beeinflusst wiidsidhtlich der Zahl der
Zielfunktionsauswertungen ist die Performance daher fulgiogend: Firn = 32 ist
das Verfahren an der Rosenbrock-Funktion (Abbruch beP10m den Faktor zwei
langsamer als die KSA-ES(!) und um den Faktor funfzig langsr als die CMA-ES.

In der ES wurde die Auswertung einer Punktmenge zur Adaptadllgemeiner
Normalverteilungen in Hansen et al. (1995b), Hansen etl8P%a) und Hansen und
Ostermeier (1996) vorgeschlagen, letztlich in die untestheebene Kovarianzmatrix-
Adaptation mundend.

5In der Literatur wird der Reihenfolge der Drehungen keigieBeachtung geschenkt. Implementiert
man nicht jede, oder zumindest nicht jede naheliegendeeRfilye, wird die Reproduzierbarkeit von
Simulationsergebnissen an nicht isotropen Zielfunktiongr Glicksache!

“Im Hinblick auf Optimierung im IR halte ich das filr einen besonders gravierenden Nachtail. F
einen Genetischen Algorithmus trifft dieser Sachverhakpsch immer zu, da dieser gewdhnlich mittels
Crossing over rekombiniert.

8Im Breeder Genetic Algorithm werden keine normalvertaikéutationen verwendet.



3.3 Ansatze zur Adaptation allgemeiner Normalverteiemg 49

Im Folgenden soll auf die verbliffend diffizilen Anfordexgen eingegangen wer-
den, die ein effizienter, auf der Hauptkomponentenanalgseetender Adaptationsme-
chanismus erfullen muss.

¢ Fir eine adaquate Schatzung muss die Zahl der Punkidhiend grol3 sein. In
den in Abschnitt 3.9 durchgefuihrten Simulationen skatiex Zahl der Punkte —
bzw. der Mittelungszeitraum — etwa ma.

e Die Anderung der Verteilungsparameter kann aufgrund der gré®zahl von
Punkten nur langsam erfolgéa- zu langsam fiir eine effiziente Regelung einer
globalen Schrittweite (vgl. Abschnitt 3.5 Kumulationszeitraum und Dampfyng
S. 21ff). Die globale Schrittweite sollte daher durch eimgg@trennten Prozess
schneller geregelt werden. Ohne zusatzliche globaleitBgbitenregelung er-
gibt sich zudem ein anderes, gravierendes Problem: Jeskldi@ (Start-)Schritt-
weite ist, desto schmaler wird die Verteilung wahrend depa@ssungphase zur
richtigen Schrittlange. Dieser Effekt kann zu einem kostiigin Versagen des Al-
gorithmus fuhren und wird durch eine zusatzliche glol&darittweitenregelung
erheblich abgeschwacht.

e Um die (serielle) Effizienz des Verfahrens zu gewahrleistgissen Punkte aus
mehreren Generationsschritten berticksichtigt werdadukzh fuhrt eine globa-
le Schrittweitenregelung oder ein aquivalenter Mechrani®® zu relevant unter-
schiedlichen Schrittlangen resp. Punktabstanden. Blasi duftretende Problem
fur die Verteilungsadaptation wird an zwei Beispieleraatért:

— Die Optimierung an der Kugel mit adaquater Schrittweitgrassung kann
beispielhaft firn = 2 in Abb. 3.2 betrachtet werden. Aus der Abbildung
wird deutlich, dass aufgrund der schnellen Schrittwekeamderung nie-
mals eine stabil isotrope, d. h. kreisformige Verteilueg Bunkte entstehen
kann. Weder VergroRerung, noch Verkleinerung der Puakiezerandert
diese grundsatzliche Schwierigkeit. Jede VergrolR3edand®unktzahl sollte
jedoch die Schatzung verbessern und asymptotisch zurargelvien iso-
tropen Resultat fuhreh'

Das Problem verscharft sich mit wachsender Dimension:Z@graum fir
eine gegebene Schrittweitenverkleinerung wachst esthpnd der Konver-
genzordnung mih—aus (1.9), S. 22, ergibt sich fur die Zielannaherung
nachg = n Generationern(1— ucfw)\/Zn)g ~ exp(—pcﬁw)\/Z) ~1/3—,
wahrend die Zahl der Punkte zur Bestimmung der Mutétiameiveng mit

9Fir eine ,,groBeﬂnderung missen alle Punkte neu bestimmt werden.

10Beim Breeder Genetic Algorithm werden a priori sehr unteiesiich groRe Schritte generiert.

1pas gilt zumindest fir das Kugelmodell, dessen Topologigewisser Weise standortunabhangig
ist.
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Abbildung 3.2: Jeweils zehn Generationsschritte eifter5)-ES an der Zielfunktion Kugel
(n = 2) mit jeweils unterschiedlicher Initialisierung des (P8eyZufallszahlengenerators. Die
entstehende Punkteformation spiegelt die Topologie delfufiktion im Allgemeinennicht

wider.

B %X

Abbildung 3.3: Hypothetische Punkteformation in einer sich lokal veegmden Topologie.

Nach einer erfolgreichen lokalen Adaptation (links) egt@in ziigiges Durchschreiten des mitt-
leren Gebietes mit gro3er Schrittweite, die sich rechtgraud der lokal veranderten Topolo-
gie der Zielfunktion wieder verkleinert. Solange eine valge Anzahl von Punkten der linken
Wolke in die Betrachtung einflie3t, ergibt die Analyse desagaten Punktwolke eine nahezu

linienférmige Verteilung.

n? wachsen muss. Die Unterschiede der Punktabstande imcBairays-

zeitraum werden somit immer grof3er.

— Man betrachte die hypothetische PunktwolkeAiob. 3.3 (hach Ostermei-
er 1997, personliches Gesprach). Die Entstehung eineneso Konstella-
tion resultiert aus einer erfolgreichen Adaptation an éokale Topologie
(links), die dann ein rasches Durchqueren des mittlereneBem weni-
gen Schritten ermoglicht hat — ein entsprechendes Merhalit einem An-
wachsen der Schrittweite um mehrere GroRenordnungen rkamin Si-
mulationen der CMA-ES beobachten. Passt die adaptierteierg nicht
mehr zur Topologie, wird die Schrittweite wieder klein (nex). Die Analy-
se der Punktwolke ergibt nun so lange eine praktisch liGienige Vertei-
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lung, wie noch eine relevante Menge an Punkten der linkelfoTieation
in die Hauptkomponentenanalyse eingeht.

Beide Probleme lassen sich durch eine Normierung der Postiétade (vermit-
tels der jeweils aktuellen Schrittweite) umgehen. Einels®INormierung ist
umstandlich und wenig naheliegend, wenn man die Indiviguekte im Ob-

jektparameterraum betrachtet. Konstruiert man dagegenber der CMA, die

Punktwolke aus den selektierten Mutatisdsritten erscheint die Normierung
als eine naturliche, ja fast zwangslaufige Folgerung desafxes.

Alle drei Anmerkungen sind essentiell fur die Konstruktiginer geeigneten Punktwol-
ke und eines zuverlassig und effizient funktionierendeapdtionsmechanismus.

3.4 Kovarianzmatrix-Adaptation (CMA)

Die Kovarianzmatrix-Adaptation (CMA) approximiert einerdokalen Topologie der
Zielfunktion angepasste Mutationsverteilung durch Auswey der realisierten (selek-
tierten) Mutationsschritte. Die Funktionsweise der CMA bier in anschaulicher Wei-
se dargelegt werden.

Dazu betrachten wir eine spezielle Methode, Realisati@tigemeinern-dimen-
sional normalverteilter Zufallsvektoren zu erzeugen:ri®ygaz,...,zm € R", m>n,
den IR auf und sindZ, ..., Zm unabhangig 0, 1)-normalverteilte Zufallszahlen, dann
ist

21721+ ...+ ZmZm (31)

ein normalverteilter Zufallsvektor. Die Konstruktion déarteilung erfolgt durch einfa-
che Addition der Linienverteilungefyz;. Durch geeignete Wahl der Vektoreq.. .,z
lasst sich so jedé0, C)-Normalverteilung erzeugeht.

FiUr die Konstruktion der Mutationsverteilung werden nue ith der Generatio-
nenfolge selektierten, exponentiell abklingend gewitnteéMutationsschritte in (3.1)
eingesetzt.

Eine entsprechend konstruierte Verteilung isfiob. 3.4 zu sehen. Fiur die Start-
verteilung werden die Einheitsvektorepnunde, verwendet i = 2). In jeder weiteren

Generatiorg wird der jeweils selektierte Vekt(zg%)I in das Vektortupel aufgenommen

und alle anderen Vektoren mit einem Faktpt. 1 multipliziert. In der Abbildung ist
die Situation nach vier Generationen zu sehen.

12Fur die Kovarianzmatrix der so konstruierten Verteiluriy @ = z12] + ... + znzl; wegen der
Unabhangigkeit deg; konnen die Kovarianzmatrize:{aziT der Linienverteilungerz;z; einfach addiert
werden. Istzy, . .., zy ein orthogonaler-Tupel, korrespondieren Richtung und Lange der Vektaremt
den Hauptachsen des Mutationsellipsoids. Jedss dann Eigenvektor vo@ und||z]||? der zugehorige
Eigenwert. Daraus folgt, dass schon fii= n jede Normalverteilung erzeugt werden kann. Bisind
allerdings niemals eindeutig bestimmt.
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Abbildung 3.4: Konstruktion der Mutationsverteilung in Generation viere2). Die initia-

le Konfiguration besteht aus den zwei orthogonalen Einveiterene, unde,, die am Anfang
eine isotrope, kreisformige Verteilung produzieren.dikommen sukzessi\zég,, cee zéi)l. Die
Gewichtungsfaktoreq', i =1,...,4, q < 1, der Vektoren klingen exponentiell ab. Zufallsvek-
toren aus der Verteilung konnen durch den Ausdizigite; + Zo0tes + ZaqPzLy + ZaoPz2) +
Z5q12(5:2| + ZGZQ‘QI mit Z; ~ N(0,1) erzeugt werden. Das Ellipsoid kann durch Hauptkompo-
nentenanalyse der durch die Vektoren gegebenen Punktwelkennen werden, wobei als
,» Mittelwert* der Ursprung der Vektoren festgesetzt widie Kovarianzmatrix der Verteilung

) /T
berechnet sich 26 = qBere] + cPere] + 31, 242, (Z(sgl) :

Die so konstruierte Mutationsverteilung erzeugt bevor&ahritte, die den in der
jungeren Vergangenheit selektierten Vektoren ahnlickl.sSo lauft die Adaptation
letztendlich darauf hinaus, dass sich die MutationsMerigi d. h. die Verteilung aller
Nachkommen, der Verteilung der selektierten Nachkommeteart. Sind diese Ver-
teilungen gleich, wie es bei zufalliger Selektion der kstll wird die Kovarianzmatrix
in Erwartung nicht mehr verandert (vgl. Satz 3.3, S. 60).

Diese anschauliche und formal prazise Beschreibung Wwaictwei Punkten von
dem auf Seite 57 ff beschriebenen Algorithmus der CMA-ES ab:

e Anstatt der Vektorerzgg’e)I werden durch Kumulation gewonnene Evolutionspfade

S99, multipliziert mit dem Faktok/Ccoy = 1/1 — 02, zur Konstruktion der Vertei-
lung verwendet. Die Kumulation erfolgt exakt nach dem Muder KSA-ES in
(1.5), S.10, und steigert die Effizienz des Verfahrens uanzgrheblich. Eine
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anschauliche Motivation der Kumulation fur die Verteigadaptation wird in
Abschnitt 3.5, S. 53ff, gegeben.

e Zusatzlich zur Verteilungsadaptation erfolgt die kunivka Regelung einer glo-
balen Schrittweite. Fir diese Schrittweitenregelungdsarspeziell transformier-
te Mutationsschritte kumuliert (siehe (3.5), S. 59).

Da die Speicherung einer ngtanwachsenden Zahl von Vektoren nicht praktikabel
ist, erfolgt die Realisation der gegebenen Normalvemegluber deren Kovarianzma-
trix: In jeder Generatioig wird

1. die Kovarianzmatrix der neuen Verteilung aus der altevalianzmatrix und dem
aktuellens'® (ohne Kumulation demgge)l) ermittelt,

2. Hauptachsen und Achslangen des Mutationsellipsoidsdau Kovarianzmatrix
bestimmt und

3. die Verteilung durch Addition der dadurch definiertehinienverteilungen er-
zeugt.

Dadurch bleibt der Speicherplatzbedarf des Algorithmdsc(n?) beschrank.

3.5 Warum kumulieren?

Als Kumulation wurde die gewichtete Summation von Genereschritten, d. h. von
Differenzen zweier jeweils aufeinanderfolgender Popoesschwerpunkte bezeich-
net!® Der Vorgang ist vergleichbar, wenn auch nicht identisch, dar Messung des
Weges einer Population bei konstanten Verteilungspaseméz. B. in einer Multipo-
pulationsstrategie). Der auf diese Art gefundene kumteligektor wird nun anstelle
einzelner selektierter Vektoren zur Konstruktion der Miotasverteilung verwendet.
Die Auswirkung einer solchen Vorgehensweise auf die korestie Verteilung soll an-
hand eines Beispiels aufgezeigt werden. Dazu betrachtedmalneiden Evolutions-
pfade inAbb. 3.5. Obwonhl sich die Evolutionspfade (und Summenvektoren)dnde
und Richtung drastisch unterscheiden, fuhrt die Konsioakeiner Verteilung aus den
Einzelschritten gemal (3.1) in beiden Fallen exakt zugichen Resultat (gestrichelt).
Die Ungleichheit der Evolutionspfade resultiert aussfbiich aus den umgekehrten
Vorzeichen der Vektoren zwei und vier. Das Vorzeichen divereVektoren spielt je-
doch fur die Konstruktion der Verteilung keine Rolle: Davlultiplikation mit einer
symmetrisch um 0 verteilten Zufallszahl geht die Vorzerehformation verloren.

13Genau genommen werden SchwerpurigeElternvektoresubtrahiert.
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Abbildung 3.5: Zwei unterschiedliche Evolutionspfade, deren Einzelgehdie gleiche Ver-
teilung generieren (gestrichelt).

Im linken Teil der Abbildung scheint die Verteilung wedendaicht eingezeichne-
ten) Summenvektor, noch die zugrundeliegende TopologleraBssen zu reprasentie-
renl4 Dort soll nun die mit Kumulation entstehende Verteilungaehtet werden. Die
Kumulation erfolgt gemalf (3.3), S. 58, in gleicher Weise mi(1.2) oder (1.5), durch
die Gleichungs'9tY = (1—¢) 9 + ¢ zse. Betrachtet man nun, wie in Abb. 3.5, eine
alternierende Selektion zweier Vektorenndw, berechnet sich der kumulierte Vektor
sabwechselnd zu

s, = c+ (1—c)euw+ (1—c)%cuyv+ (1—c)3cqw+. ..

und
Swi=CW+ (1—c)ev+ (1—c)2cuw+ (1—c)3cuv+ ...

Flrg — oo resultiert

s\,—>i(v+(1—c)w) und s,\,—>i(w+(l—c)v) .
Cu Cu

Dieser Wert wird schon nach/8 Generationen bis auf 3% Genauigkeit (komponen-
tenweise) erreichtAbbildung 3.6 visualisiert die fliirg — o berechneten Vektores
unds, und die aus diesen beiden Vektoren konstruierte Verteifunginterschiedli-
che Einstellungen des Parameteran dem Beispiel aus Abb. 3.5 links. Mit wach-
sender Mittelungsdauer, d.h. kleiner werdendemverden sich die Vektores, und
sy immer ahnlicher. Die resultierende Verteilung wird inizontaler Richtung zuneh-
mend schmaler. Die Kumulation nutzt die den beiden Vekterendw gemeinsame
(Vorzeichen-)Information und passt so die Verteilung imimesser an die Richtung des
Summenschrittes an.

1Die selektierten Vektoren in dem Beispiel sind hochgradéglisiert und sollen nur dem Verstandnis
der Kumulation dienen. In der angedeuteten Parabelgaddgie ist in der Realitat nicht zu erwarten,
dass Komponenten in Gratrichtung auf Dauer kirzere Seheglisieren als Komponenten quer zum
Grat.
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c=1 ¢c=0.58

c=0.32 c=0.18 c=0.1

Abbildung 3.6: Aus dem hypothetischen Evolutionspfad der Abb. 3.5 linkeegte Ver-
teilungen fir unterschiedliche Kumulationszeitraurme g — c. Fiirc = 1 ergibt sich die in
Abb. 3.5 gestrichelt eingezeichnete Verteilung.

Die Verteilung fur den Evolutionspfad in Abb. 3.5 rechtgavdurch Kumulation
ebenfalls schmaler, behalt inre Orientierung jedoch tené Abbildung).

Als wesentlicher Aspekt sei noch einmal herausgesteBs dee Kumulatiorzusitz-
liche Information nutzt, die in der Beziehung (oder Korrelatiam)ischen den Einzel-
schritten verborgen ist.

3.6 Rekombination in der CMA-ES

Rekombination in der ES kann zunachst in diskrete undnmteliare Rekombination
unterteilt werden. Letztere ist eine einfache Mittelwedilng der Objektparameter,
wahrend bei Ersterer jeder einzelne Objektparametectyterteilt zufallig von ei-

nem der zu rekombinierenden Objektparametervektoreresggdt wird. Die Thales-
Rekombination (Rechenberg 1994) kontinuisiert die digkRekombination auf dem
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Abbildung 3.7: Elternpunkte @), durch diskrete Rekombination mégliche Punktg (ind
der Thales-Kreis. Rechtes und linkes Bild unterscheidefm durch eine Koordinatendrehung.
Ein hypothetisches Mutationsellipsoid der letzten Geti@nast gestrichelt dargestellt. Bei dia-
gonaler Ausrichtung (rechts) sind die diskreten Rekomttgra weit aulBerhalb des schmalen
Ellipsoids und zerstéren so die durch die Mutationsvientgl vorgegebene Anordnung.

Thales-Kreis. Die Rekombinanten liegen gleichverteifaflig auf dem Thales-Kreis,
sodass eine Koordinatendrehung das Ergebnis der Rekambimacht mehr beein-
flusst (vgl. Abb. 3.7). Im Hochdimensionalen gleichen sioh Hffekte von Thales—
und diskreter Rekombination unter bestimmten Voraussgeai an.

Eine Verallgemeinerung der intermediaren Rekombinaterschen zwei Indivi-
duen ist die Linienrekombination (Muhlenbein und Schgnp-Voosen 1993), auf die
hier nicht naher eingegangen werden soll. Genetischerithgeen verwenden gewohn-
lich Crossover-Operatoren (Goldberg 1989), die der diskr&ekombination ahnein.

Aus einer einfachemberlegung heraus soll zunachst deutlich werden, dass die
diskrete Rekombination eine bevorzugte Nachkommeneurgum nicht-kanonische
Achsrichtungen erheblich beeintrachtigbbildung 3.7 zeigt die vier moglichen Re-
kombinanten aus zwei Elternpunkten infI®ie Eltern resultieren aus einer schmalen
Mutationsverteilung, die in achsparallele Richtung (#pkzw. in Diagonalenrichtung
(rechts) orientiert ist. Hinsichtlich der Mutationsveldeg ist die Lage der Eltern iden-
tisch. Die erzeugten Rekombinanten jedoch hangen stagkmabage des verwendeten
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Koordinatensystems. Eine diagonale Ausrichtung der Augg)zerteilung bzw. der El-
tern wird durch die diskrete Rekombination zunichte gerhach

Ahnliches gilt fur die Thales-Rekombination. Die schmAlgordnung der Eltern
wird hier unabhangig von der Lage des Mutationsellipsdigich die Rekombination
zunichte gemacht. Daher ware es besser, statt des Thedese& ein der Mutationsver-
teilung entsprechendes Ellipsoid zu konstruieren. Bezresiomlchen Thales-Ellipsoid-
Rekombination kann der Evolutionspfad wie bei der intendesth Rekombination
in der (W1, A)-KSA-ES (S.9f) aus den Elternschwerpunkten konstruientdese!®
Realisiert man eine Thales-Ellipsoid-Rekombination greshend der Vorgehenswei-
se in Rechenberg (1994, S.140 und 144) durch Addition delidaéian eines nor-
malverteilten Zufallsvektors auf den Elternschwerpuskid intermediare und Thales-
Ellipsoid-Rekombination bei jeweils optimaler Schrititeadentisch Die Implemen-
tation einer Thales-Ellipsoid-Rekombination ertibrighsdaher, insbesondere weil die
kumulative Schrittweitenregelung die optimale Schriitedei intermediarer Rekom-
bination tatsachlich einstellen kann (Abschdith Simulationen einég/ |1, 10)-KSA-
ES S. 28ff).

Fur den Breeder Genetic Algorithm (Muhlenbein und Sckaenp-Voosen 1993)
wurde vorgeschlagen, die selektierten Objektvariableioven mittels einer Haupt-
komponentenanalyse auszuwerten und die Rekombinatioarmsb ermittelten Ko-
ordinatensystem vorzunehmen (Moigt und Mihlenbein 19B&)durch wird der Re-
kombinationsmechanismus unabhangig vom urspringkgfelgenen Koordinatensys-
tem. Der gravierende Nachteil ist, dass die Populatiaisgdort mit dem Quadrat der
Dimension skaliert! Bei der CMA-ES hingegen ware es naglohne Mehraufwand
in dem schon vorhandenen, adaptierten Koordinatensysitskretizu rekombinieren.
Der grundsatzliche Vorteil einer solchen diskreten Remation ist allerdings nicht
erkennbar. Deshalb erscheint es nicht als wesentlichelii@uiskung die CMA-ES nur
fur intermediare Rekombination zu formulieren.

3.7 Algorithmus der (P, A)-CMA-ES

Der Iterationsschritt fur den Objektvariablenvektarfolgt durch Mutation des Schwer-
punktes(x), der selektierten Objektvariablenvektoren. ki 1,..., A gilt

Xl(<g+l) _ <X>&9) 1+ 59BED, (3.2)
mit

xl((g) € IR", Objektvariablenvektor ddsten Individuums in Generatiog

15pje Auswertung des Evolutionspfads durch die Kumulatioschéeunigt den Adaptationsprozess
ganz erheblich.
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(9)

(x )ug pzl /(g Schwerpunkt der in Generatignselektierten Ind|V|duenIsel

sel

ist die Indexmenge der selektierten Individuen in Genenagi

39 e R, Schrittweite in Generatiog.

B(@ Orthogonalen x n-Matrix, die das achsparallele Verteilungsellips@itf)z
umorientiert. Die Spalten voB(9 sind die normierten Eigenvektoren der
KovarianzmatrixC'9 (siehe unten)B ist eine orthogonale Matrix, d.h.
B 1=8T.

D@  nx n-Diagonalmatrix. Die Diagonalelementﬂr%g sind Quadratwurzeln der
Eigenwerte der Kovarianzmatri2(@ (siehe unten). Digte Spalte vorB(9

ist ein zudi(i 9 korrespondierender Eigenvektor. Fir jede Splai(l?évon B9
i @p9 (921, (9)
gilt daherc@b(9 = (d.. ) b9,

1 |
zx € R", fur k= 1,...,A und jede Generation unabhangige Realisationen eines
(0,I)-normalverteilten Zufallsvektors. Komponenten vansind daher un-

abhangig 0, 1)-normalverteilt.

Isodichtelinien vorDz sind achsparallele (Hyper-)Ellipsoide, die durch Mulkption
mit B beliebig orientiert werden kdnnen. Die Kovarianzmattixegt B und D bis auf
Spaltenvertauschungen und Vorzeichen fest und wird rfatkiés Summenvektors
dem Evolutionspfad, adaptiert:

S(9+1) — (1 C) S(g)+Cu %/H(( >Ug+1 <X>|(lg)) (33)

- v

'

= /ABODE (z){F*
COH = (1—cop)-CO 4 cogy- 89+ (S(g+1))T (3.4)
mit
s@+1l) ¢ R" ist eine gewichtete Summe aus den Differenzen von jeweits aufein-

anderfolgenden Elternschwerpunkien,. Der Vektorsist ein durch Kumu-
lation erzeugter Evolutionspfad. Startws® = 0
c € ]0, 1] bestimmt den Kumulationzeitraum far
cu = 1/c(2— c) normiert die Varianz voss, denn es gilt 2= (1—¢)?+¢2.
(2 = 53, @ 2, mitdenz; aus (3.2).

c@ Die syrﬁlmetrischen x n-Matrix C9 ist die Kovarianzmatrix des normal-
verteilten Zufallsvektor8@ D9 aA(0,1). C'9 legt B(9 und D9 fest (siehe
oben); es is€@ = BODO(BODO)T. StartwertC® =1.

Ceov € [0, 1]. 1/ccov €ntspricht etwa der Mittelungszeit fur die Adaptation Heva-
rianzmatrix.

Die Kumulationsgleichung (3.3) ist identisch mit der Kumtibnsgleichung (1.5) der
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(WA, A)-KSA-ES (S. 10).

Zusatzlich zur Adaptation der Kovarianzmatrix erfolgh@ikumulative Regelung
der Schrittweited auf einer erheblich kirzeren Zeitskala. Dazu wird ein Semvek-
tor s in einem nicht durcld skalierten Koordinatensystem berechnet, sodass die Rich-
tungsinformation ohne die Skalierungsinformation ausgést werden kann.

O _ (1 5)-49+ 5, BY (D<g>)‘ (89) 1£(< Y~ 0f?) (35)

-~

7\/n <)g+1)

1)
5O — 59 exp lss”™ 1l =% (3.6)
DXn

mit

sggﬂ) € RR", Evolutionspfad, der nicht durdb skaliert ist. Startwersl;éo) =

Cs € |0, 1] bestimmt den Kumulationzeitraum f&g.

Csy = 1/C5(2— Cp) erfilllt die Gleichung1—c5)? +c52 = 1.

D-1 kann durch Invertierung der Diagonalelemente ®relementar ermittelt

werden:((di)) " = ((ci )

B 1=BT.
D > 1 ist der Dampfungsparameter.
Xn Erwartungswert der Lange eing®,|)-normalverteilten Zufallsvektors. In

der Computersimulation wurde als Naherggpg= /n (1— in 21n2) ge-
setzt (vgl. Ostermeier 1997, S. 32f).

Zur Kumulation in (3.5) werden die SchritB{z),, anstatt der MutationsschritBD(z),
wie in (3.3) verwendet. Dadurch werden die Schrittlangeurnterschiedliche Richtun-
gen vergleichbar und die zu erwartende Lange sgokann einfach bestimmt werden.
Bis auf die ,,RucktransformationBD B~ entspricht (3.5) der Kumulation durch
(3.3) resp. (1.5). Die Berechnung vBrr undB~1 ausD undB ist trivial (siehe oben).
Obwohl sichC nur langsam andert, gilt das nicht unbedingtBiundD, wo z.B. Spal-
tenvertauschungen auftreten konnen. Wahrend fur dieldgung der Zufallsschritte in
(3.2) die GleichungC(@ = B@DE)(BEDE)T eine hinreichende Bedingung an die
ProduktmatrixB(@D(9 ist, setzt die kumulative Schrittweitenregelung die Zguleg
in eine orthogonale und eine diagonale Matrix voraus. Nussdie Kumulation der
,richtigen® Vektoren gewabhrleistet: Die Richtungened@ierter Mutationsschritte wer-
den im Mittel C~1- konjugiert (vgl. z.B. Entenmann 1976, Press et al. 1993), ds

gilt nicht im Mittel zge)l 28 ~0 sonderrzée), C 178" ~ 0 (Lemma 3.1, S.60).
Der in (3.4) hinzukommende Strategieparametg( wird zu Ceoy = 2/(n? + n)
gewahlt. Ycoy entspricht dann der Zahl der freien Parameter der Mutatesteilung.

Der Kumulationsparameter figrin (3.3) wirdc = 1/4/n gesetzt. Die Wahl vogg und
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D erfolgt wie in der KSA-ES zws = 1/4/n undD = /n (Abschnitt 1.2.4, S. 12). Die
Einstellung vorpiundA wird in Kapitel 4, S. 73, angesprochen.

Fir ccov — 0 geht das Verfahren bél(® = | in die KSA-ES tiber. Je kleinagoy,
desto langsamer wird das Mutationsellipsoid veranded desto robuster wird der
Algorithmus gegeniiber Storungen (siehe auch AbscBnl® Probleme und Grenzen
des VerfahrensS. 70ff). Wird ccoy zu grof3 gewahlt, ist der Adaptationsalgorithmus
instabil. Die Verteilung degeneriert aufgrund stochasies Effekte in einen (mehr oder
weniger beliebigen) Unterraum.

Einige praktische Hinweise zur Implementation und Anwerglder CMA-ES sind
in Kapitel 4, S. 73, zusammengestellt.

3.8 Theoretische Resultate

Die TransformatiorBD 1B~ 1 in (3.5) motiviert das

Lemma 3.1 Resultiert miz{% = 6(—‘/5 ((x)ﬁg“) — (x)ﬁg)) aus der Schrittweitenrege-

T
lung in der(p/ 4, A)-KSA-ES die Gleichunzf,f’e)I 24 0, so gilt in der CMA-ES die

sel

T _
9 c@ 129 0, d.h.29 und 2% sind (im Mittel)C ~-konjugiert.

GlelChungzsel sel sel sel

Beweis Siehe Anhang D, S. 99. O

Als wesentliche Anforderung an den Adaptationsmecharsssoll die Stationaritat
der Kovarianzmatrix unter zufalliger Selektion gezeigirden. Zur Vorbereitung dient
das

Lemma 3.2 (Verteilung von s) SeiS\9 ~ A((0,C(9)). Bei zudilliger Selektion gilt dann
auchS9+D ~ a((0,C(9)),

Beweis Siehe Anhang D, S. 100. O

Nun lasst sich zeigen, dass sich die Erwartungswerte diliakzen und Kovarianzen
der Verteilung unter zufalliger Selektion nicht andern.

Satz 3.3 (Stationaritit der Kovarianzmatrix C) Firr eine feste Kovarianzmatrix(9
der Generation g gelte entwed&f%t1) ~ A((0,C(9)) oder unter zuidlliger Selektion
S9 ~ A((0,C9). Dannandert sich die Kovarianzmatrix in Erwartung nicht, d. h.

E[C(g+1)] —c |

Beweis Siehe Anhang D, S. 100. O
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3.9 Simulationen der(p/p, 10)-CMA-ES

In diesem Abschnitt wird zunachst das Verhalten eii@#2, 10)-CMA-ES an exem-
plarisch dargestellten Testlaufen veranschaulicht.adhnverden Simulationsergeb-
nisse fur unterschiedlichg an einer Reihe von Zielfunktionen diskutiert (Abb. 3.13,
S. 68). Die Ergebnisse lassen sich qualitativ ohne WeitareSimulationen mik > 10
ubertragen. Die serielle Effizienz wird dabei mit wachsama in der Regel kleiner,
wahrend die parallele Effizienz naturgemall anwachbt,die Zahl der benotigten Ge-
nerationen abnimmt (vgl. Abschnitt4 Rekombination in der KSA-ES. 26ff).

Formeln, Startpunkt, Startschrittweite, Abbruchkrigerund Eigenschaften der un-
tersuchten Testfunktionen sind in AnhaBZielfunktionen S. 85ff, nachzulesen.

Die Adaptation der Kovarianzmatrix der Mutationsvertedust aquivalent zu der
Adaptation einer linearen Transformation des Objektpatamaums (Abschnitt 3.2.1,
S. 43f). Die Gute der Adaptation kann daher am besten anlKgkellen untersucht
werden, bei denen zuvor eine invertierbare lineare Tramsfbon auf dem Objektpa-
rameterraum durchgefiihrt wurde: Nach erfolgreicher Aakagn missen wieder die
Fortschrittsraten des urspringlichen Kugelmodellsighteverden.

Die zwei wesentlichen Aspekte der linearen Transformatiod dabei Umorientie-
rung (Drehung) und Skalierung (siehe Abschgit® Invarianzeigenschafte8. 35ff).
Dass CMA-ES und KSA-ES (a priori) invariant gegenuber eltimorientierung sind,
bestatigt sich auch in Simulationen (ohne Abbildung). Ziest der Skalierung werden
drei unterschiedliche Fehlskalierungen des Kugelmodetisachtet:

e Fehlskalierung mit einer ,,langen® Achs@garre). Isoqualitatsflachen sind fur
n = 3 zigarrenformig.

e Fehlskalierung mit einer ,,kurzen* Achs@{aplettd. ISoqualitatsflachen sind fur
n = 3 tablettenformig.

e Fehliskalierung mit unterschiedlich skalierten Achs@gfpse). Isoqualitatsfla-
chen sind ellipsenformig.

Die Fehlskalierung zwischen langster und kirzester Adsetragt immer 1000, d.h.
die Problemkondition (siehe S. 87) betragf.1Bei isotroper Mutationsverteilung, also
z.B. mitder KSA-ES, wird eine Verringerung des Fortschuiin den Faktor funf schon
dann beobachtet, wenn die Zigarre mit dem Faktor drei o@cEipse mit dem Faktor
zehn fehlskaliert ist. Fir wesentlich hohere Fehlskatigen sind die Fortschritte in-
akzeptabel klein, Strategien mit isotroper Verteilungpalebrauchbar (vgl. Abb. 3.13,
S.68). Andererseits wird man bei praktischen Problemein maginer Einschatzung
immer mit einer Fehlskalierung zumindest zwischen zehnl@tdrechnen mussen.
Eine Erhohung der Fehlskalierung tiber den Faktor 1008usiverlangert die Adap-
tationszeiten der CMA-ES eher geringfiigig und beeinflu8hadas sonstige Strategie-
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Abbildung 3.8: Simulation der(2/2, 10)-CMA-ES anQzigarre, N = 30. Uberg aufgetragen
sind der dekadische Logarithmus der Qualitat, der Koowitler Kovarianzmatrix und VOXt.
Die Simulation gliedert sich in drei Phasen, die mit dem &efter Kondition korrespondieren.
Zunéachst findet einén — 1)-dimensionale Unterraumsuche statt (§is: 450). Danach wird
unter Anwachsen der Kondition die Richtung der langen Adt&ptiert. Zuletzt werden bei
einer Kondition von etwd(®> Fortschrittsraten erreicht, wie sie am Kugelmodell zu eteva
sind.

verhalten nicht grundsatzlich§.
In Abb. 3.8 sind Zielfunktionswerte, Quadrat der Schrittweite und #ition der
Kovarianzmatrix’ einer(2/ 2, 10)-CMA-ES an der ZielfunktiorQzigarre Uiber die Ge-

16Bej der von mir in C++ mit ,,double precision* unter UNIX gesLinux implementierten Strategie
konnen Faktoren groRer 1(Konditionen groRer 1%) allerdings zu numerischen Problemen filhren.

1’Die Kondition der Kovarianzmatrix ist das Verhaltnis zehign inrem groRten und kleinsten Eigen-
wert. Das Achsverhaltnis des sich aus der Kovarianzmeatgebenden Mutationsellipsoids berechnet
sich aus der Quadratwurzel der Kondition.
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neration aufgetragen. Der Simulationslauf gliedert sitldriei Phasen. In der ersten
Phaseg < 450, nahert die ES den Nullpunkt dém— 1)-dimensionalen Kugel, die
durch die kurzen Achsen vaQzigarre gegeben ist. Dabei stagniert der Zielfunktions-
wert abg ~ 300, weil der Beitrag der langen Achse zum Funktionswert Zua:
gen kommt, ohne jedoch die im— 1-dimensionalen Unterraum laufende Optimie-
rung zu beeinflussen. Die partielle Ableitung in Richtung ldegen Achse bekommt
erst abg ~ 450 Bedeutung (Beginn der Phase zwei). Die Schrittweitdiei@erung
kommt zum Stillstand. Die Strategie bewegt sich jetzt auf ldagen Achse lang-
sam in Richtung des Nullpunkts. Eine Strategie mit konsigswitoper Mutationsver-
teilung nahert sich dem Optimum im Weiteren mit gleichidgider Geschwindigkeit.
Der ZielfunktionswertQsiop = 10~1% wird dann erst nach tiber 4 Funktionswertbe-
rechnungen erreicht (Abb. 3.13, S. 68). Bei der CMA-ES waghis der zweiten Phase
(g=450...950) die Kondition der Kovarianzmatrix und die Schrittvegtontinuierlich
an, bis die Zielverteilung erreicht ist. Die Lange diesbast ist dieAdaptationszeit

In Phase drei entspricht der Fortschritt dann letztendlaim am Kugelmodell.

Ganz anders ist das Verhalten an der Tablette, zu seh&bkin3.9. Die Schwan-
kungen der Qualitat in den ersten 150 Generationen spielilOptimierung in einem
eindimensionalen Unterraum mit zu grof3er Startschritewsider. Der Zielfunktions-
wert wird komplett durch die kurze Achse dominiert. Wegendimensionsabhangigen
Wahl der Dampfung vollzieht sich die Schrittweitenredoktfur diese eindimensiona-
le Optimierung aber viel zu langsam. Im weiteren Verlaukbrn sich zwei auffallige
Unterschiede zum Verhalten an der Zigarre: Die Adaptatranidht wesentlich langer
und derUbergang zu mit dem Kugelmodell vergleichbaren Fortsthiist flieRender.

Typisch fur den Verlauf an der ZielfunktioQgjipse Sind die, wie inAbb. 3.10
wiederholt auftretenden Stufen im Qualitatsverlauf, jdigeils von einem Ansteigen
der Schrittweite begleitet werden. Es ergibt sich der tipsoszillierende Verlauf der
Schrittweite, dem wiederholte Adaptationsprozesse ndguiegen® Jeder einzelne
dieser Adaptationsvorgange ist demjenigen an der Zigargleichbar. Die gesamte
Adaptationszeit betragt knapp 5000 Generationen undstnlicherweise kirzer als
an der Tablette. Nach erfolgter Adaptation werden auch aklipse die Fortschritts-
raten des Kugelmodells erzielt.

Sowohl der grof3e Unterschied der Adaptationszeiten voarfgund Tablette als
auch der geringe Unterschied zwischen Ellipse und Tab#etst sich dadurch erklaren,
dass die Kumulation an der Tablette, nicht jedoch an denebeshderen Zielfunk-
tionen, praktisch bedeutungslos ist. Abb. 3.11 (S. 66) oben sind noch einmal Si-
mulationslaufe der CMA-ES an den diskutierten Qualftatktionen dargestellt. Sie
unterscheiden sich von den vorherigen nur durch unterdlotine Initialisierung des
(Pseudo-)Zufallszahlengenerators. Unten sind die esthpnden Simulationen ohne
Kumulation fur die Verteilungsadaptation, aber weitarimit kumulativer Schrittwei-

8pjese ,,Oszillation* muss unterschieden werden von @aihen, die sich bei anderen Strategie-
parametereinstellungen ergeben kdnnen.
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Abbildung 3.9: Simulation der2/,2,10)-CMA-ES anQrapiette N = 30. Uberg aufgetragen
sind der dekadische Logarithmus der Qualitat, der Koowditler Kovarianzmatrix und VOXt.
Die starken Qualitdtsschwankungen zu Beginn des Simualksiiufes spiegeln eine eindimen-
sionale Unterraumsuche mit zu groBer (Start-)Schriteweitler. Die Adaptation an der Tablette
dauert verhaltnisméafig lange. Letztendlich werden rede/la8000 Generationen Fortschritts-
raten wie am Kugelmodell realisiert.

tenregelung zu sehéfl Der Verlauf der Graphen in Abb. 3.11 unten ist leicht einzuse
hen: Der Zeitraum fur die Adaptatia@iner Achsgalso arQrapietteUnd Qzigarre it (0h-

ne Kumulation) unabhangig davon, ob die fehlskalierte J&ctlie kurze oder lange ist;
dabei liegen die beiden Graphen nach etwa 10000 GenematimneZielfunktionswert
10100 praktisch exakt ibereinander. Auch fiir Dimension zehth L®0 bleibt dieses
Resultat bestehen (ohne Abbildung). Missen mehrere aahiiedlich lange Achsen
adaptiert werden, verlangert sich die Adaptationszeitlad (Qgjipse)-

¥1n (3.3) wirdc = ¢, = 1 gesetzt, wahrend in (3.5) keine Veranderung vorgenamwirel.
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Abbildung 3.10: Simulation def2/,2, 10)-CMA-ES anQgiipse, N = 30. Uberg aufgetragen
sind der dekadische Logarithmus der Qualitat, der Koowlitler Kovarianzmatrix und VOXF.
Typisch, auch bei der Optimierung realer Probleme, ist tidesformige Qualitatsverlauf und
ein damit verbundenes An- und Abschwellen der Schrittwétech etwab000 Generationen
ist die Adaptation abgeschlossen und die Fortschrittglateht der am Kugelmodell.

Die Kumulation (Abb. 3.11 oben) verkirzt die Adaptatiogiszn an der Zigarre
etwa um den Faktor zehn, an der Ellipse fast um den Faktoy mieint jedoch an
der Tablette. Vermutlich lasst sich die unterschiedliétigzienz der Kumulation auf
die GroRe der globalen Schrittweite zurtickfihren, dal sm Wesentlichen an der
kUrzesten Achse orientiert und daher verhaltnismal&ing kst. Dadurch sind die Schrit-
te in Richtung der langen Achse bei der Zigarre parallelétaart; jedoch sind an der
Tablette die Schritte in Richtung der kurzen Achse kaumpandillel korreliert, weil
die Schrittweite dafir nicht grof3 genug ist.

Abbildung 3.12 zeigt eine Simulation, bei der nach Erreichen des Qus\itéits
10-° die Zielfunktion Qelipse 9egen konstQyygel ausgetauscht wird. Der konstante
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Abbildung 3.11: Simulation def2/, 2, 10)-CMA-ES anQzigarre, Qrablette UNdQgiiipse, N = 30.
Oben mit und unten ohne Kumulation fiir die Adaptation devat@anzmatrix. Wéhrend die
Kumulation an Zigarre und Ellipse eine deutliche Verkiimguler Adaptationszeiten zur Folge
hat, bleibt der Effekt an der Tablette aus. Die Graphen vgaiZé und Tablette liegen ohne
Kumulation (unten) ab etwg= 10000praktisch exakt iibereinander.

Faktor wird so gewahlt, dass sich kein Bruch im Qualitatiwuf ergibt. Die Rick-
adaptation zu einer isotropen Mutationsverteilung éstark der Adaptation der iso-
tropen Verteilung zur Ellipse, sowohl hinsichtlich desfstiiormigen Verlaufs als auch
hinsichtlich der gesamten Adaptationszeit. Der steileallider Kondition kurz vor
Abschluss der Adaptation entsteht, weil die letzte kurzaés&cdes Mutationsellipso-
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Abbildung 3.12: Simulation der(2/,2,10)-CMA-ES anQgjiipse bis Q = 10° und danach
ankonst- Qguger (vgl. Text). Uber g aufgetragen sind der dekadische Logarithmus der Qua-
litat, der Kondition der Kovarianzmatrix und v@d. Die (Riick-)Adaptation einer aQEliipse
angepassten Mutationsverteilung an die QualitatsfonKiugel erfolgt genauso schnell und

zuverlassig wie die umgekehrte Adaptation und &hneBetfidinsichtlich des Qualitats— und
Schrittweitenverlaufs.

ids den anderen Achslangen angepasst wird; die Verlangemn ,,mittleren® Achsen
bewirkt im Grunde keinéd\nderung der Kondition.

Abbildung 3.13 zeigt Mittelwerte und Standardabweichungen der zum Hregic
von Qstop benotigten Zielfunktionswertberechnungen Gppan neun unterschiedlichen
Qualitatsfunktionen fur di€p/ 1, 10)-KSA-ES und die(p/ 1, 10)-CMA-ES bei Di-
mensionen funf, 20 und 80. Fehlende Punkte bei der CMA-ESU# 8) bedeuten,
dass die Strategi@stop Nicht zuverlassig erreicht. Der geringe Selektionsdmat&ht
bei der gegebenen Parametereinstellungagipnicht aus, eine stabile Verteilung zu
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Abbildung 3.13: Simulationen defp/ 1, 10)-CMA-ES (durchgezogen) und déu/ |, 10)-
KSA-ES (gestrichelt). Dargestellt sind Mittelwert undwartungstreu geschatzte) Standardab-
weichung der zum Erreichen v€ip benotigten Funktionswertberechnungen aus jeweils zwei
bis zehn Laufen an verschiedenen Zielfunktionen mit Digiam fiinf, 20 und 80 (jeweils von
unten nach oben) Uibgr Die Streuungen sind haufig in der Gré3enordnung der Itragte
und dann in der Darstellung nicht erkennbar. Fehlende Ruftikdie CMA-ES bedeuten, dass
Qstop Nicht zuverlassig erreicht wurde; fehlende Punkte ferki6A-ES sind, bis auf den Wert
flirn =5 undu = 9 an der Ellipse, begrenzten CPU-Resourcen zuzuschreilleQsépotenz
undQspitz—crat liegen die Kurven der KSA-ES aul3erhalb des dargestelltegi@es (vgl. Text).
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adaptiererf® Fehlende Punkte oder Kurven bei der KSA-ES sind auf begeeDPU-
Resourcen zuriickzufuhréh Einzige Ausnahme bildet die Ellipse niit='5 undp= 9.
Hier divergiert die Schrittweite aufgrund stochastisdeiekte, weil die Dampfung far
grol3ep zu schwach gewabhlt ist (vgl. Abschnitt 1.5, S. 31). Bgum-potenzerreicht die
KSA-ES Qstop Nach etwa 1¥ Funktionswertberechnungen £ 5), am spitzen Grat
erst nach mehr als 30Funktionswertberechnungen (extrapoliert), sodass aef@ar-
stellung verzichtet wurde. Der Wert am spitzen Grat lagst allerdings durch Fest-
legen der minimalen Schrittweite (hier 1%9) beliebig skalieren. Um einen exakten
Vergleich mit anderen Implementationen zu ermoglicherd ;1 Anhang C, S. 91, die
Werte der(2/,2, 10)-CMA-ES noch einmal tabellarisch wiedergegeben.

Die Simulationen belegen die Leistungsfahigkeit der CMA relevanten Bereich
fur u < A/2 erreicht die KSA-ES nur an der Kugel und an Schwefels Proliteetwa
vergleichbarePerformance. Fip = 1 undn $ 30 ist die CMA-ES an der Kugel so-
gar etwas schneller als die KSA-ES, die an sich die fur diglwptimale Form der
Mutationsverteilung hat. Der Effekt dokumentiert, dass Dampfung der kumulati-
ven Schrittweitenregelung fur die an der Kugel erreicehdfortschrittsraten etwas zu
hoch ist. Die Verteilungsadaptation der CMA fiuhrt zu einegtzlichenVerkleinerung
der Gesamtvarianz und dadurch zu einer Fortschrittssteige An den anderen sie-
ben Zielfunktionen liegen die Unterschiede zwischen deddmeStrategien zwischen
dem Faktor zehn an der Rosenbrock-Funktion und dem Faktbah®spitzen Grat. Je
Kleiner dabeiQstop gewahlit wird, umso grofRer werden die Unterschiede zwisaten
Strategien.

Auch wenn die absoluten Ergebnisse der KSA-ES immer sctdesind, skaliert
sie mit der Dimension meist besser als die CMA-ES. Besorstghén ist der Effekt
an der Rosenbrock-Funktion zu sehen. Dieses Ergebniscist lberraschend, weil
die Konvergenzgeschwindigkeit der ES migkaliert, wahrend die Adaptationszeit der
CMA-ES im Allgemeinen sicherlich schlechter als linear det Dimension skalied?
Furn — o gleichen sich die Zeiten zum Erreichen VQgopimmer mehr an und wer-
den im Grenzwert identisch. Eine Ausnahme bildet Schwéteddblem, weil sich die
Kondition dieser Funktion mit wachsender Dimension veletdiitert. An der Zigarre
scheint sich dagegen das Skalierungsverhalten der betdate@en nicht wesentlich
zu unterscheiden; dort verbessert die Kumulation das &kalgsverhalten der CMA-
ES signifikant.

Das Ergebnis der KSA-ES an der Tablette ist dagegen llobead. Die Zahl der

20Es ist zu vermuten, dass sich fur greR&mtliche Ergebnisse durch eine bessere Wahl der Paramete
Ceovs G, Cs UNAD verbessern lassen, ohne jedoch die Ergebnisse fur kégirer GUbertreffen.
21Beispielsweise benotigt die KSA-ES fur9Bielfunktionswertberechnungen &Figarreundn = 80
auf einer Sun Sparc 20 Workstation etwa 30 Tage.
22Es ist zu nicht erwarten, dass das Skalierungsverhalte@Gdéy — zumindest ohne Kumulation —
besser al©)(n?) ist. Kumulation verbessert moglicherweise das Verhalbetaillierte Untersuchungen
zu dieser Fragestellung stehen noch aus.
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Zielfunktionsberechnungen ist praktisch unabhangigdenDimensiorf Der Effekt
lasst sich auf die Schrittweitenregelung zurtckfihsea wird im Niedrigdimensiona-
len viel zu klein geregelt.

Der Parametep spielt fur p < 5 an den getesteten Funktionen nur eine unterge-
ordnete Rolle. Fir die CMA-ES unterscheiden sich die Engede hochstens um den
Faktor zwei.Qschwefel Qrablette UNA Qsum-PotenzZ€ichnen sich dadurch aus, dass Ver-
groRerung voru immerzu schlechteren Resultaten fihrt. Die Rekombination hat a
diesen Funktionen keine positive Auswirkung — entgegerttioretischen Betrach-
tung am Kugelmodell, die mit den Ergebnissen an den andewghktibnen konform
geht. Auch mitA = 30 ergeben sich an der Tablette die besten Resultage-filr (ohne
Abbildung).

3.10 Probleme und Grenzen des Verfahrens

Die Grenzen der CMA resultieren zum einen aus den Voraussgen, die an den zu-
grundeliegenden Objektparameterraum und die Qualitdsbn gestellt werden. Zum
anderen bereiten bei mangelnder Selektionssicherhehastische Effekte Schwierig-
keiten. Die im Folgenden aufgelisteten Problemsituatidoetreffen jeweils einen die-
ser Punkte.

¢ Wesentliche Voraussetzungen werden an den zugrundediegesuchraum, d. h.
den Urbildraum der Zielfunktion Q gestellt. Wie die Evolutionsstrategie im
Allgemeinen operieren auch KSA-ES und CMA-ES auf defth Rabei werden
hierim Speziellen die Eigenschaften de%dfs normierter Vektorraum genutzt —
uber das Abstandsmalf3 der Norm istim Grunde auch die Anfandeder starken
Kausalitat formuliert (siehe Abschnitt 2.1, S.34). Kargirke sinnvolle Norm
definiert werden, ist die Formulierung von KSA und CMA nichbgtich.

e Eine Zielfunktion, die nudiskrete Einstellungenzulasst (z. B. nur ganze Zah-
len), kann stufenférmig auf dem 'lRortgesetzt werden. In diesem Fall muss
die minimale Schrittweit® der Stufenbreite angepasst werden (siehe Kapitel 4
Anwendung der CMA-ESS. 76). Dieses Vorgehen ist nur sinnvoll, solange die
Zahl der Einstellmoglichkeiten fur jede Variable groR-sbinare Variablen las-
sen sich also nicht mehr sinnvoll behandeln.

e Eine weniger grundsatzliche Einschrankung stedielektionsirrelevante Para-
meter dar. Bleibt ein Parameter (oder eine Raumrichtung) Ubeerelangen
Zeitraum selektionsirrelevant, kann die Streuung der Martaverteilung in die
entsprechende Richtung beliebig klein werden. Ein Probtgtdann auf, wenn
dieser Parameter im Laufe der weiteren Optimierung wiedeandert werden

23F{iru= 1 sind die Ergebnisse bei niedriger Dimension sogar geiiigfschlechter.
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muss. Die Variation des Parameters ist dann namlich zo klenselektionsrele-
vanteAnderungen zu bewirken. Der Parameter bleibt weiterhieksiginsirrele-
vant und die Suche in der entsprechenden Koordinate isttie l@endet.

e Storungen bzw. Rauscherfuhren zu einer verminderten Selektionssicherheit,
die sich im Extremfall wie eine zufallige Selektion ausktirBei zufalliger Se-
lektion wachst die Kondition der Kovarianzmatrix unbesetkt an. Neben den
sich daraus ergebenden numerischen Schwierigkeitenputtiedenstellend be-
handelt werden kdnnen, werden dann in bestimmten Ricbtumgr noch be-
liebig kleine Schritte erzeugt. Diese besitzen auch banater Selektion keine
Selektionsrelevanz mehr (vgl. letzten Punkt). Als Konsgggukann bei Storun-
gen bzw. bei verrauschten Funktionalen der Paranugggnerkleinert werden,
wodurch sich die Robustheit des Verfahrens erhoht, digofsdemnszeit dagegen
verlangert.

Lasst sich die Selektionssicherheit zuverlassig messgimntifizierer? ist eine
von der gemessenen Grol3e abhangige Wahl der Pararpgtey, D undcg eine
noch wirkungsvollere GegenmalRnahme. Die Messung der tRelskicherheit
und die Einstellung der Parameter sollte in einem dynareiséhozess erfolgen,
da sich z.B. dynamische Strategieparameter wie die Sekriitt ganz erheblich
auf die Selektionssicherheit auswirken konnen. Dasseitisolches, noch ex-
plizit zu formulierendes Verfahren bei realen Anwendungerchsetzen wird,
halte ich allerdings fur unwahrscheinlich.

24Dje einfachste Moglichkeit die Selektionssicherheit zautifizieren ist die mehrmalige Messung
der Qualitatswerte der Nachkommen oder ggf. auch dichadigmarter Punkte (hinsichtlich der Abstande
der Nachkommen untereinander). Als Mal3 fur die Seleksimherheit wird der Einfluss von unter-
schiedlichen Messungen auf die Rangfolge der Nachkommsarbet.
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Kapitel 4
Anwendung der CMA-ES

Die Praxis sollte das Ergebnis unseres Nachdenkens sein,
nicht umgekehrt.
Hermann Hesse

Die Anwendung der ES liegt bei Problemstellungen nahe, éeed weder Ableitun-
gen explizit zur Verfugung stehen, noch mit gutem Grund eusche Stabilitatnd
Differenzierbarkeit der Zielfunktion vorausgesetzt werdkonnen.

Kann eine gunstige Konditionierung der Zielfunktion rigfarantiert werden, ist
die CMA-ES jeder ES mit isotroper Mutationsverteilung warizhen; kann Separier-
barkeit nicht garantiert werden, ist sie auch jeder ES nditvidueller Schrittweitenre-
gelung vorzuziehen.

Im Folgenden werden aus der praktischen Anwendung der CAeSultieren-
de Erfahrungen zusammengefasst. Dabei wird weder ein Ads@uf Vollstandigkeit
erhoben, noch handelt es sich in jedem Fall um nach wissaftkchen Grundsatzen
ausreichend verifizierte Erkenntnisse. Weitere dem Anweeddenliche Sachverhalte
sind in ParagrapB8.10 Probleme und Grenzen des Verfahr&30ff, nachzulesen.

In der CMA-ES muss die Einstellung d8trategieparameter, A, c5, D, c und
Ccov festgelegt werden.

¢ Allgemeine Betrachtungen zur Einstellung yoandA sind in Abschnittl.4 Re-
kombination in der KSA-ESS. 26ff, zu finden. Sinnvolle Einstellungen werden
durch die Ungleichungen

10SASNn  und  1<PUSA/2

gegeben. Fim £ 20 wirde ich dig4/ 4, 20)-CMA-ES, furn < 10 die(2/, 2, 10)-
CMA-ES empfehlen.

Treten in der Simulation haufig (grof3e) Verschlechterangef, empfiehlt es
sich,A zu vergrofRern. Fijt= 1 gibt es zwar ein sehr allgemein gtltiges, theore-
tisches Resultat fur die optimale Grol3e vobei gegebener Schrittweite (Han-
sen et al. 1995), das sich auch in einen einfachen Regathlgois umsetzen
lasst. Aber die Adaptation vok interagiert mit der wichtigeren Adaptation der



74 Kapitel 4 Anwendung der CMA-ES

Schrittweite. Die Auswirkungen dieser Interaktion sindhtihinreichend gut un-
tersucht, um das Verfahren empfehlen zu kdnnen. Zudemnisitelich allge-
mein gultiges Resultat bei dem interessanteren |kFalll vermutlich nicht zu
erzielen.

e Die Einstellung der ParameteyundD ist in Abschnittl.3 Theoretische Analyse
der KSA-ES S. 13ff, detailliert analysiert. Ihre Standardeinstegics = 1/+/n
undD = y/nwird in Abschnitt 1.2.4, S. 12f, diskutiert.

e Die Einstellung vonceoy = 2/(n? 4+ n) wird auf S.59 (Abschnitt 3.7) erortert.
Die Zuverlassigkeit der Verteilungsadaptation lassith smmer durch Verkleine-
rung vonccoy erhdhen, wobei sich naturgemal die Adaptationszeitingdrt.
Bei schwierigen Zielfunktionen wird daher eine Verkleiguwon cqoy z. B. auf
1/(r? 4 n) oftmals sinnvoll sein.

Fur Problemdimensionen kleiner als funf ist die richtRgrametrisierung voog, D,
¢ und cgoy ungeklart. Auf der sicheren Seite befindet man sich, wemmf 5 die
Einstellungen entsprechend= 5 gewahlt werden.

Die Abschatzung voisimulationszeitenspielt bei der Losung praktischer Proble-
me keine unwesentliche Rolle. Schon bei der Modellierungsulieser Aspekt bertick-
sichtigt werden. Zum Beispiel ist ein einfacheres Modelazweist ungenauer als ein
komplizierteres, benotigt aber weniger Parametat |asst sich schneller berechnen.
Daher fuhren einfache Problemmodellierungen in der zufiigeing stehenden Zeit
nicht selten zu besseren Losungen. Auch die Zahl der véaomwturchzufiihrenden
Optimierungslaufe ist zu berticksichtigen. Sie ist uldngngig von der Anzahl der (zu
vermutenden) lokalen Optima.

Zur Abschatzung der bendgtigten Zielfunktionswertbaremgen mit der CMA-ES
kann als Faustregel gelten, dass bei ungunstig kondgtitam Problemen mindestens
100n? Funktionswertberechnungen erfolgen miiss&ie Abschatzung steht mit der
Adaptationszeit der CMA, d. h. mit dem Paramedgy,, und mitA in Zusammenhang.
Dabei ist es bei schwierigen Problemen durchaus moglass duch nach dem zehn-
oder 100-fachen dieses Zeitraums noch wesentliche Verhexggen stattfinden. Ande-
rerseits kann eine erste erfolgreiche Adaptation und seimé& wesentliche Verbesse-
rung gegenuber einer ES mit isotroper Mutationsvertegilanch schon nach gut 160
Funktionswertberechnungen eintreten.

Der strategieinterne Rechenaufwand der CMA-ESDigt®), lasst sich aber durch
eine einfache MaRnahme anfn?) reduzieren (siehe unten), dem Aufwand einer festen
Zahl von Matrix-Vektor-Multiplikationen. Die Performaaavird dadurch nach meinen
Beobachtungen nur unwesentlich beeinflusst. In der Anwamdypielt auch der Re-
chenaufwand vorO(n®) normalerweise keine Rolle. Selbst fiir die extrem schnell z

Dies unterstreicht die Bedeutung, die einer einfachenlPraimodellierung mit einer moglichst klei-
nen Zahl von freien Parametern zukommt.
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berechnenden Testfunktionen dieser Arbeit waren, @apyel Und Qschwefel abgese-
hen, die reinen Simulatiomsitender KSA-ES meistens wesentlich langer als die der
CMA-ES.

Der Speicherbedarfder Strategie von knapm? reellen Zahlen ist in der Praxis
irrelevant. Weil sowohl Speicheraufwand als auch die mal¥Zahl von bendtigten
Zielfunktionswertberechnungen (etwa) mft wachsen, kann namlich folgendejui-
valenzbetrachtung angestellt werden: Setzt man pro Zktiionsberechnung eine fir
praktische Anwendungen sehr kurze Zeit voMillisekunden anund den Idealfall
von nur 100w Funktionswertberechnungen, entspricht jedes Megabytétiogen Ar-
beitsspeichers einer Simulationszeit von guS2unden (pro Simulationslauf). Bei 100
Kilobyte von der Strategie benotigtem Arbeitsspeicheh(d ~ 80) bedeutet das, sehr
optimistisch gerechnet, 20 Stunden fir eine Simulatieneimem Megabyte sind es 25
Tage. Der begrenzende Faktor ist demnaichtin der Speicherkapazitat zu suctten.

Obwohl die Evolutionsstrategie haufig als Verfahren glabalen Optimierung
angesehen wird, konvergiert sie in der Praxis (auch) inléok¥ptima. Es empfiehlt
sich immer, verschiedene Optimierungslaufe von untéesiichen Startkonfiguratio-
nen und mit unterschiedlichen Initialisierungen des (Beedufallszahlengenerators
durchzufiihren, um ein moglichst gutes lokales Optimurfirmen.

Die Wahl vonStartpunkt (x) &0) undStartschrittweite 5© spielt dabei eine gewis-
se Rolle. Eine auf dem Gliltigkeitsbereich zufallig gheierteilte Wahl des Startpunktes
erscheint sinnvoll. Um die Adaptation der Mutationsveutey nicht zu erschweren,
sollte die Startschrittweite mindestens so grof3 gewahliden, dass der Beginn der
Optimierung nicht durch eine VergrofRerung der Schrittevglepragt wird (vgl. Ab-
schnitt 3.3.2, S. 49).

Der geeignetetModellierung des Problemsist besondere Beachtung zu schen-
ken. Sofern irgend moglich, ist die Skalierung der Objakéipneter so zu wahlen, dass
die Empfindlichkeiten der Parameter ahnlich sind. Werdbh&hgigkeiten zwischen
Parametern vermutet, ist es lohnenswert Gber eine Umierang nachzudenken. So
ist beispielsweise die unabhangige Parametrisierungaamlich benachbarten Quer-
schnitten, wie z.B. bei einem Stromungskorper oder einese, recht zweifelhaft.
In jedem Fall sollte der Modellierung/Parametrisierung &eoblems besondere Auf-
merksamkeit geschenkt und ein wesentlicher Teil der zufigeng stehenden Zeit
gewidmet werden.

Fur dieBehandlung von Nebenbedingungegibt es eine Vielzahl von Verfahren —
ein gutes Indiz dafur, dass die meisten von ihnen nichieaénstellend arbeiten. Bei
Anwendung von CMA oder KSA ist es grundsatzlich nicht erhjgaswert, den Ob-
jektparametervektor direkt zu verandern. Die Strateji@meteradaptation kann ganz
erheblich beeintrachtigt werden, wenn dirderung nicht zu den aktuellen Strategie-

2Das wird sich auch in absehbarer Zukunft nicht andern, daZeit die Prozessorleistung nicht
schneller wachst als die tUibliche Grol3e des Arbeitsbpesc Zudem ist die Grol3e des Arbeitsspeichers
viel weniger durch den aktuellen Stand der Technik limitier



76 Kapitel 4 Anwendung der CMA-ES

parametereinstellungen passt (z.B. fur eine bestimntbting einen viel zu grol3en
Schritt realisiert). Die beiden folgenden Varianten deném Zusammenhang mit der
CMA-ES zufriedenstellende Resultate:

e Die einfachste Moglichkeit zur Behandlung von Ungleicgsipedingungen be-
steht darin, in jeder Generation solange Nachkommen zw@ezre bis\ Nach-
kommen die Bedingungen nicht verletzen. Das sollte beigyeter Wahl von
Startpunkt und Startschrittweite praktisch immer zu efren sein.

¢ Die zweite Moglichkeit, die sich auch fur die Behandluran\Gleichungsbedin-
gungen eignet, setzt voraus, dass aus jedem ungultigekt argultiger Punkt
erzeugt werden kann. Letzterer sollte moglichst nahe be drspriinglichen
ungultigen Punkt liegen, d.h. im Allgemeinen auf dem Raed dultigen Ge-
biets. Die Qualitat des ungultigen Punktesvird dann mithilfe des erzeugten
gultigen Punktes’ definiert alsQ(x) := Q(x') + (a||x — x'||)2. Der feste Parame-
teraist fur das Funktionieren relativ unkritisch. Er solltengghrleisten, dass die
Strategie die Nachkommen nichtisschliel3lichm ungultigen Bereich erzeugt.
Die modifizierten Punkte werden nur zur Qualitatsbestimgwerwendetnicht
fur die Erzeugung neuer Nachkommen.

Lasst eine Zielfunktion, wie bei eingranzzahligen Optimierung nur diskrete
Einstellungen zu, kann sie (durch Abschneiden der Nachlastetien zur Qualitats-
bestimmung) auf dem Rstufenformig fortgesetzt werden. Istdie (konstante) Breite
der Stufen in Koordinate wird als Untergrenze fur die Standardabweichung der Mu-
tationsverteilung in dieser Koordinate :~ bj/(10,/Nint) gesetzt, wobeniy; < n die
Zahl der Variablen ist, deren Varianz nach unten begrenzt. wiuf diese Art kann das
Optimum exakt eingestellt werden. Die Startschrittwett#tes Standardabweichungen
realisieren, die mindestens in der GroRenordnung vdn li€gen. Eine grofRere Wahl
von u; kann die (initiale) Zielannaherung erleichtern. Eine vAator in diesem Sinne
implementierte Strategie, die beim Unterschreiten moSchrittweite und Kovarianz-
matrix geeignet manipuliert, verhalt sich an entspredeeriestfunktionen verninftig,
kann aber keinesfalls als ,,hinreichend gut getesteteimdmet werden.

In Bezug auf didmplementation der CMA-ES werden die folgenden Anmerkun-
gen gemacht.

e (0,1)-normalverteilte Zufallszahlen kdnnen beispielsweisedar Box-Muller
Methode (Press et al. 1992) generiert werden. Fir einevtathih Realisationen
Z,i=1,...,m, einer(0,1)-Normalverteilung sollte die Bedingungs™, || || ~
Xn durch Simulation Uberpruft werden.

e Zur Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren der KawamatrixC ver-
wendete der Autor die C-Routinered2.c undtqli.c aus Press et al. (1992) unter
Verwendung vonlouble stattfloat. So kdnnen, unter UNIX resp. Linux, sym-
metrische Matrizen mit einer Kondition von etwa bis zd18uverlassig behan-
delt werden.
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e Die vollstandige Zerlegung vo@ in BD?B' ist notwendig, um (3.5) korrekt zu
implementieren. Insbesondere ist die Vorstellung falselss sictB und D nur
langsam andern und daher z. B. zunachstD neu berechnet zu werden braucht.
Zwar andert siclC nur langsam, aber z. B. kdnnen die Hauptachséhund mit
ihnen die berechneten Eigenwerte (algorithmisch bediagigchen. Wie schon
angesprochen, spielt die Effizienz der strategieinternsr&ionen in der Praxis
sowieso nur eine untergeordnete Rolle.

e Der strategieinterne Rechenaufwand kann @n®) auf O(n?) reduziert wer-
den, indem die Neuberechnung BrundD, d.h. die Zerlegung vog&, nur alle
n/a Generationen vorgenommen wird. Rk 10 sollten sich nur geringe Einbu-
3en in der Konvergenzgeschwindigkeit ergeben, ®edich nur vergleichsweise
langsam andert. Es sei noch einmal betont, dass dies aulBestzwecken in der
Regel weder notwendig noch sinnvoll sein wird.
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Kapitel 5

Schlussbetrachtung und Ausblick

I am still confused, but on a higher level.

Der Entwicklungsschritt von der Evolutionsstrategie mdtroper Mutationsverteilung
zur CMA-ES ist vergleichbar mit dem Schritt vom (einfach&@radientenverfahren
zum Quasi-Newton-Verfahren. Bei konvex-quadratischetfdinktionalen approximie-
ren das Quasi-Newton-Verfahren und die CMA-ES die InveeseHiksseschen Matrix
schrittweise wahrend eines Iterationsprozesses. Irehék@llen wird eine zum Tell
erhebliche Steigerung der Performance erzielt.

Im Gegensatz zum Quasi-Newton-Verfahren, das auf diffeeeten Operationen
mit Qualitatsvertenbasiert und daher hohe Anforderungen an die (mikroskopjsch
Glattheit der Zielfunktion stellt, ist die CMA-ES — wie jedEvolutionsstrategie — aus-
schliel3lich angewiesen auf eine (halbwegs) korrekte Besgsrangfolge der Nach-
kommen. Sie stellt daher das wesentlich robustere Vernfiadae

Trotz der Adaptation an die (lokale) Topologie der Zielftiak konvergiert die
CMA-ES — Uiberraschenderweise — signifikant seltenerhieshte lokale Optima als
eine Strategie mit isotroper Mutationsverteilung (EVOHEZ 1997; Ostermeier 1998;
Abschnitt 3.1, S. 42).

In der deterministischen Optimierung haben sich aufgrimneriwesentlich hoher-
en Effizienz Quasi-Newton-Verfahren gegentuiber den ldaken Gradientenverfahren
weitgehend durchgesetzt. Aus demselben Grund ist zu emvadiass sich auch bei
der Evolutionsstrategie die CMA-ES oder ein ahnlichedafeen tiber kurz oder lang
durchsetzen wird.

An eine Strategie, die die Kovarianzmatrix der Mutatiomtiking adaptiert, sind
die folgendemnforderungen zu stellen:

e Die Inverse der Hesseschen Matrix muss hinreichend gutnéihget werden:
Nach einer Adaptationsphase mussatiebigerkonvex-quadratische Zielfunk-
tionen die Fortschrittsgeschwindigkeit des Kugelmodells réatisverden. Das

Die numerische Zahlendarstellung begrenzt diese Bekeliig- bei der vom Autor implementierten
Version beispielsweise auf Problemkonditiongr 0.
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muss insbesondere auch bei Problemkonditionen grofarrinicht-systema-
tischer Orientierung der Hauptachsen des Funktionalsmelt

e Die Performance (in Hinsicht auf die Zahl der Zielfunktiarestberechnungen)
muss am Kugelmodell mit der einer einfaci{@n10)-ES vergleichbar sein. Eine
Verschlechterung um den Faktor drei erscheint dabei a&bept

¢ Alle Invarianzeigenschaften deu/p, A)-Evolutionsstrategie mit isotroper Mu-
tationsverteilung in Hinblick auf Transformationen debiltiraums und des Ziel-
funktionswerts sollen erhalten bleiben (vgl. Abschnig, 2. 35).

Insbesondere die erste Forderung betrachte ichlaslut notwendige Bedingung an
jede ES, die die Kovarianzmatrix der Mutationsverteiluntpgtiert® Alle drei For-
derungen werden von der CMA-ES und einer ES mit Erzeugegdmmadaptation
(Hansen et al. 1995b; Hansen et al. 1995a) erfullt. Aul¥seat beiden, einander sehr
ahnlichen Verfahren ist mir kein evolutionarer Algorihs bekannt, der die drei For-
derungen erfillen kann.

Die CMA-ES adaptiert zuverlassig und effizient die optienbvarianzmatrix bei
konvex-quadratischen Zielfunktionalen. Diese Adaptaitsh aquivalent zur Adaptation
einer beliebigen linearen Transformation des Objektpatamaums (Abschnitt 3.2.1,
S. 43f). Ein solcher Adaptationsmechanismus kann wahirdatte auf konzeptionell
sehr unterschiedliche Arten formuliert werdeRrinzipielle Grenzen resultieren dabei
aus dem Kompromiss zwischen Effizienz und Zuverlassigkait aus der Menge an
verfugbarer Selektionsinformation dgt, A)-Selektion. Offen bleibt, ob (bei vergleich-
barer Zuverlassigkeit) die Effizienz der CMA-ES wesehtlibertroffen werden kann.
Der zentrale Punkt ist dabei die Adaptationsgeschwindligikso die Zeit, die der Al-
gorithmus braucht die geeignete Transformation zu firfddit.anderen Worten: Nutzt
die CMA-ES diegesamteSelektionsinformation degy, A)-Selektionsmechanismus
adaquat zur Anpassung der Inversen der Hesseschen Matrix? Petsdahdiere ich
dazu, diese Frage minh Wesentlichen jau beantworten.

Die CMA-ES stellt daher in gewisser Hinsicht einen EndputettEntwicklung von
Verfahren zur Adaptation der Mutationsverteilung dar,rdgae grundlegendgérwei-
terungbedeutet detUbergang von einer linearen zu einer nicht-linearen Tams4-
tion. Neben dentUbergang zu einer nicht-linearen Transformation werdefalgen-
den weitere Ansatze fur dimuklinftige Entwicklung von Adaptationsmechanismen

2Einige Eigenschaften, die jeder Algorithmus vermutliclsiteen muss, der diese Anforderungen
erfullen will, sind in Paragraph 3.3.2, S. 48ff, nachzales

3Die Erzeugendensystemadaptation ist zwar eine anderauffieramg zur Adaptation der Mutations-
verteilung, das ihr zugrundeliegenidenzepist aber identisch mit dem der CMA. Vermutlich lassen sich
jedoch auch andere Konzepte finden, die die oben genannferdérungen erfullen.

“Die Adaptationszeiten der CMA-ES konnen ohne den Mechamssder Kumulation dimensions-
abhangig z.B. um den Faktor zehn langer ausfallen (A, 3. 66). Fir klein@ eher unwahrschein-
lich, aber nicht ganz auszuschliel3en ist, dass sich durobktkidktion mehrerer Evolutionspfade lpeb 1
die Adaptationszeit weiter verkiirzen lasst.
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aufgezeigt, die eine Transformation der Mutationsvartgjl oder des Objektparame-
terraums anpassen:

1. Unter Beibehaltung der elliptischen Isodichtelinien@tationsverteilung wird
die Verteilung der Lange des Zufallsschritts zur Disporigestellt. Die resultie-
renden Verteilungen sind dann im Allgemeinen keine Norebilungen mehr.
Betrachtet wird die Lange des Zufallsschritts der linearen Transformation. In
der CMA-ES ist diese Langg,-verteilt. Fur groReist diex,-Verteilung schmal,
die Lange ist daher praktisch konstant. Der alternativeadnzur CMA-ES ist
demnach — unter Beibehalt elliptischer Isodichtelinierisehr) unterschiedliche
Langen mit ahnlicher Wahrscheinlichkeit zu erzeugensjfelsweise kann die
Verteilung der Lange durch die ZufallszaBin(Smax/Omin)", mit U gleichver-
teilt auf [0, 1], vorgegeben werden. In den meisten Fallen sollte sichrdadiie
Zuverlassigkeit erhohen und die Effizienz verringern.kfaren bleibt, ob (und
in welcher Form) zum einen die Gesamtschrittweite dann aoptiert werden
muss und zum anderen die spezielle Formulierung der engsldaptation aus
(3.3) und (3.4), S. 58, abzuandern ist.

2. Die Chance fur eine fundamentale Verbesserung gegemidr CMA-ES bietet
derUbergang zu einer nicht-linearen Transformation, alsoizereApproxima-
tion hdherer Ordnung (nachstes Glied der Taylorreihég. @nfacheAquiva-
lenz zwischen Transformation der Mutationsverteilung Uinehsformation des
Objektparameterraums ist dann nicht mehr gegeben. Delt&ngader Invari-
anzeigenschaften der ES sollte in diesem ZusammenhangderscAufmerk-
samkeit geschenkt werd&nvermutlich missen in solch einem Verfahren min-
destengD(n®) Parameter geschatzt werden. Da Qualitat und Quanétitid die
Adaptation zur Verfuigung stehenden Selektionsinforamatinverandert bleiben,
muss die Adaptationszeit zunehmen. Die Adaptationszejedoch schon bei
der CMA-ES der im Grunde genommemzigelimitierende Faktor. Der Autor
sieht daher weiteren Entwicklungen in dieser Richtung regpmannter Skepsis
entgegen.

3. Die Zahl der freien Parameter und der dadurch notwenddgptrationszeitraum
begrenzen die Performance der CMA-ES. Insbesondere Ffige Bmblemdimen-
sionen ist das folgende Verfahren attraktiv, dessen Atdiapszeitraum durch
Verringerung der Zahl der freien Parameter langsamer alsofm?) wachsen
sollte ohne die Unabhangigkeit vom Koordinatensystemumégben: Anstatt wie
in der CMA n orthogonale Achsen und deren Varianzen zu ermitteln, loaskh

SDie Betrachtung ist zunachst unabhangig von der Verigi#adaptation und gilt nicht nur fir die
CMA-ES sondern ebenso fur die KSA-ES wie fur jede ES minmalverteilten Mutationsschritten.

SWird beispielsweise der Objektparameterraum transfatmigrd sich das Verfahren nicht mehr a
priori translationsinvariant verhalten.
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man sich auf eine konstante, varunabhangige Anzahl von orthogonalen Un-
terraumen, deren Lage und deren zugehorige Varianzeittetnwerden. Als
Beispiel betrachte man zwei eindimensionale Unterrawais®n zwei orthogo-
nale Achsen, und derefm — 2)-dimensionales orthogonales Komplement. Bei
beliebiger Orientierung dieser drei Unterraume berethioh die Zahl der frei-
en Parameter zo+ (n— 1) + 1 = 2n. Ein sinnvoller Adaptationsmechanismus
wird nun z.B. die beiden Achsen in Richtungen legen, die basonders grol3e
bzw. besonders kleine Varianz aufweisen. Solch ein Vegfalst zwar weniger
leistungfahig als die CMA-ES, kann aber voraussichtliaghkirzeren Adapta-
tionszeiten realisiert werden. Auf die vorstellbaren Matbmen, die die Adap-
tation konkret realisieren konnen, soll hier nicht nadiegegangen werden.

Zum Abschluss werden noch drei weiterfihrende Fragesigdn angesprochen,
die direkt den Algorithmus der CMA-ES betreffen:

e Theoretische Analyse der Kovarianzmatrix-Adaptation inldHck auf den Stra-
tegieparameter;o, und insbesondere hinsichtlich des Zusammenhangs zwischen
dem Kumulationsparametemund ccoy.

e Untersuchung zur optimalen Einstellung der Strategiapatercs, D, ¢ undccoy
insbesondere fiog [11/n, n < 5 sowie nicht nur in Abhangigkeit vam sondern
auch als Funktion vop, A undn.

¢ Untersuchung des Skalierungsverhaltens der Adaptaednsz der Problemdi-
mension. Interessant ist dabei insbesondere der Einflugsutieulation auf das
Strategieverhalten, der nicht unabhangig von der untbien Zielfunktion ist.
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Anhang A

Eine einfache Evolutionsstrategie

Jeder Fortschritt in der Wissenschaft beginnt damit, dass
irgendeiner in einetJberzeugung ein Vorurteil vermutet.
K. H. Bauer

In diesem Abschnitt werden das gegebene Optimierungs—Sgghproblem und bei-
spielhaft eine einfache Evolutionsstrategie (ES) forertiliDies soll dem Leser ohne
spezielle Kenntnisse der ES als Einstieg und Anhaltspuekieth.

Eine Qualitatsfunktion — auch Zielfunktion oder Fitrfessgtion genannt — sei ge-
geben durch

Q:XCR" - R
XeEX = Q(X) .

Die Optimierungsaufgabe ist die Annaherung an das (imehllginen unbekannte) glo-
bale Minimumx* € X von Q. Fur dieses Minimum gilQ(x*) < Q(x) fur allex € X. Da
nur eine (beliebig dichté)nréherungan das Optimum gefordert wird, gilt als Anforde-
rung anQ, dass Punkte nahe be€iauch einen vergleichsweise guten Zielfunktionswert
liefern missen. Diese Forderung wird durch die sogenastatke Kausalit der Ziel-
funktion gewabhrleistet (S. 34). Eine Einschrankung aeih GuchbereiclX als echte
Teilmenge des IRlasst sich haufig in Form von Nebenbedingungen formuiiened
behandeln (vgl. Kapitel 4, S. 75).

Die ES ist ein iteratives Suchverfahren im"IRDurch wiederholtes Testen von
mehr oder weniger stark modifizierten alten Losungspunisigllen immer bessere
neue Losungen generiert werden. Dabei werden if{jaex)-ES (sprich: mi-komma-
lambda-Evolutionsstrategie) auElternPunkten durctiRekombinatiorund Mutation
A NachkommetiPunkte erzeugt. Rekombination kann durch Mittelung vaerialPa-
rametern, Mutation durch Addition eines Zufallsvektoraligert werden. Von den
Nachkommen werden die bestgrals Eltern fir den nachsten lIterationsschritt (die
nachsteGeneration selektiert.

Im Fall p= 1 wird jeder Nachkomme durch Addition eines normalverailZu-
fallsvektorsz aufeinenElter, namlich den selektierten Nachkommen der letztemeGe
ration, erzeugt. Fur jeden Nachkommies 1,..., A der Generatiog+ 1 gilt dann
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g+1)

o (9)

= Xgel T 0- %
mit

x € R", zu optimierender Vektor, auch Objektvariablen— oder &pjgrametervek-
tor genannt.
g Generationszahler.
k=1,...,A, Index dek-ten Nachkommen.
sel € {1,...,A}, Index des selektierten Nachkommen (Elter der nachsteei@gon).
0 € R0, Schrittweite, die die erwartete Schrittlange des Motatschrittes be-
stimmt.
z« € R", k=1,... )\, Realisation einesO(l)-normalverteilten Zufallsvektors. Die
Komponenten vorzi sind unabhangidO, 1)-normalverteilt. Der IndeX steht
fur jeweils unabhangige Realisationen.

Die Mutationsschrittweit® ist ein wesentlicher Strategieparameter fur die mogli-
che Zielannaherung. Sie muss im Lauf der Optimierung aaggpverden, da sich das
Evolutionsfenster (S. 2) durch die Zielannaherung noemegise verschiebt. Diese An-
passung bezeichnet man als Schrittweitenregelung odetteitenadaptation. Durch
andere (lineare) Transformationen vokann dartber hinaus auch dierm der Muta-
tionsverteilung modifiziert werden.
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Anhang B

Zielfunktionen

Je groBer die Schwierigkeit, desto gré3er der Sieg.
Cicero

Alle Zielfunktionen kdnnen gemalf Abschnitt 2.2 fur eipeliebige Orientierung des
Koordinatensystems formuliert werden (Algorithmus au8®, ohne die Topologie
als solche zu verandern. Von den unterschiedlich auagepriftretenden numerischen
Ungenauigkeiten abgesehen, spielt das fur die in deregehden Arbeit getesteten
Algorithmen keine Rolle. Diese siral priori unabhangig von Koordinatensystemdre-
hungen ebenso wie von einer Translation des Objektparamaetees.

Optimierungsziel ist die Minimierung der folgenden Tes#tionen:

B.1 Ebene
QebendX) = —X1
Xopt = (9,%2,...,%)" ,  X2,...,% € R beliebig
x0 = 0
30 = 1
Qstop - —1010
B.2 Kugelmodell (Kugel)
n
QKugeI(X) = Xi2
i=
Xopt = O
x9 = @,.., 17
39 =1

Qstop = 10 10
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B.3 Renormiertes Kugelmodell (Normkugel)

QNormkuge(X) = _inz
xXO = (vn... V0T

Der Objektvariablenvektor der selektierten Nachkommeud wor dem nachsten Gene-
rationsschritt so normiert, dass der Schwerpunkt der Befedn Nachkommexx),, =
ﬁZielsaXi die Langen hat:

Xsel := ||<X)uHXseI; sel€ lsgl

Die Normkugel entspricht dem Kugelmodell aus B.2 mit konsten Zielabstand.
Im Gegensatz zum Kugelmodell verhalt sich die Normkugafi@har hinsichtlich der
optimalen Mutationsverteilung, also insbesondere aucHinsicht auf die optimale
Schrittweite. Durch die Normierung auf Zielabstam#tiirzen sich in der Formel fur
die maximale Fortschrittsgeschwindigkeit an der Kuiyghx = ucﬁ/_u AT/ (2n) Zielab-
standr und Dimensiom heraus. So ist ein einfacher, dimensioﬁsunabhéngiger Ver
gleich zwischen der maximal moglichen und der in einer $atmn erreichten Fort-
schrittsgeschwindigkeit moglich.

B.4 Schwefels Problem

n i 2
Qschwefe(X) = ( Z Xi)
. &

Xopt = 0

x9 = (@,...,1)7
30 = 1

Qstop = 10_10

Schwefels Problem ist ein gedrehtes Ellipsoid mit rechinger Fehlskalierung, die fur
n= 20 etwa den Faktor zehn betragt, also mit einer Problemkondon etwa 100. Zu
beachten ist, dass sich die Fehlskalierung mit wachsendeerizion verschlechtert.

B.5 Rosenbrock-Funktion

QRosenbrockX) = nill (100<Xi2 - Xi+l) ? +(X—1) 2)
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Xopt - (1,,1)1—

x9 = 0
39 = 01
Qstop = 10710

Die Rosenbrock-Funktion weist einen gekrimmte gratfgenTopologie auf und be-
sitzt fir hohere Dimensionen ein Nebenminimum in der &abn (—1,1,...,1)T. Mit
den angegebenen Werten fur Startpunkt und Startschitigtkenvergiert die ES prak-
tisch immer in das globale Optimum.

B.6 Ellipse
Qelipse(X) = (10002—11xi)zz_ (106) R
Xopt = 6 -
x© = (1,...,07

5 1
Qstop - 10_10

Die Ellipse hat ein Achsverhaltnis von 1000 zwischen &agund kirzester Achse, al-
so eine Problemkondition von (die Kondition des Problemsist das Verhaltnis zwi-
schen groRtem und kleinsten Eigenwert der (HesseschemxNtg mit Qgjipse(X) =

xTHx). Das Achsverhaltnis zwischen ,,benachbarten* Achsgrkonstant 100@?,
d.h.firn=25, 20, 80 ist es 52, 144 resp. 109. Man beachtbitte, dasQejipse(X) =

i 2 i—
5 (100071%)” # 5, 1000752,

B.7 Zigarre

n
Qzigarre(X) = X%+106 )(,-2

Xopt == 0
x9 = (@,...,17
89 =1

Qstop - 10_10
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Die Hohenlinien gleichen einer zigarrenformigen Elépsit einer ,,langen® und — 1
, kurzen* Halbachsen. Das Achsverhaltnis ist 1000, dimdition also 16. Die Fort-
schrittsgeschwindigkeit einer ES mit isotroper Mutati@rseilung ist extrem Kklein,
da die Schrittweite sich an den starken Krummungen dereHiifen in denn— 1
,,kurzen* Dimensionen orientiert.

B.8 Tablette

QrablettdX) = 106X%+.%Xi2

Xopt = O
xO = @,.., 7
530 — 1

Qstop = 10710

Die Hohenlinien gleichen einer tablettenformigen Eepnit einer ,,kurzen‘ und— 1
,langen® Halbachsen. Das Achsverhaltnis ist 1000, diadition also 16. Die Tablette
kann als Kugelmodell mit der ,,weich implementierten® atsichen Gleichungsbedin-
gungx; = O interpretiert werden.

B.9 Summe verschiedener Potenzen

N i1
Qsum-PoteniX) = ZI |Xi ‘24—10”*1

Xopt = 0
xO = (@,..., 17
39 = 01
Qstop = 10_15
Die |x|,i=1,...,n, werden mit Werten zwischen zwei und zwolf potenziert. Bighl

der (kleinen) Startschrittweite und v@sop verhindern das frihzeitige Erreichen von
Qstopdurch einezufallig korrekte Einstellung der hoch potenzierten Achsen in der An
fangsphase. Die Fehlskalierung vQaum-potenzVverschlechtert sich mit fortlaufender
Zielannaherung kontinuierlich. Eine effektive Strategiuss deshalb die (elliptische)
Mutationsverteilung wahrend der Optimierung standighfiahren.
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B.10 Parabelgrat

QparabelX) = —X1+ %Xiz
< )T

[
0,0,...,0

Xopt = (
X(O) =0
39 = 1
Qstop = —105

B.11 Spitzer Grat

n
Qspitz_crat(X) = —x1+100 ZQXiZ
V i=

Xopt = (0,0,...,0)7
x0 = 0

530 =1

Qstop = —10IS

Die minimale Schrittweite wird zu T0° gesetzt. Der spitze Grat ist eine schwierige
Topologie. Der Betrag des Gradienten in Richtung Gratnsti&onstant, also insbe-
sondere unabhangig vom Abstand zur Gratmitte. Das maehDditektion des eben-
falls konstanten schwachen Anstiegs in GratrichtuagRichtung) schwierig. Ohne
Begrenzung der Schrittweite nach unten konvergiert einenE$otroper Mutations-
verteilung direkt in die Spitze des Grates, sodassy nicht erreicht wird.
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Anhang C

Simulationsergebnisse der
(2/2,10)-CMA-ES (tabellarisch)

Furious activity is no substitute for understanding.
H. H. Williams

Angegeben sind der Mittelwert der benoétigten Funktiomsiwezechnungen zum Errei-
chen vonQstop Und in Klammern einstellig die (erwartungstreu gesclegtatandard-
abweichung, jeweils bezogen auf die letzte Ziffer des Mittets. Abhangig von der
Dauer der Simulationen wurden zwischen zwei und 30 Simariataufe durchgefihrt.
Auch die Werte mit nur zwei Simulationslaufen erweisernsats konsistent mit den
Simulationen fir andere Werte vern sodass die Daten trotz der geringen Anzahl von
Simulationen fur einzelnp eine sichere Basis besitzen.

| | n=5 | n=20 | n=80 |
Qkugel 7.8(7) -10°]27(1) -10°|9.6(2) -10°
Qschwefel | 1.09(9) - 10° [ 8.1(6) -10° [ 85(1) -10°
QRosenbrock | 2.2(2) -10° [ 2.4(1) -10*|3.83(7) - 10°
Qzigarre 20(1) -10¢°|8.1(2) -10°[4.01(4)-10*
QTablette 3.0(1) -10°[3.0(1) -10*|262(1) 10
QEliipse 2.5(1) -10°|2.48(4)-10* | 4.37(6) - 1°
Qsum-Potenz| 3.6(5) - 10° 4.2(2) - 10° 5.4(1) AP
Qparabel 49(5) -10°|2.8(1) -10°|1.983) 10
Qspitz Grat | 2.5(4) -10°[3.0(3) -10*[4.3(2) -10°
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Anhang D

Satze und Beweise

In der reinen Mathematik weil3 man weder woriiber man
spricht, noch ob das, was man sagt, wabhr ist.

Lemma 1.1Seien(x)'? und 89 gegeben. Der ZufallsvektdX )™ sei durch seine

Realisation(x)\"" in (1.5) gegeben. Dann i%% ((X)ﬁgﬂ) - (x)&g)) bei zuslliger

Selektion 0, 1)-normalverteilt.

Beweis SeienZy ~ N(0,1), k=1,..., unabhangige Zufallsvektoren. Dann ist we-
gen der zufalligen SelektiofX)(d™ ~ (x)\? +8925} 1 Zx und es gilt daher

3 (008 = 00i2) ~ L3t aze~ (0 Fm). 5

Satz 1.2 (Verteilung von s)SeiS\9 ~ A((b,C). Wird in den ersten m Generationen
der Vektorzge selektiert und erfolgt die Selektion in den nachfolgendendgationen
zutillig, so istS9 firr g > m> 0 normalverteilt mit Erwartungswert

2 (-0 ™= (1- 9% zeart (1- )%

und Kovarianzmatrix
(1— (1— c)2<9—m>) | +(1—c)%C .

Beweis Aus (1.2) resp. (1.5) und Lemma 1.1 ergibt sich zunachst

m . 9 . .
S9 = (1-¢)989 + Z(i—c)g—'cuzse|+ S (1-09%¢z , (D)
i= i=mH1

wobei diez() unabhangig, |)-normalverteilt sind. Der Erwartungswert v&p)
berechnet sich zu

3
Q@

E[S(g)] — (1—c)gE[s<°>]+ (1-0% leizeert S (1—c)9—icuE[z<i>]
= i=m+1
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= (1-9%+c gzl (1-0)'Zsei+ 0
o1 emt
— (1—c)9b+cu(_;(l—0)'— (1—C>')Zsel

B 1-(1—-¢9 1-(1—c9 M
= (1—C)gb+Cu<l_(1_C) — T )Zsel

(1-c)9m—(1-c)9

= (1_C)gb+Cu C Zse| .

Die Kovarianzmatrix vors9 berechnet sich aus dem ersten und dritten Summan-
den der rechten Seite von (D.1):

(1-09%C+ 3 (-0 c)?l
m+

womit alles gezeigt ist. O

Satz 1.3 (Verteilung von s bei zudlliger Selektion) Bei zuélliger Selektion gilt @ir
alleg>0

1. 1stS9 ~ A((0,1), so ist auct8'9 ~ A((0,1).

2. Fur S = 709 ergibt sichS9) ~ 9\[((1— )92, (1— (1-¢)%) I).

Beweis Behauptung 1 folgt direkt aus Satz 1.2, weng= 0, b = 0 undC = | gesetzt
wird und Behauptung 2 fim= 0,b = z(® undC = 0-1. O

Korollar 1.4 (Zeitkonstante der Kumulation) Fur c €]0,1] ist die charakteristische
Zeitkonstante der Kumulation

1 1

10 c+S19+..
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Beweis Betrachtet wirds(? ~ A((0, 1) und fortlaufende Selektion des konstanten Vek-
tors zs¢. Berechnet wird die Zeit, in der die Grenzverteilung bis B(é der An-
fangsverteilung erreicht ist. Aus Satz 1.2 ergibt sich uB&achtung, dads = 0,

C =1 und wegen der fortgesetzten Selektgpa m gilt und ¢ < 1 gewahlt wird,
fur den von0 nach% ze laufenden Erwartungswert vesi9)

u —m 1 u
= %((1—C)g —(1-0)9) zsel = (1—5)C—Zsel
£ 1-(1-09 = 1—%
1
— (1-0¢9 = s
B 1
— ¢ “In(1—¢)

Fur die Streuung wird die komponentenweise Standardaiweg betrachtet, die
sich von 1 ausgehend 0 nahert:

\/1—(1—0)2(9—m)+(1—c)29 = é
— (1-09 = 1
e
= -1
9 = In(1—c) ’

d.h. Erwartungswert und Standardabweichung haben diehglefeitkonstante.
O

Satz 1.5 (Stationari&it der Schrittweite ) Bei zuélliger Selektion gilt
1. IstS\%) ~ A((0,1), soist fir alle g> go > 0 : E[logA9] = log (%),

2. 1stS9 =0, gilt fir alle ge IN:

(=]

1 .
©] —jns©@ _ L 1oz
E[lnA ]_lna 52 (1 1-(1-¢) '>

sowie die Absclitzungin3© — 29" < E[InA©®)] < In3(©.

~ Dc(2—0)

3. Esistd(9tD = 59 genau dann, wenfs @+ || = E[||A(0,1)]]].
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Beweis Zunachst berechnet sich fur aie=0,1,2,...,g— 1:

2 ISV = %n
EllogA®| = E!log (6(90) exp(—A
[ ] i—lg_0|+1 DXn
E ||_Xn)]
log exp
i—lg_o|+1 < DX”

g i _<
Iogexp( > LDHA X”)]
i—go+1 Xn

s E[IsV)]-%

i=Qgo+1 D Xn

_ E[|095(go)] LE

— |096(go) +E

= 1og3'%) +loge-

(D.2)

zu 1. Mitder Indexverschieburg— g—qo liefert Satz 1.3, Punkt 1, fur allg> go
E[||S'9||] = Xn und mit (D.2) ergibt sich sofort die Behauptung 1.

zu 2. Fursl® = 0folgt aus Satz 1.3, Punkt 2[|59||] = /1— (1—c)29 X,,. Mit

(D.2) ist
2
E[lnA@] — In39+1. ZV 1D; Xn = Xn
n

1

D;(l— 1—(1— C)zi)glnas(O)_

Die untere Abschatzung folgt mithilfe von

—%i(l— 1—(1—c)2i) > -

celo,1]

>

= Ind9—

SWO
—~
=
|
—
H
|
—~~
=
(@)
SN—’
[\S)
SNa—
N—

—~
[N
I
O
~
S]

Ol Ol Olr

1
(a3
11-1+(1-c)?
" D1-1+2c—c?
(1—c)?
~ Dc(2—c)

Zu 3.

1 ~
5(g+1) — 6(9) PoN 6(9) exp w =] 6(9)
DXn
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a9 40 9] —n
ex —— =1
p( D%n

exp(gektiv ||S(g+1) || - X\n
DXn
& IS =%n

=0

O

Lemma 1.6Fir s® =0, goe N und a:=Ind® — L 5%, (1— V1-(1- c)2i) gilt
bei zuélliger Selektioniir alle g> go die Abscktzung

_(A-gFerd (@
a De(2—0) gE[InA ]ga.
Beweis Es gilt
a > a—1 % (1— 1—(1—C)2i> Sat:“'E’E[InA(g)]
Di=go+l
sowie
1 2 -
E[na®] > a—Bi_z (1-(1-(1-0%))
=0got+1
— a_i(m(l_c)z— S (1—0)2')
D\ i;)
_ o, 1 1—(1—c)&%+D)
N D\1-(1-c)2 1-(1-c)?
_ 4 (1—c)%+D)

Dc(2—c)

Lemma 1.7Die in einer entstochastisiertdid, A)-ES ohne Kumulation zu erwartende
SchrittiangeE[|| 59+ Z]|], mitZ ~ A((0,1), entspricht exakt der in der vorangegange-
nen Generation durch den selektierten Nachkommen redéisiSchrittinge||d(9) zs||

genau dann, wenn

in der (K/1, A)-KSA-ES (Algorithmus aus Nummer 1.2.1, S. 8) mitlcund p= 1 die
Gleichung (1.3) durch (1.7) ersetzt wird.
Beweis Wegenc = 1 istSgg| = Zge UN

E|I8S 2] = 189250l & 80 =89l > (1.7) -



98 Anhang D Satze und Beweise

Aussage 1.1Die (p/1,A)-KSA-ES und di€p/ 4, A)-KSA-ES sind, geafd (1.8), @ir
¢ = 1 genau dann ,,ung&anpft’, wenn der @mpfungsparameter D zu eins gawit
wird.

Aussage 1.Der Dampfungsparameter D sollte umgekehrt proportional zum tdam
tionsparameter c geihlt werden, es gilt also

DD}.
c

Aussage 1.3Jm am Kugelmodellifr u < A/2 die maximale Fortschrittsgeschwindig-
keit erreichen zuénnen, muss die &pfung die Ungleichung

DSn

erfullen.

Lemma 1.8Bezeichneexp(&);p) gemaf (1.11) die erwartete Schrittweité@mderung
einer (W 4, A)-KSA-ES an der Kugel, giltif uSA/2 < n
Ewmr S (€)1

Tl ~ |,1C2— ' cz .
In (1— —;ﬁ“) WEA - In ( - 21—nA>

Beweis FUrpsa/2 kann(&) i ~ (€)1,, angenommen werden und somit

(&) N (&)1 _'” (1— %)
In <1—%> ) In (l—%) In( —Czi_nA>
T
WHA | ( — %)
Ci?\ (€)1,2
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Aussage 1.4Setzt manifr den Kumulationsparameter c die Funktiomg= 3n~¢ an,
sinda € [3,1] undB €]0, 1) zu wahlen.

Aussage 1.2ur Realisierung der maximalen Fortschrittgeschwindig&en Kugelmo-
dell mussiir den Dampfungsparameter D, beigiA /2, die Ungleichung

1 1
4c c

QN

D

AN

gelten, wobei die beste Walikfden festen Proportionakitsfaktor zwischen D und¢
aus der gewhlten Ablangigkeit zwischen c und n resultiert.

Lemma 3.1Resultiert miz{% ™ = # ((x)l(lg“) — (x)&g)) aus der Schrittweitenrege-

lung in der(u/. M, A)- KSA ES die Glelchuné
Gleichungz'¢ 9" (0" 29 ~ 0, d.h.29 und 29+

sel sel sel

~ 0, so giltin der CMA-ES die
) sind (im Mittel)C~L-konjugiert.

seI

Beweis Nach Voraussetzung fuhrt die Schrittweitenregelung Mgy, A)-KSA-ES
mit (1.5) und (1.6) zu der Glelchunzi 91 ~ 0. Weil ooy < €~ D1 gilt,

Zsel
kann in der CMA-ES der Effekt der Adaptatlon der Kovarianimmagegenuber
dem Effekt der Schrittweitenregelung hinsichtlich deri@tlhnge vernachlassigt

werden und aus (3.5) und (3.6) folgt analog die Gleichung

(B(g—l)D(g—l)—lB<gfl>—1z<g)> T gop© g1

sel

9+ ~0 . (D.3)

sel

Definiert marB := B9 undD := D9, gilt wegencoy < 1 filr die linke Seite von
(D.3)

(Bo-YpE-BE-1 9 T BOp© 15 1,0+

sel

sel

%' (BD B2 ),) .BD~1B~17¢"
se

() B— D 1TBTBD 1B Z(g+1)

sel sel
:I
D—1::D*1T ge)l BT 1D 1D 1B zggefl)
- 4y (BDDBT) Z0"
_ J9Tc@ et

sel sel s

woraus die Behauptung folgt. O
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Lemma 3.2 (Verteilung von s)SeiS9 ~ A(0,C9). Bei zuéilliger Selektion gilt dann
auchS9+b ~ a((0,C(9)),

Beweis Analog zu Lemma 1.1, S. 10, gig(%l ((X)ﬁg”)— (x)ﬁg)) ~ A[(0,C19) in

(3.3), S.58. Daher is3(%tD) = (1—¢)S\9 + ¢, A((0,C9)) und die Kovarianzma-
trix von S(9+1) berechnet sich zu

(1-¢)2Cl9 +2C9 = (12— 2c+ c?)C9 4 ¢(2—c)c9 = C9 .
|

Satz 3.3 (Stationaritit der Kovarianzmatrix C) Fur eine feste Kovarianzmatri(9)
der Generation g gelte entwed&f9t1) ~ A((0,C(9) oder unter zuilliger Selektion
Sl9 ~ A((0,C(9)). Dannandert sich die Kovarianzmatrix in Erwartung nicht, d. h.

E[c(9+l)] —c .
Beweis Mit Lemma 3.2 gilt immerS(@+1) ~ A((0,C(9)). Das ist gleichbedeutend mit
T
ElS(ngl) (o) } — C(9), und daher
.
E[C(9+1)] — El(l_ Coov) C'9 4 Ceoy SO+ (S(g+1)> ]

;
_ (1_Ccov)c(g)+ccovE[S(g+l) (o) ]

= (1_Ccov)C(g)+CcovC(g)
cl@
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