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Objectifs

Stage M2

CEA Saclay

@ Comprendre et implémenter les travaux de F. Coquel, Q.L.
Nguyen, M. Postel et Q.H. Tran. Entropy satisfying
relaxation method with large time-steps for Euler IBVP's.
Math. Comp, 79 :1493-1533, 2010, sur la semi
implicitation d’'un schéma Lagrange Projection pour les
équations d'Euler dans un cadre subsonique,

o Etendre au cas des schémas diphasiques de type Baer
Nunziato : s'efforcer de retrouver les mémes avantages, en
particulier la CFL matiére.



Stage M2

CEA Saclay

@ LP semi implicite pour Euler
o Au niveau continu
© Schéma numérique
o Propriétés
o Résultats

© LP semi implicite pour Baer Nunziato
o Le modele
o Au niveau continu
© Schéma numérique
o Propriétés
o Résultats



Notations

Stage M2 Variables :

CEA Saclay

p : densité, u : vitesse,
. 2 . u2 4 . .
L E : énergie totale, e = E — % énergie interne,
implicite . . L
pour Euler p = p(p, e) :pression, 7 :pression relaxée,

¢ :vitesse du son.

Vecteurs d'état (variables conservatives, lagrangiennes, et
symétriques) :

1 T+ au
P TT T — au
U=s|pu V=1 v [ W= 2|
T+ a T
pE E E

a = maxyx(pc) : coeflicient dans la relaxation.



Lagrange projection vu comme un splitting
d’'opérateur

Stage M2
CEA Saclay Orp + Ox(pu) = 0,

de(pu) + Ox(pu® + p) =0,
Or(pE) + Ox(u(pE + p)) =0,




Lagrange projection vu comme un splitting
d’'opérateur

Stage M2
CEA Saclay Otp + Ox(pu) = 0,

de(pu) + Ox(pu® + p) =0,
dt(pE) + Ox(u(pE + p)) = 0,

ou en développant

O p+udyp+pdyu = 0,
Ot(pu)+udyx(pu)+pudsu + Oxp = 0,
Ot(pE)+udy(pE)+pEdxu + Ox(up) = 0.



Lagrange projection vu comme un splitting
d’'opérateur

Stage M2
CEA Saclay Otp + Ox(pu) = 0,

i de(pu) + Ox(pu® + p) =0,
Ot(pE) + 0x(u(pE + p)) =0,

ou en développant

O p+udyp+pdyu = 0,

Ot(pu)+udyx(pu)+pudsu + Oxp = 0,

Ot(pE)+udy(pE)+pEdxu + Ox(up) = 0.

que I'on "splitte" en
LAGRANGE PROJECTION

Oip+poxu =0, . Orpt+udyp =0,
Or(pu)+pudxu+ dxp =0, Ot(pu)+udy(pu) =0,
Ot(pE)+pEdyxu + Ox(up) =0. Ot(pE)+udy(pE) =0.



Opérations sur la phase lagrangienne (1/2)

Stage M2
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Changement de variables U — V :

Au niveau

S Orp+poxu =0, Oy — TOxu =0,
Ot(pu)+pudxu+0oxp =0, & Oru+1Op =0,
Ot(pE)+pEdxu + Ox(up) = 0. OtE + 10x(pu) =0.

avec

=



Opérations sur la phase lagrangienne (2/2)

Stage M2 Approximation

: Relaxation a chaque itération

Oy — TOxu =0, (1a)

Oru + 10xm =0, (1b)

OtE + TOx(mu) =0, (1c)

S Oy + a®T0u = 0. (1d)

ou a vérifie a > pc. Ici

= t t);.
3= e max +oo[{p(x, )e(x, t)}



Opérations sur la phase lagrangienne (2/2)

Stage M2 Approximation

: Relaxation a chaque itération

CEA Saclay O0yT — TOxu =0, (1a)
Oru + 10xm =0, (1b)
OtE + TOx(mu) =0, (1c)
oy + a*10xu = 0. (1d)
ou a vérifie a > pc. Ici
o= max {plx el )

Changement de variable V. — W

O¢(m + au) + aT0x(m + au) = 0, (1d) + a(1b)
O¢(m — au) — atOx(m — au) = 0, (1d) — a(1b)
Or(m + a*1) = 0, (1d) + a*(1a)

OtE + 7Ox(wu) = 0. (1c)



Systéme a discrétiser
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Phase lagrangienne _
Notations

O(W) + atdy (W) =0, W/zw-i—au
S 3t(<V_V) — aTﬁx(W) =0, W=r—au
mériq 8t(l) =0, )

| =+ a°r.
OtE + 70x(mu) = 0. i T

Phase de projection

Orp+udyp =0,
O¢(pu)+udx(pu) =0,
Ot(pE)+udx(pE) = 0.



Notations

Stage M2
CEA Saclay Q == [07 L] C R,

avec conditions aux limites de Neumann au bord du domaine.

On se donne un maillage de Q régulier a N mailles de taille Ax
indexées par j tel que 1 < j < N.

Schéma
numérique 2j o 1

J
X =N Letxj 10 = NL.
Zl' ~ Z(t", x;).

Amj; = p;Ax.
Zn
4 phase lagrangienne
zm

% phase projection
V4ias



Résolution discréte (1/2) W” — U™

Stage M2 Etape lagrangienne

CEA Saclay

—nf —n —>nf —)nli
W - W JAm W .I 1],
nti ng <—nf
W W + oA Wi — W),
Pl I = /"
numérique J —)nﬂ —nt
: ,ﬂ.*”ﬂ _ Wi Wi
J+1/2 — 2 . )
—>nf  $—n
gt W Win
+1/2 23j11/2

E Ejn_ Am (m* *)JnL/z (m*u )J",El/2]'



Résolution discréte (1/2) W” — U™

Stage M2 Etape lagrangienne

CEA Saclay

—nf —n —>nf —)nli
W - W JAm W .I 1],
nti ti <—nti
Sehirma /”jj = /"
numérique J —)nﬂ —nt
: ,ﬂ.*”ﬂ — Wi +Wl+1
J+1/2 — . 2 . ?
—n <—n
gt W Win
J+1/2 2ﬁaj+1/2 ’ i
n * k1T x kT
E =E - Am (m*u )_]+1/2 (m*u j—1/2]'

Changement de variable

= U(W).



Résolution discréte (2/2) U™ — Wn+l

Stage M2
- Etape projection

At

+1 _ ot g +rynt

mplicite UJ'-' =Tj; +E{( j— 1/2) Uil +

Schime (7)™ = W ) IUF = () U

Notations
(X)* = XsiX > 0;0sinon.
(X)™ = XsiX < 0;0sinon.



Résolution discréte (2/2) U™ — Wn+l

Stage M2
- Etape projection

At

+1 _ ot Syt

ety (Sl U}’ _UJ +E{( i 1/2) U—+

Schima +[(”*J"7_$_1/2)_ _( *fﬁl/z)—’—]Unﬁ ( *n-t:—l/Z) an-?—l ’

numérique

Notations
(X)* = XsiX > 0;0sinon.
(X)™ = XsiX < 0;0sinon.

Projection pour la relaxation et changement de variables

n+1 — p(Un+1)

WJ 11 W(Un—I—l jn—i—l)



Existence d'une forme localement conservative

Stage M2

CEA Saclay Le schéma peut s'écrire sous forme localement conservative :

n+1 n nj el
R oV S OV S

At Ax ’

Propriétés ou

G™ (™ )TU™ 4+ (™) TUT 4 B

j+1/2 = \Yjy10) j+1/2) Vit j+1/2°
et
0
nt _ ,n.*""ﬂ
IB3j+1/2 = J+1/2
ﬂ.*nﬂ U*n
j+12Y jt1)2



Condition CFL

St M2 ~ N
= Théoréeme

Sous condition CFL
At - 2a
Ax —n n n N
A max (M, — a7yt — (77 — M)}

1<j<N

CEA Saclay

- . .
on M, fm, M et 7 sont définies explicitement au temps n par
(2) et ne dépendent pas de At, on a

,oj’-'+1 >0 et ef'“ > 0.

3

—»n
= maxi<k<; Wk, m; = min< Wk, 5
ﬁn n ( )
J

mm1<k k-

o~
LA

N
|

maxi<k<j¥Wg,

ll\



Discontinuité de contact

9.229s.

Stage M2 1: Schema implicite, CFL acoustique avec coef: 1, temps 55, 1 = 774 iterations, dernier pas de temps dt = 0.0000016s, duree du calcul:

2: Schema implicite, CFL matiere avec coef: 1, temps = 0. 001255 n = 26 iterations, dernier pas de temps dt = 0.00005s, duree du calcul: 4.333s.
3: Schema explicite, CFL acoustique avec coef: 1, temps = 0.00125s, n = 774 iterations, dernier pas de temps dt = 0.0000016s, duree du calcul: 31.738s.
Etat initial: (alphall, tholL, ulL, piL) = (0.5, 1, 100, 100000), (alphalR, tholR, ulR, p1R) = (0.5, 0.125, 100, 100000), gammal =1.4,

CEA Sacla

Densite Vitesse

.
it e e

Pression Nombre de Mach

= —_—
—— implicite matiere ‘ —— implicite matiere
e it e




Tube a choc de Sod

Stage M2 1: Schema implicite, CFL acoustique avec coef: 1, temps = 0.0003s, n = 360 iterations, dernier pas de temps dt = 0.0000008s, duree du calcul: 58.019s.
2: Schema implicite, CFL matiere avec coef: 1, temps = 0.0003s, n = 72 iterations, dernier pas e temps dt = 0,00000425, duree du calcul: 15.624s.

3: Schema explicite, CFL acoustique avec coef: 1, temps = 0,0003s, n = 360 iterations, derier pas de temps dt = 0.0000008s, duree du calcul: 33.959s.

Etat initial: (alphail, tholl, uiL, piL) = (0.5, 1, 0, 100000), (alphalR, tholR, UlR, p1R) = (0.5, 0.125, 0, 10000), gammal =1.4,

CEA Sacla

Densite Vitesse

e
it e /

—— implcite matier

—— implcie acoustfjue
— expliite {

Pression Nombre de Mach

— impicie mus-;rua mpicite acoustfue

e e e




Double raréfaction

Stage M2

2: Schema implicite, CFL matiere avec

1: Schema implicite, CFL acoustique avec coef: 1, temps

CEA Sacla

., n = 244 iterations, dernier pas de temps dt = 0.0000012s, duree du calcul: 193.098s.
. temps = 0. oooas n = 19 iterations, dernier pas de temps dt = 0.0000167s, duree du calcul: 59.451s.

3: Schema explicite, CFL acoustique avec coef: 1, temps = 0.0003s, n = 250 iterations, dernier pas de temps dt =
Etat initial: (alphalLl, tholL, ulL, piL) = (0.5, 1, ~30, 100000), (alphalR, tholR, ulR, p1R) = (0.5, 1, 30, 100000), gammal =

0.0000012s, duree du calcul: 82.129s.
Densite

Vitesse

e sonmtfhe
T it e
— ooiae
|
0 1 1 20( - 50 1 1 2000
. .
Pression Nombre de Mach
"mue
o™
\ I
‘
\ J
|
|
‘
, [
\
\ f -
/
L yi
) p p




Double choc 1

Stage M2 1: Schema implicite, CFL acoustique avec coef: 1, temps = 0.0003s, n = 133 iterations, dernier pas de temps dt = 0.0000023s, duree du calcul: 47.915s.
2: Schema implicite, CFL matiere avec coef: 1, temps = 000035, n = 10 iterations, dernier pas e temps dt = 0,0000333s, duree du calcul: 10.145s.

3: Schema explicite, CFL acoustique avec coef: 1, temps = 0.0003s, n = 134 iterations, derier pas de temps dt = 000000225, duree du calcul: 20.491s.

Etat inital: (alphail, tho1L, uiL, piL) = (0.5, 1, 30, 100000), (alphalR, tho1R, u1R, p1R) = (0.5, 1, ~30, 100000), gammal =1.4,

CEA Sacla
Densite Vitesse
implce acoustiie ~— mpicite acousilje
i implice matie " implcite matr
— expice — expliie

1 "
250 o0 7 1 250 s 7 1000
x x
Pression Nombre de Mach
11,
— impicie acousife — implcte acousifjue

— explicite

— explicite




Double choc 2

Stage M2 1: Schema implicite, CFL acoustique avec coef: 1, temps = 0.0003s, n = 73 iterations, dernier pas de temps dt = 0.0000041s, duree du calcul: 12.723s.
2: Schema implicite, CFL matiere avec coef: 1, temps = 0.0003s, n = 13 iterations, dernier pas de temps dt = 0.000025s, duree du calcul: 4.367s.

3: Schema explicite, CFL acoustique avec coef: 1, temps = 0,00035, n = 75 iterations, dernier pas de temps dt = 0.0000040s, duree du calcul: 7.97s.

Etat inital: (alphail, tho1l, uiL, piL) = (0.5, 1, 100, 100000), (alphaiR, tho1R, ulR, p1R) = (0.5, 1, ~100, 100000, gammal =1.4,

CEA Sacla
Densite Vitesse
implce acoustiie —mpicte acoustlfue
f " implcite matr
| o™ e
1
f
L k
p
100 200 E a R E 4
x x
Pression Nombre de Mach
= ]
— o
I —— implicite matiere A\ —— implicite matiere
/ — expice — explcie
o
I S
/ .
o 2 E 4 R 2 a 0




Systéme d'équations

Stage M2
CEA Saclay 8[‘0[]_ _|_ UlaxOél — 07
Or(a1p1) + Ox(a1prur) =0,
Or(arprur) + Ox(crprun® + arpr) — prdxar = 0,
Ot(a1p1Er) + Ox[(cap1Er + arpr)ur] — prujOxar =0,
Or(azp2) + Ox(a2pau2) = 0,
Oe(a2pauz) + Ox(a2patn® + cp2) — piOxaz =0,
Ot(aap2Ep) + Ox[(a2p2Er + cap2)uz] — prujdxan = 0.
Dans ce systéme oy pour k = 1,2 est la fraction de volume de
la phase k. On a de plus des relations de fermeture :
o a1 +ax=1;
o loi d’'état dans chaque phase;

o expression de la vitesse interfaciale u;;
o expression de la pression interfaciale p;.

Le modéle



Pression et vitesses interfaciales (thése N. Seguin)

Stage M2 Lt s
Définitions

CEA Saclay

up = Bur + (1 — B)ua, et py = pp1 + (1 — p)p2,

ou
_ X1p1
xoapr + (1= x)azp2’
“ (1-B)T.
- 2
p= » x €[0,1],
BT+ (1-pB)T2
Le modéle pour assurer |'existence d'une entropie (condition sur p;) et

pour que le champ associé a I'onde u; soit linéairement
dégénéré (condition sur u;).

Typiquement,

x=1douf=1,u=0,u =u et p=p.




Difficultés de résolution et Objectifs

Stage M2 Difficultés supplémentaires pour Baer Nunziato par rapport a
CEA Saclay Euler

o probléme de Riemann compliqué (ondes méme pas
ordonnées),

Le modéle



Difficultés de résolution et Objectifs

Stage M2 Difficultés supplémentaires pour Baer Nunziato par rapport a

EEA Skl Euler

o probléme de Riemann compliqué (ondes méme pas
ordonnées),

@ impossible de découpler directement les deux phases a
cause des termes en p; et uy,

Le modéle
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@ impossible de découpler directement les deux phases a
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Difficultés de résolution et Objectifs

Stage M2 Difficultés supplémentaires pour Baer Nunziato par rapport a
EEA Skl Euler

o probléme de Riemann compliqué (ondes méme pas
ordonnées),

@ impossible de découpler directement les deux phases a
cause des termes en p; et uy,

@ présence de termes non conservatifs,

@ pas de choix évident pour avoir une vitesse de projection.

Le modéle



Difficultés de résolution et Objectifs

Stage M2 Difficultés supplémentaires pour Baer Nunziato par rapport a
CEA Saclay Euler
o probléme de Riemann compliqué (ondes méme pas
ordonnées),
@ impossible de découpler directement les deux phases a
cause des termes en p; et uy,
@ présence de termes non conservatifs,
@ pas de choix évident pour avoir une vitesse de projection.
Caractéristiques souhaitées pour le schéma numérique

Le modéle

o deux phases découplées et semblables a Euler,




Difficultés de résolution et Objectifs

Stage M2 Difficultés supplémentaires pour Baer Nunziato par rapport a
CEA Saclay Euler

o probléme de Riemann compliqué (ondes méme pas
ordonnées),

@ impossible de découpler directement les deux phases a
cause des termes en p; et uy,

@ présence de termes non conservatifs,

@ pas de choix évident pour avoir une vitesse de projection.

Caractéristiques souhaitées pour le schéma numérique
o deux phases découplées et semblables a Euler,

o semi-implicite (grands pas de temps possibles) en assurant
une certaine stabilité,



Difficultés de résolution et Objectifs

Stage M2 Difficultés supplémentaires pour Baer Nunziato par rapport a
CEA Saclay Euler

o probléme de Riemann compliqué (ondes méme pas
ordonnées),

@ impossible de découpler directement les deux phases a
cause des termes en p; et uy,

@ présence de termes non conservatifs,

@ pas de choix évident pour avoir une vitesse de projection.

Caractéristiques souhaitées pour le schéma numérique

o deux phases découplées et semblables a Euler,

o semi-implicite (grands pas de temps possibles) en assurant
une certaine stabilité,

@ structure conservative des équations conservée pour les
variables oy p1, appo, arprur + appaus et
arp1E1 + aopoEs.



Stage M2

CEA Saclay Ora; = 0,

Or(awpi) + awprOxuy + ugdx(akpi) = 0,

O¢(auprui) + oupicurOxug + uOx (g preui )+
+ akOxpk + PkOx(ak) — prox(ax) = 0,

Enples Ot(okprEx) + oukpr ExOxui + upOx (o pi Ex )+
+ aOx(pr k) + prukOx(ak) — prujdx(ay) = 0.



Stage M2

CEA Saclay Oro = 0,

Ot(api) + awprOxuk + uOx(appr) = 0,

O¢(auprui) + oupicurOxug + wOx (g preug )+
+ akOxpk + PkOx (k) — p1Ox(ak) = 0,

Enples Ot(okprEx) + cukpr ExOxui + upcOx (o pic Ex )+
+ aOx(pr k) + prukOx(ak) — prudx(ay) = 0.

Etape de projection



Stage M2

CEA Saclay Oro = 0,

Ot(api) + awprOx g + udx(appr) = 0,

Ot(auprui) + oupicugOxug + uOx (g preug )+
+ aOxpk + PkOx (k) — prOx(ak) = 0,

A o Ot(okprEx) + cukpr ExOxui + upOx (o pic Ex )+
+ aOx(pr k) + prukOx(ak) — prujdx(ay) = 0.

Etape de projection
Etape lagrangienne



Stage M2

CEA Saclay Oro = 0,

Ot(api) + awprOx g + udx(appr) = 0,

Ot(auprui) + oupicugOxug + uOx (g preug )+
+ akOxpk + PkOx (k) — p1Ox(ak) = 0,

A vz Or(awprEx) + cupr ExOxuy 4 ugOx (e pr Ex )+
+ e Ox(Prcuk) + pruOx (o) — prupOy (o) = 0.
Etape de projection

Etape lagrangienne
Etape terme source



Splitting (1/2)

Stage M2
1) LAGRANGE
CEA Saclay
3ta1 = 0,
Ot (akpk) + cuprOxuy = 0,
Or(akpruk) + oprurOxuk + ayOxpi =0,

Or(akprEr) + cupr ExOxug + o, Ox(piuk) = 0.
2) PROJECTION

e o =0
i O (akp) + ukdx(akpx) =0,
3t(akpk”k) + ukax(OékPkUk) =0,
Ae(oupr Ex) + ukdx(akpEx) = 0.



Splitting (2/2)

Stage M2
- 3) TERME SOURCE
Oray = 0,

Ir(akpk) =0,

Or(akpruk) + (pk — p1)0x(ak) = 0,

Ot (akpkEx) + (pruk — prup)x(ax) = 0.

4) MISE A JOUR DE LA FRACTION DE VOLUME
Oty + updyay = 0,
Or(cupi) = 0,

Ot (akpruk) =0,
O (o prEx) = 0.



Réécriture de la phase lagrangienne

= Simplification par «y :
CEA Saclay

Oraiy = 0,

O(pk) + pkOxuk = 0,

Ot(pruk) + prukOxuk + Oxpi = 0,
Ot(pkEx) + pi ExOxuy + Ox(pruk) = 0.

Au niveau
continu



Réécriture de la phase lagrangienne

Premier changement de
variables :

Oraiy = 0,

O(pk) + pkOxuk = 0,

Ot(pruk) + prukOxuk + Oxpi = 0,
Ot(pkEx) + pi ExOxuy + Ox(pruk) = 0.

= =8 Simplification par oy :
CEA Saclay

8t041 = 07

0T — TkOxl = 0,

Orug + TkOxpi = 0,

O¢Ex + Tk Ox(pruk) = 0.

Au niveau
continu



Réécriture de la phase lagrangienne

= Simplification par «y :
CEA Saclay

Relaxation puis deuxiéme
changement de variables :
A e Oren =0,
(W) + ari0x(Wy) = 0,
3t(Wk) - 8ka3x(Wk) =0,
8t(lk) = 0,
8tEk + Tkax(ﬂ'kuk) =0.

Ora; =0,

O(pk) + pkOxuk = 0,

Oe(pruk) + prukOxuk + Oxpi = 0,
Ot(pkEx) + pi ExOxuy + Ox(pruk) = 0.

Premier changement de
variables :
Ora; = 0,
OrTk — TkOxug = 0,
Orug + TkOxpx = 0,
O¢Ex + Tk Ox(pruk) = 0.

Notations :

%
Wi = mi + aku,
Wk = Tk — adk Uk,

Iy = 7k + ak>T.



Notations

Stage M2

CEA Saclay

Ok oy (€73

(aU)kn Lagrange (a[U)k"ﬁ Projection (a[U)k"b
Uy n U, nit Uy nb
ag” ag” ak n+1
(00" | —= | (D)™ | —— | (al), """
i Uk"b Source U, nf Maj ak Uy n+1
Schéma

numérique

On se limite au cas de conditions aux limites de type Neumann.



Résolution discrete (1/4)

Stage M2 Etape lagrangienne

CEA Saclay — nﬁ — A nﬁ — n]j
nt n
ij = W akA k [Wk_/—l—l W a
ng _

W = 1],
wnt WkJ jL<V_Vk1+1
Tkjv1/2 = 5

— nf ng
e Wi — ij+1
kj+1/2 — 2a ’

At : oyt

nt x x\Nff
Ekj = Ekj —m[( k,+1/2 (”k”k)j—1/2]'

Changement de variables (odU)kJ'-1Ii = (aU)k(akJ’-’,WkJ'-’ﬂ).




Résolution discréte (2/4)

Stage M2
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Etape de projection

b At
(D) = (U] + T A(i]* ) T (D)

—(ui 1 ) (@O + [( 72 )™ — (k) 1))

uuuuuuuuu



Résolution discréete (3/4)

Stage M2
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Etape terme source

W},ﬁ = Tkj_1/2:

Ty *

(P“)kj = Tkj—1/2Yj-1/2

ﬁ:/@ﬁ_‘_(l _B)Eau_lz VU_1+(1 —V)U_Z;PIUI = piuy,
akjr',+1/2 = ak},?

+1 nb —
(O‘U)kj"’ (au) - _(P Jnﬁ - PIJ )(O‘kj"1+1/2 - O‘k}’—l/z)’

n n At nﬁ nﬁ n n
(@) = (@B — 7 ((pu)i;” — (P ) (@kfaro — 02




Résolution discréte (4/4)

Stage M2

CEA Saclay Mise a jour de la fraction volumique

nﬂ *nﬁ ﬁ
Uiii1p = Buiiiy + (L= B)uzfiy o

1 _
O‘IJ’H_ _alj {( IJ 1/2) 0‘1_;'1—1 _(”71’73_1/2) 0‘11"14—1

*nff

+[(”I1+1/2) (”IJ 1/2) ]a]-_;:’}

n+1

(6%) = 1—a1”+1.



Résolution discréte (4/4)

Stage M2

CEA Saclay Mise a jour de la fraction volumique

ng *n nf
Ujiaje = Buijip + (1= Bluzjiy .

O‘IJ’H_I = a]-_j {( IJ 1/2) 0‘1_;'1—1 - (”71’73_1/2)_0‘11’:’4—1
(i )7 = (@i ) len ]}
a2"+1 =1- a1”+1.
chéma
nimEiaue Relaxation : m ™ = p((aU)k"+1, J"+1).

Changement de variables :

Wil = Wi(0U)e ™, e L, mi ).



Justification de la méthode de discrétisation des

termes non conservatifs (1/7)

Stage M2

Objectif :
conserver la structure conservative des équations pour les
variables a1 p1, azpa, arprur + aopous et ayprEy + axprB.
Rappel : Equations de Baer Nunziato

CEA Saclay

Oraq + upOgoq =0,

Ot(cap1) + Ox(c1prur) = 0,

Oc(arprur) + Ox(arprun® + a1pr) — pixar =0,
Or(c1p1Er) + Ox[(caprEx + a1pr)ui] — pruOxar = 0,
Ot(a2p2) + Ox(c2p2uz) = 0,

Or(azpaun) + Ox(azpaun® + azpa) — prxaz =0,
Ot(a2p2E2) + Ox[(c2p2E2 4 az2p2)u2] — prujOxaz = 0.

avec ap = 1 — .



Justification de la méthode de discrétisation des

termes non conservatifs (2/7)

Stage M2 R . L. L.
Probléme Le schéma numérique pour les phases lagrange suivi

de projection ne s'écrit pas sous forme conservative locale. A la
place, on a I'écriture :

CEA Saclay

U™ = Uy N Gifje — Gijlyo N Ni*

At Ax Ax O
ol
Gijyyn = (Uifiay) UG + (651 ) Uk
et
romérique 0
Nk},ﬁ = ak}’(”;ﬁ-l/z - 7T;:J",—l/z)

n *n *N kN *n
Ckj (ij+1/2 Ukjr12 = Tkj—12 ”kj—1/2)




Justification de la méthode de discrétisation des
termes non conservatifs (3/7)

Stage M2

CEA Saclay

Stratégie
Discrétiser I'étape terme source de maniére a assurer les bonnes
propriétés de conservativité. C'est-a-dire, choisir judicieusement
Pk, (Pu)k. PI. (pu)i et akji1 -

Rappel : étape de discrétisation des termes sources

1 m _
(a”)kJ"H— = (au) (ijntt PIJ )(akfﬂ/z - akf—l/z):

onti n nb n n
e (OtE)kj+1 = (aE); — E((P”)kj — (pu)ij H)(Otk,']ﬂ/z — oy

numérique



Justification de la méthode de discrétisation des

termes non conservatifs (4/7)

Stage M2 Le schéma global pour les variables conservatives s'écrit :

CEA Saclay n+1 nt 0
(@U)k; ™ — (aU)x; s
Ax At = - ak, (7T1q+1/2 Thej— 1/2) .
QX (7Tk,+1/2”k,+1/2 71'k,—1/2”kj—1/2)
0
+ (Px — ﬁ)(ak},+1/2 - O"<J"'—1/2) (Gk1+1/2 kﬁl/g)

(Pt = Prun)(efyy o = kj_y2)-
L'objectif est d'obtenir :
ak}'(ﬂiﬁ_yz - Wﬁ}lﬁuz) + W(ak},+1/2 - akj", 1/2) =

o (am)if

J+1/2 — (am)” 1/2’

n(,_xnf * nff *nf *«nff S YRITH n _ o n —
Qj (ij+1/2 Ukjr12 — 7Tkj—1/2”kj—1/2) + pk”k(akj+1/2 O"‘j—l/Z) -

(Om”)kﬁl/z - (aﬂu)kﬂl/z-



Justification de la méthode de discrétisation des
termes non conservatifs (5/7)

Stage M2

CEA Saclay

Théoréme La formule de Leibniz permet de calculer la variation
A(fg) du produit de deux fonctions f et g entre deux
"instants" Ret L:

A(fg) = (fg)r — (fg) = F Dg + EAF,

7= krefL + (1 — kre)fr,
e = (1 krL)EL + KRLER,

ceci étant vrai pour tout kg, € [0, 1].



Justification de la méthode de discrétisation des

termes non conservatifs (6/7)

Stage M2 Cette formule permet d'obtenir les bonnes propriétés de
- conservativité dés que les relations suivantes entre Py, Pr Uk €t
Qkjy1/2 sont satisfaites pour un certain «; € [0,1] :

n___...n . n
Qkj = KjQkjy1/2 + (1 “J)akj—1/2a

Prj = (1= “J')Wlt,’-’L/z + "‘J'Wlt}’L/z’
Pruk; = (1 — “j)”/ﬁﬂl/z”iﬂyz + “j”lt;L/z ”;;L/z'
Par exemple, avec x; = 1:

n _ n
akj+1/2 = Qkj,

Schéma
e

— _ _xnf
Pkj = Tkj—1/2’

Pl = mi™
Pictkj = Thkj—1/2Ykj-1/2"



Justification de la méthode de discrétisation des
termes non conservatifs (7/7)

Stage M2

CEA Saclay _
Etape terme source :

W},ﬁ = Tkj_1/2:

Ty *

(P“)kj = Tkj—1/2Yj-1/2

ﬁ:/@ﬁ_‘_(l _B)Eau_lz I/U_1—|-(1 —V)U_Z;PIUI = piuy,
akjr',+1/2 = ak},?

+1 nb —
(O‘U)kj"’ (au) - _(P Jnﬁ - PIJ )(O‘kj"1+1/2 - O‘k}’—l/z)’

n n At nﬁ nﬁ n n
(@) = (@B — 7 ((pu)i;” — (P ) (@kfaro — 02




Propriétés de |'algorithme

Stage M2 Théoréeme Supposons que I'on a 0 < alj’-' < 1, alors, sous
CEA Seely condition CFL

At < _ 2ay
Ax maxlSiSN{(<M>kj,1—<ﬁ>k}1)+—(<m>k;—<m>k!~+1)_}’
pour k=1 et k=2;

ﬁ . .
oll < M >4, < 7 >4 < T >4 et < M >4 sont définies
explicitement au temps n et ne dépendent pas de At, on a

0< alj'-’“ <let0< azj'-’“ <1,
et

Propriétés

0< plj'-'+1 et 0 < pzj’-"H :
De plus, le schéma peut s'écrire sous forme localement
conservative pour les variables : ayp1, anpa, arpiur + appauo,

a1p1E1 + aoprEo.



Test 1a - LP explicite, LP implicite, Rusanov pour
nx = 250 mailles a t = 0.025 s (1/2)

Stage M2

CEA Saclay

Résultats




Test 1a - LP explicite, LP implicite, Rusanov pour
nx = 250 mailles a t = 0.025 s (2/2)

Stage M2

CEA Saclay

Rusanov —— Rusnov ——
LPexplicite - LP explicite -
LPimplicite LPimplicite e
100500 100500
100000 100000
Résultats 90500 90500
99000 90000
o 025 05 075 1 0 025 05 075 1

P1 p2



Test 1a - LP implicite pour différentes tailles de
maillages a t = 0.025 s (1/2)

Stage M2

CEA Saclay

Résultats




Test 1a - LP implicite pour différentes tailles de
maillages a t = 0.025 s (2/2)

Stage M2

CEA Saclay

Résultats




Test 1a - statistiques

Stage M2

CEA Saclay

Schéma Mailles | Itéra® dt (s) Calcul (s)

Rusanov 250 4231 | 0.0000006 | 172.959
LP explicite 250 4297 | 0.0000006 | 818.999
LP implicite 50 13 0.0002 3.248
LP implicite 250 63 0.00004 15.629
LP implicite 500 126 0.00002 67.557

Résultats



Test 2 - LP implicite pour différentes tailles de
maillages a t = 0.0015 s (1/2)

Stage M2

10000 points
Rusanovi(reference)

Résultats




Test 2 - LP implicite pour différentes tailles de
maillages a t = 0.0015 s (2/2)

Stage M2

Résultats




Test 2 - LP explicite, LP implicite, Rusanov pour
nx = 500 maillesa t = 0.2 s (1/4) : p

Stage M2

CEA Saclay

0.26

0.255

0.25

0.245

0.24

0.235

Résultats

0.23

Rusanov -
LP explicite
LPimplicite -

Rusanov(reference)

V-

0.25

0.5

0.75

125 15 1.75



Test 2 - LP explicite, LP implicite, Rusanov pour
nx = 500 mailles a t = 0.2's (2/4) : p2

Stage M2

T, < T T
CEA Saclay | A R : Rusanov

LP explicite
4500 LPimplicite =
L - Rusanov(reference) -
14000
13500 P\
13000 '
Propriét 12500
Résultats
12000

0 0.25 0.5 0.75 1 125 15 1.75 2



Test 2 - LP explicite, LP implicite, Rusanov pour
nx = 500 mailles a t = 0.2 s (3/4)

Stage M2

CEA Saclay

025 05 075 1 125 15 175

0265 0265
Rusanoy —— Rusanoy ——
LPexqlicte - LPexplicite -
02 LPimplicite - | 026 i — LPimplicite |
0255 0255 \
025 7 \ 025 - 1
0245 t 0245 \ é
Résultats 024 1,_ 024
0235 0235
0z 023
0 02 05 07 1 125 15 175 2 0 02 05 075 1 125 15 175 2

p1 p2



Test 2 - LP explicite, LP implicite, Rusanov pour

nx = 500 mailles & t = 0.2 s (4/4)

Stage M2

; Rusiov —— Rusnoy ——
STETT L \Ledlicite — RSl —
- SF s bimplidte e 770 Lpimpliate oo
CEA Saclay 2 ; ¢ 2 R RSOV (reerence)
15 15
10 10
5 5
0 o
o o0z 05 07 1 125 15 175 2 0 075 1 125 15 115 2
15000 - 15000
'''''' Rusanov —— Rusnov ——
LPexplicite LPexplidte
LPimplicite - LPimplicite -
14500 1 14500 |
14000 14000
13500 13500 \-
Résultats
12500 12500
0 02 05 o075 1 125 15 175 2 0 o0 05 o 1 125 15 175 2

P1 P2



Stage M2

CEA Saclay

> semi

Test 2 - Statistiques

Schéma Mailles | Itéra® dt (s) Calcul (s)
Rusanov 250 138 | 0.0000109 7.612
Rusanov 500 275 | 0.0000055 11.557
Rusanov 1000 | 550 | 0.0000027 | 31.466
LP explicite 250 138 | 0.0000109 24.471
LP explicite | 500 276 | 0.0000055 99.98
LP explicite | 1000 551 | 0.0000027 | 205.078
LP implicite | 250 6 | 0.0002769 4.384
LP implicite | 500 11 | 0.0001549 9.801
LP implicite | 1000 20 | 0.0000787 49.068
LP implicite | 5000 94 | 0.0000165 | 1752.339
LP implicite | 10000 | 184 | 0.0000083 | 10322.515




Test 3 - LP explicite, LP implicite, Rusanov pour
nx = 500 maillesa t = 0.2 s (1/3) : py

Stage M2

CEA Saclay

Résultats




Test 3 - LP explicite, LP implicite, Rusanov pour
nx = 500 mailles a t = 0.2 s (2/3)

Stage M2

CEA Saclay

Résultats




Test 3 - LP explicite, LP implicite, Rusanov pour

nx = 500 mailles a t = 0.2 s (3/3)

Stage M2

LPimplicite =

CEA Saclay

Rusanov ——
0.09 LP explicite -

0\

Résultats

o 025 05 075

025

075 1

g

025

075 1



Test 3 - LP implicite pour différentes tailles de
maillages a t = 0.2 s (1/3) : py

Stage M2

CEA Saclay ' 100 points
108 —— L —
106 Mﬁgﬁ’mgg S
1.04 i
1.02 i
1
0.98
0.96
L 7 0.94
Résultats 092
0.9

0 0.25 0.5 0.75 1



Test 3 - LP implicite pour différentes tailles de
maillages a t = 0.2 s (2/3)

Stage M2

CEA Saclay

Résultats




Test 3 - LP implicite pour différentes tailles de
maillages a t = 0.2 s (3/3)

Stage M2

CEA Saclay

Résultats




Test 3 : Statistiques

Stage M2

S Schéma | Mailles | Itéra® |  dt (s) Caleul (s)

? cand Rusanov 250 658 | 0.0003043 22.403
. Rusanov 500 1315 | 0.0001521 63.121
Rusanov 1000 | 2630 | 0.0000761 | 144.602
LP explicite 250 659 | 0.0003043 | 107.656
LP explicite 500 1317 | 0.0001521 | 433.843
LP explicite | 1000 | 2631 | 0.0000761 | 1156.948
LP implicite 100 14 | 0.0125722 3.29
LP implicite | 250 37 | 0.0051841 14.453
LP implicite | 500 75 | 0.0026228 29.975
LP implicite | 1000 151 | 0.0013139 | 118.485
LP implicite | 5000 758 | 0.0002639 | 14192.245




Conclusion

Stage M2

Cas Euler on a retrouvé les résultats de |'article, et choisi une
interprétation du Lagrange Projection qui peut &tre élargie au
cas diphasique,

CEA Saclay

Résultats



Conclusion

Stage M2

Cas Euler on a retrouvé les résultats de |'article, et choisi une
interprétation du Lagrange Projection qui peut &tre élargie au
cas diphasique,

Cas Baer Nunziato on dispose désormais d'un algorithme :

CEA Saclay

@ semi-implicite & grands pas de temps qui conserve la
positivité de la densite,

@ conservatif pour les grandeurs souhaitées,
@ qui donne des résultats prometteurs.

Résultats



Conclusion

Stage M2

Cas Euler on a retrouvé les résultats de |'article, et choisi une
interprétation du Lagrange Projection qui peut &tre élargie au
cas diphasique,

Cas Baer Nunziato on dispose désormais d'un algorithme :

CEA Saclay

@ semi-implicite & grands pas de temps qui conserve la
positivité de la densite,

@ conservatif pour les grandeurs souhaitées,
@ qui donne des résultats prometteurs.

Ouvertures : passage a des cas tests plus réalistes et pertinents
pour le CEA

o conditions aux limites variées,

Résultats

o positivité de I'énergie interne,

@ passage en deux dimensions.



Stage M2

Résultats




Stage M2

CEA Saclay

Résultats

mailles a t = 0.2 s (1/2)

016 Rusanov(reference)

0 0% 05 075 1 125 15 175 2

Test 2 - Variables conservatives pour nx = 500

Rusanov
LPexplicite
LPimplicite -

025 05 075 1 125 15 175 2
Rusanov
LPexplicite
LPimplicite -
Rusov(reference) -
=
0% 05 075 1 125 15 175 2

Q202



Test 2 - Variables conservatives pour nx = 500

mailles a t = 0.2 s (2/2)

Stage M2

i Ru:nw
LPedqlicte
4 16 LPimplicite -
CEA Sacla Rusanov(reference)
CEA Saclay a5 "
3 12
25 10
2 8
15 6
1 4
0s 2
o 0 ! AV
0 0 02 05 07 1 125 15 175 2
2400 11000
2200 10000
Rusenov(reference)
2000 %000
1800 8000
1600 7000
P Y 1400 6000
Résultats 1200 5000
800 3000
0 02 05 07 1 125 15 175 2 0 02 05 07 1 125 15 175 2




Test 3 - Variables conservatives pour nx = 500
mailles a t = 0.2 s (1/2)

Stage M2

CEA Saclay

Rusanov ——
LPexplicite -
LPimplicite - | 06

Résultats




Test 3 - Variables conservatives pour nx = 500
mailles a t = 0.2 s (2/2)

Stage M2

CEA Saclay

025

05

ai1p1in Q2p2U2
08 07
07 06
05
06
04
05
03
. . 04
Résultats 02 J
03 01 j{.u -
02 o
o 025 05 075 1 0 025 05 075 1

a1p1E1 axprEp
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