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Obje
tifs
Comprendre et implémenter les travaux de F. Coquel, Q.L.Nguyen, M. Postel et Q.H. Tran. Entropy satisfyingrelaxation method with large time-steps for Euler IBVP's.Math. Comp, 79 :1493-1533, 2010, sur la semiimpli
itation d'un s
héma Lagrange Proje
tion pour leséquations d'Euler dans un 
adre subsonique,Etendre au 
as des s
hémas diphasiques de type BaerNunziato : s'e�or
er de retrouver les mêmes avantages, enparti
ulier la CFL matière.
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héma numériquePropriétésRésultats2 LP semi impli
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NotationsVariables :
ρ : densité, u : vitesse,E : énergie totale, e = E − u22 énergie interne,p = p(ρ, e) : pression, π : pression relaxée,
 : vitesse du son.Ve
teurs d'état (variables 
onservatives, lagrangiennes, etsymétriques) :

U =





ρ

ρu
ρE ; V =





τ = 1
ρuE 

 ; W =









π + au
π − au
π + a2τE 







,où a = maxt,x(ρ
) : 
oe�
ient dans la relaxation.
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Lagrange proje
tion vu 
omme un splittingd'opérateur
∂tρ+ ∂x(ρu) = 0,

∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + p) = 0,
∂t(ρE ) + ∂x(u(ρE + p)) = 0,



Stage M2CEA Sa
layLP semiimpli
itepour EulerAu niveau
ontinuS
hémanumériquePropriétésRésultatsLP semiimpli
itepour BaerNunziatoLe modèleAu niveau
ontinuS
hémanumériquePropriétésRésultats

Lagrange proje
tion vu 
omme un splittingd'opérateur
∂tρ+ ∂x(ρu) = 0,

∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + p) = 0,
∂t(ρE ) + ∂x(u(ρE + p)) = 0,ou en développant

∂tρ+u∂xρ+ρ∂xu = 0,
∂t(ρu)+u∂x (ρu)+ρu∂xu + ∂xp = 0,

∂t(ρE )+u∂x (ρE )+ρE∂xu + ∂x(up) = 0.
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Lagrange proje
tion vu 
omme un splittingd'opérateur
∂tρ+ ∂x(ρu) = 0,

∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + p) = 0,
∂t(ρE ) + ∂x(u(ρE + p)) = 0,ou en développant

∂tρ+u∂xρ+ρ∂xu = 0,
∂t(ρu)+u∂x (ρu)+ρu∂xu + ∂xp = 0,

∂t(ρE )+u∂x (ρE )+ρE∂xu + ∂x(up) = 0.que l'on "splitte" enLAGRANGE
∂tρ+ρ∂xu = 0,

∂t(ρu)+ρu∂xu + ∂xp = 0,
∂t(ρE )+ρE∂xu + ∂x(up) = 0. puis PROJECTION

∂tρ+u∂xρ = 0,
∂t(ρu)+u∂x (ρu) = 0,
∂t(ρE )+u∂x(ρE ) = 0.
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Opérations sur la phase lagrangienne (1/2)
Changement de variables U→ V :

∂tρ+ρ∂xu = 0,
∂t(ρu)+ρu∂xu + ∂xp = 0,

∂t(ρE )+ρE∂xu + ∂x(up) = 0. ⇔ ∂tτ − τ∂xu = 0,
∂tu + τ∂xp = 0,

∂tE + τ∂x(pu) = 0.ave

τ =

1
ρ
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Opérations sur la phase lagrangienne (2/2)Approximation : Relaxation à 
haque itération
∂tτ − τ∂xu = 0, (1a)
∂tu + τ∂xπ = 0, (1b)

∂tE + τ∂x(πu) = 0, (1
)
∂tπ + a2τ∂xu = 0. (1d)où a véri�e a > ρ
 . I
ia = maxx∈R,t∈[0,+∞[

{ρ(x , t)
(x , t)}.
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Opérations sur la phase lagrangienne (2/2)Approximation : Relaxation à 
haque itération
∂tτ − τ∂xu = 0, (1a)
∂tu + τ∂xπ = 0, (1b)

∂tE + τ∂x(πu) = 0, (1
)
∂tπ + a2τ∂xu = 0. (1d)où a véri�e a > ρ
 . I
ia = maxx∈R,t∈[0,+∞[

{ρ(x , t)
(x , t)}.Changement de variable V→W

∂t(π + au) + aτ∂x(π + au) = 0, (1d) + a (1b)
∂t(π − au)− aτ∂x(π − au) = 0, (1d)− a (1b)

∂t(π + a2τ) = 0, (1d) + a2(1a)
∂tE + τ∂x(πu) = 0. (1
)
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Système à dis
rétiserPhase lagrangienne
∂t(−→W ) + aτ∂x (−→W ) = 0,
∂t(←−W )− aτ∂x (←−W ) = 0,

∂t(I ) = 0,
∂tE + τ∂x(πu) = 0.

Notations
−→W = π + au,
←−W = π − au,I = π + a2τ.Phase de proje
tion

∂tρ+u∂xρ = 0,
∂t(ρu)+u∂x (ρu) = 0,
∂t(ρE )+u∂x (ρE ) = 0.
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Notations
Ω = [0, L] ⊂ R,ave
 
onditions aux limites de Neumann au bord du domaine.On se donne un maillage de Ω régulier à N mailles de taille ∆xindexées par j tel que 1 ≤ j ≤ N.xj = 2j − 12N L et xj+1/2 = jN L.Z nj ≈ Z (tn, xj).
∆mj = ρj∆x .Z n

↓ phase lagrangienneZ n♯
↓ phase proje
tionZ n+1
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Résolution dis
rète (1/2) Wn → U
n♯Etape lagrangienne

−→W n♯j =
−→W nj − aj ∆t

∆mj [−→W n♯j −−→W n♯j−1],
←−W n♯j =

←−W nj + aj ∆t
∆mj [←−W n♯j+1 −←−W n♯j ],I n♯j = I nj ,

π∗
n♯j+1/2 = −→W n♯j +

←−W n♯j+12 ,u∗n♯j+1/2 = −→W n♯j −←−W n♯j+12aj+1/2 ,E n♯j = E nj − ∆t
∆mj [(π∗u∗)n♯j+1/2 − (π∗u∗)n♯j−1/2].
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Résolution dis
rète (1/2) Wn → U
n♯Etape lagrangienne

−→W n♯j =
−→W nj − aj ∆t

∆mj [−→W n♯j −−→W n♯j−1],
←−W n♯j =

←−W nj + aj ∆t
∆mj [←−W n♯j+1 −←−W n♯j ],I n♯j = I nj ,

π∗
n♯j+1/2 = −→W n♯j +

←−W n♯j+12 ,u∗n♯j+1/2 = −→W n♯j −←−W n♯j+12aj+1/2 ,E n♯j = E nj − ∆t
∆mj [(π∗u∗)n♯j+1/2 − (π∗u∗)n♯j−1/2].Changement de variable
U
n♯j = U(Wn♯j ).
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Résolution dis
rète (2/2) Un♯ →W
n+1Etape proje
tion

U
n+1j = U

n♯j +
∆t
∆x {(u∗n♯j−1/2)+Un♯j−1+

+ [(u∗n♯j+1/2)− − (u∗n♯j−1/2)+]Un♯j − (u∗n♯j+1/2)−Un♯j+1}.Notations
(X )+ = X siX > 0; 0 sinon.
(X )− = X siX < 0; 0 sinon.
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Résolution dis
rète (2/2) Un♯ →W
n+1Etape proje
tion

U
n+1j = U

n♯j +
∆t
∆x {(u∗n♯j−1/2)+Un♯j−1+

+ [(u∗n♯j+1/2)− − (u∗n♯j−1/2)+]Un♯j − (u∗n♯j+1/2)−Un♯j+1}.Notations
(X )+ = X siX > 0; 0 sinon.
(X )− = X siX < 0; 0 sinon.Proje
tion pour la relaxation et 
hangement de variables

πn+1j = p(Un+1j ),

W
n+1j = W(Un+1j , πn+1j ).
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Existen
e d'une forme lo
alement 
onservativeLe s
héma peut s'é
rire sous forme lo
alement 
onservative :
U
n+1j − U

nj
∆t +

G
n♯j+1/2 −G

n♯j−1/2
∆x = 0,où

G
n♯j+1/2 = (u∗n♯j+1/2)+Un♯j + (u∗n♯j+1/2)−Un♯j+1 + B

n♯j+1/2,et
B
n♯j+1/2 = 





0
π∗

n♯j+1/2
π∗

n♯j+1/2u∗n♯j+1/2 .
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Condition CFLThéorèmeSous 
ondition CFL
∆t
∆x <

2amax1≤j≤N {

(
−→Mnj−1 −←−mnj )+ − (−→mnj −←−Mnj+1)−} ,où −→M , ←−m , ←−M et −→m sont dé�nies expli
itement au temps n par(2) et ne dépendent pas de ∆t, on a

ρn+1j > 0 et en+1j > 0.
−→Mnj = max1≤k≤j−→W nk , −→mnj = min1≤k≤j−→W nk ,
←−Mnj = max1≤k≤j←−W nk , ←−mnj = min1≤k≤j←−W nk . (2)
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Dis
ontinuité de 
onta
t
1: Schema implicite, CFL acoustique avec coef: 1, temps = 0.00125s, n = 774 iterations, dernier pas de temps dt = 0.0000016s, duree du calcul: 59.229s.
2: Schema implicite, CFL matiere avec coef: 1, temps = 0.00125s, n = 26 iterations, dernier pas de temps dt = 0.00005s, duree du calcul: 4.333s.
3: Schema explicite, CFL acoustique avec coef: 1, temps = 0.00125s, n = 774 iterations, dernier pas de temps dt = 0.0000016s, duree du calcul: 31.738s.
 Etat initial: (alpha1L, rho1L, u1L, p1L) = (0.5, 1, 100, 100000), (alpha1R, rho1R, u1R, p1R) = (0.5, 0.125, 100, 100000), gamma1 =1.4,
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Tube à 
ho
 de Sod
1: Schema implicite, CFL acoustique avec coef: 1, temps = 0.0003s, n = 360 iterations, dernier pas de temps dt = 0.0000008s, duree du calcul: 58.019s.
2: Schema implicite, CFL matiere avec coef: 1, temps = 0.0003s, n = 72 iterations, dernier pas de temps dt = 0.0000042s, duree du calcul: 15.624s.
3: Schema explicite, CFL acoustique avec coef: 1, temps = 0.0003s, n = 360 iterations, dernier pas de temps dt = 0.0000008s, duree du calcul: 33.959s.
 Etat initial: (alpha1L, rho1L, u1L, p1L) = (0.5, 1, 0, 100000), (alpha1R, rho1R, u1R, p1R) = (0.5, 0.125, 0, 10000), gamma1 =1.4,
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Double raréfa
tion
1: Schema implicite, CFL acoustique avec coef: 1, temps = 0.0003s, n = 244 iterations, dernier pas de temps dt = 0.0000012s, duree du calcul: 193.098s.
2: Schema implicite, CFL matiere avec coef: 1, temps = 0.0003s, n = 19 iterations, dernier pas de temps dt = 0.0000167s, duree du calcul: 59.451s.
3: Schema explicite, CFL acoustique avec coef: 1, temps = 0.0003s, n = 250 iterations, dernier pas de temps dt = 0.0000012s, duree du calcul: 82.129s.
 Etat initial: (alpha1L, rho1L, u1L, p1L) = (0.5, 1, −30, 100000), (alpha1R, rho1R, u1R, p1R) = (0.5, 1, 30, 100000), gamma1 =1.4,
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Double 
ho
 1
1: Schema implicite, CFL acoustique avec coef: 1, temps = 0.0003s, n = 133 iterations, dernier pas de temps dt = 0.0000023s, duree du calcul: 47.915s.
2: Schema implicite, CFL matiere avec coef: 1, temps = 0.0003s, n = 10 iterations, dernier pas de temps dt = 0.0000333s, duree du calcul: 10.145s.
3: Schema explicite, CFL acoustique avec coef: 1, temps = 0.0003s, n = 134 iterations, dernier pas de temps dt = 0.0000022s, duree du calcul: 20.491s.
 Etat initial: (alpha1L, rho1L, u1L, p1L) = (0.5, 1, 30, 100000), (alpha1R, rho1R, u1R, p1R) = (0.5, 1, −30, 100000), gamma1 =1.4,
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Double 
ho
 2
1: Schema implicite, CFL acoustique avec coef: 1, temps = 0.0003s, n = 73 iterations, dernier pas de temps dt = 0.0000041s, duree du calcul: 12.723s.
2: Schema implicite, CFL matiere avec coef: 1, temps = 0.0003s, n = 13 iterations, dernier pas de temps dt = 0.000025s, duree du calcul: 4.367s.
3: Schema explicite, CFL acoustique avec coef: 1, temps = 0.0003s, n = 75 iterations, dernier pas de temps dt = 0.0000040s, duree du calcul: 7.97s.
 Etat initial: (alpha1L, rho1L, u1L, p1L) = (0.5, 1, 100, 100000), (alpha1R, rho1R, u1R, p1R) = (0.5, 1, −100, 100000), gamma1 =1.4,
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Système d'équations
∂tα1 + uI∂xα1 = 0,

∂t(α1ρ1) + ∂x(α1ρ1u1) = 0,
∂t(α1ρ1u1) + ∂x(α1ρ1u12 + α1p1)− pI∂xα1 = 0,

∂t(α1ρ1E1) + ∂x [(α1ρ1E1 + α1p1)u1]− pIuI∂xα1 = 0,
∂t(α2ρ2) + ∂x(α2ρ2u2) = 0,

∂t(α2ρ2u2) + ∂x(α2ρ2u22 + α2p2)− pI∂xα2 = 0,
∂t(α2ρ2E2) + ∂x [(α2ρ2E2 + α2p2)u2]− pIuI∂xα2 = 0.Dans 
e système αk pour k = 1, 2 est la fra
tion de volume dela phase k . On a de plus des relations de fermeture :
α1 + α2 = 1 ;loi d'état dans 
haque phase ;expression de la vitesse interfa
iale uI ;expression de la pression interfa
iale pI .
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ontinuS
hémanumériquePropriétésRésultats

Pression et vitesses interfa
iales (thèse N. Seguin)Dé�nitionsuI = βu1 + (1− β)u2, et pI = µp1 + (1− µ)p2,où
β =

χα1ρ1
χα1ρ1 + (1− χ)α2ρ2 ,et

µ =
(1− β)T2

βT1 + (1− β)T2 , χ ∈ [0, 1],pour assurer l'existen
e d'une entropie (
ondition sur pI ) etpour que le 
hamp asso
ié à l'onde uI soit linéairementdégénéré (
ondition sur uI ).Typiquement,
χ = 1d'où β = 1, µ = 0, uI = u1 et pI = p2.
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Di�
ultés de résolution et Obje
tifsDi�
ultés supplémentaires pour Baer Nunziato par rapport àEulerproblème de Riemann 
ompliqué (ondes même pasordonnées),impossible de dé
oupler dire
tement les deux phases à
ause des termes en pI et uI ,présen
e de termes non 
onservatifs,pas de 
hoix évident pour avoir une vitesse de proje
tion.Cara
téristiques souhaitées pour le s
héma numériquedeux phases dé
ouplées et semblables à Euler,semi-impli
ite (grands pas de temps possibles) en assurantune 
ertaine stabilité,stru
ture 
onservative des équations 
onservée pour lesvariables α1ρ1, α2ρ2, α1ρ1u1 + α2ρ2u2 et
α1ρ1E1 + α2ρ2E2.
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∂tα1 = 0,

∂t(αkρk) + αkρk∂xuk + uk∂x(αkρk) = 0,
∂t(αkρkuk ) + αkρkuk∂xuk + uk∂x(αkρkuk)+

+ αk∂xpk + pk∂x(αk)− pI∂x(αk ) = 0,
∂t(αkρkEk) + αkρkEk∂xuk + uk∂x(αkρkEk)+

+ αk∂x(pkuk) + pkuk∂x(αk)− pIuI∂x(αk ) = 0.
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Splitting (1/2)1) LAGRANGE
∂tα1 = 0,

∂t(αkρk) + αkρk∂xuk = 0,
∂t(αkρkuk ) + αkρkuk∂xuk + αk∂xpk = 0,

∂t(αkρkEk) + αkρkEk∂xuk + αk∂x(pkuk ) = 0.2) PROJECTION
∂tα1 = 0,

∂t(αkρk ) + uk∂x(αkρk) = 0,
∂t(αkρkuk ) + uk∂x(αkρkuk) = 0,
∂t(αkρkEk) + uk∂x(αkρkEk) = 0.
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Splitting (2/2)3) TERME SOURCE
∂tα1 = 0,

∂t(αkρk) = 0,
∂t(αkρkuk) + (pk − pI )∂x(αk ) = 0,

∂t(αkρkEk) + (pkuk − pIuI )∂x(αk ) = 0.4) MISE À JOUR DE LA FRACTION DE VOLUME
∂tα1 + uI∂xα1 = 0,

∂t(αkρk) = 0,
∂t(αkρkuk ) = 0,
∂t(αkρkEk) = 0.
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Réé
riture de la phase lagrangienneSimpli�
ation par αk :
∂tα1 = 0,

∂t(ρk ) + ρk∂xuk = 0,
∂t(ρkuk ) + ρkuk∂xuk + ∂xpk = 0,

∂t(ρkEk) + ρkEk∂xuk + ∂x(pkuk) = 0.
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Réé
riture de la phase lagrangienneSimpli�
ation par αk :
∂tα1 = 0,

∂t(ρk ) + ρk∂xuk = 0,
∂t(ρkuk ) + ρkuk∂xuk + ∂xpk = 0,

∂t(ρkEk) + ρkEk∂xuk + ∂x(pkuk) = 0.
Premier 
hangement devariables :

∂tα1 = 0,
∂tτk − τk∂xuk = 0,
∂tuk + τk∂xpk = 0,

∂tEk + τk∂x(pkuk ) = 0.
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ontinuS
hémanumériquePropriétésRésultats

Réé
riture de la phase lagrangienneSimpli�
ation par αk :
∂tα1 = 0,

∂t(ρk ) + ρk∂xuk = 0,
∂t(ρkuk ) + ρkuk∂xuk + ∂xpk = 0,

∂t(ρkEk) + ρkEk∂xuk + ∂x(pkuk) = 0.
Premier 
hangement devariables :

∂tα1 = 0,
∂tτk − τk∂xuk = 0,
∂tuk + τk∂xpk = 0,

∂tEk + τk∂x(pkuk ) = 0.Relaxation puis deuxième
hangement de variables :
∂tα1 = 0,

∂t(−→W k) + akτk∂x(−→W k) = 0,
∂t(←−W k)− akτk∂x(←−W k) = 0,

∂t(Ik) = 0,
∂tEk + τk∂x(πkuk) = 0.

Notations :
−→W k = πk + akuk ,
←−W k = πk − akuk ,Ik = πk + ak 2τk .
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Notations




αkn
(αU)k n
Ukn 

 −−−−−→Lagrange 



αkn
(αU)k n♯
Ukn♯ 

 −−−−−−→Proje
tion 



αkn
(αU)k n♭
Ukn♭ 







αkn
(αU)k n♭
Ukn♭ 

 −−−−→Sour
e 



αk n
(αU)k n+1

Ukn♮ 

 −−−−→Maj αk 



αkn+1
(αU)k n+1
Ukn+1 

On se limite au 
as de 
onditions aux limites de type Neumann.
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Résolution dis
rète (1/4)Étape lagrangienne
−→W k n♯j =

−→W knj − ak ∆t
∆mkj [−→W kn♯j −−→W kn♯j−1],

←−W k n♯j =
←−W knj + ak ∆t

∆mkj [←−W kn♯j+1 −←−W kn♯j ],Ikn♯j = Iknj ,
π∗kn♯j+1/2 = −→W kn♯j +

←−W kn♯j+12 ,u∗k n♯j+1/2 = −→W kn♯j −←−W kn♯j+12a ,Ekn♯j = Eknj − ∆t
∆mkj [(π∗ku∗k)n♯j+1/2 − (π∗ku∗k)n♯j−1/2].Changement de variables (αU)k n♯j = (αU)k (αknj ,Wk n♯j ).
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Résolution dis
rète (2/4)
Étape de proje
tion

(αU)k n♭j = (αU)k n♯j +
∆t
∆x {(u∗k n♯j−1/2)+(αU)k n♯j−1

−(u∗k n♯j+1/2)−(αU)k n♯j+1 + [(u∗k n♯j+1/2)− − (u∗k n♯j−1/2)+](αU)k n♯j }.
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Résolution dis
rète (3/4)Étape terme sour
epkn♯j = π∗k j−1/2,
(pu)k n♯j = π∗k j−1/2u∗k j−1/2,pI = βp1 + (1− β)p2, uI = νu1 + (1− ν)u2, pIuI = pIuI ,
αknj+1/2 = αknj ,
(αu)k n+1j = (αu)k n♭j − ∆t

∆x (pk n♯j − pI n♯j )(αk nj+1/2 − αknj−1/2),
(αE )k n+1j = (αE )k n♭j − ∆t

∆x ((pu)k n♯j − (pu)I n♯j )(αk nj+1/2 − αknj−1/2.
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Résolution dis
rète (4/4)Mise à jour de la fra
tion volumiqueu∗I n♯j+1/2 = βu∗1n♯j+1/2 + (1− β)u∗2n♯j+1/2,
α1n+1j = α1nj + ∆t

∆x {(u∗I n♯j−1/2)+α1nj−1 − (u∗I n♯j+1/2)−α1nj+1
+[(u∗I n♯j+1/2)− − (u∗I n♯j−1/2)+]α1nj }

α2n+1 = 1− α1n+1.
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Résolution dis
rète (4/4)Mise à jour de la fra
tion volumiqueu∗I n♯j+1/2 = βu∗1n♯j+1/2 + (1− β)u∗2n♯j+1/2,
α1n+1j = α1nj + ∆t

∆x {(u∗I n♯j−1/2)+α1nj−1 − (u∗I n♯j+1/2)−α1nj+1
+[(u∗I n♯j+1/2)− − (u∗I n♯j−1/2)+]α1nj }

α2n+1 = 1− α1n+1.Relaxation : πkn+1j = p((αU)k n+1j , αkn+1j ).Changement de variables :
Wkn+1j = Wk((αU)k n+1j , αk n+1j , πk n+1j ).
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Justi�
ation de la méthode de dis
rétisation destermes non 
onservatifs (1/7)Obje
tif :
onserver la stru
ture 
onservative des équations pour lesvariables α1ρ1, α2ρ2, α1ρ1u1 + α2ρ2u2 et α1ρ1E1 + α2ρ2E2.Rappel : Équations de Baer Nunziato
∂tα1 + uI∂xα1 = 0,

∂t(α1ρ1) + ∂x(α1ρ1u1) = 0,
∂t(α1ρ1u1) + ∂x(α1ρ1u12 + α1p1)− pI∂xα1 = 0,

∂t(α1ρ1E1) + ∂x [(α1ρ1E1 + α1p1)u1]− pIuI∂xα1 = 0,
∂t(α2ρ2) + ∂x(α2ρ2u2) = 0,

∂t(α2ρ2u2) + ∂x(α2ρ2u22 + α2p2)− pI∂xα2 = 0,
∂t(α2ρ2E2) + ∂x [(α2ρ2E2 + α2p2)u2]− pIuI∂xα2 = 0.ave
 α2 = 1− α1.
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Justi�
ation de la méthode de dis
rétisation destermes non 
onservatifs (2/7)Problème Le s
héma numérique pour les phases lagrange suivide proje
tion ne s'é
rit pas sous forme 
onservative lo
ale. À lapla
e, on a l'é
riture :
Ukn+1j − Uknj

∆t +
Gkn♯j+1/2 −Gkn♯j−1/2

∆x +
Nkn♯j
∆x = 0,où

Gkn♯j+1/2 = (u∗k n♯j+1/2)+Ukn♯j + (u∗k n♯j+1/2)−Ukn♯j+1,et
Nkn♯j =







0
αknj (π∗knj+1/2 − π∗knj−1/2)

αknj (π∗knj+1/2u∗knj+1/2 − π∗knj−1/2u∗knj−1/2) .
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Justi�
ation de la méthode de dis
rétisation destermes non 
onservatifs (3/7)StratégieDis
rétiser l'étape terme sour
e de manière à assurer les bonnespropriétés de 
onservativité. C'est-à-dire, 
hoisir judi
ieusementpk , (pu)k , pI , (pu)I et αk j+1/2.Rappel : étape de dis
rétisation des termes sour
es
(αu)k n+1j = (αu)k n♭j − ∆t

∆x (pk n♯j − pI n♯j )(αk nj+1/2 − αknj−1/2),
(αE )k n+1j = (αE )k n♭j − ∆t

∆x ((pu)k n♯j − (pu)I n♯j )(αk nj+1/2 − αknj−1/2.
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Justi�
ation de la méthode de dis
rétisation destermes non 
onservatifs (4/7)Le s
héma global pour les variables 
onservatives s'é
rit :
∆x (αU)k n+1j − (αU)k n♯j

∆t = −







0
αknj (π∗k n♯j+1/2 − π∗k n♯j−1/2)

αk nj (π∗k n♯j+1/2u∗k n♯j+1/2 − π∗k n♯j−1/2u∗k n♯j−1/2)
+





0
(pk − pI )(αk nj+1/2 − αk nj−1/2)

(pkuk − pIuI )(αk nj+1/2 − αknj−1/2). − (Gkn♯j+1/2 −Gkn♯j−1/2)L'obje
tif est d'obtenir :
αknj (π∗k n♯j+1/2 − π∗k n♯j−1/2) + pk(αk nj+1/2 − αk nj−1/2) =

(απ)k n♯j+1/2 − (απ)k n♯j−1/2,
αknj (π∗k n♯j+1/2u∗k n♯j+1/2 − π∗k n♯j−1/2u∗k n♯j−1/2) + pkuk(αk nj+1/2 − αk nj−1/2) =

(απu)k n♯j+1/2 − (απu)k n♯j−1/2.
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Justi�
ation de la méthode de dis
rétisation destermes non 
onservatifs (5/7)Théorème La formule de Leibniz permet de 
al
uler la variation
∆(fg) du produit de deux fon
tions f et g entre deux"instants" R et L :

∆(fg) = (fg)R − (fg)L =
−→f ∆g +←−g ∆f ,où

−→f = κRLfL + (1− κRL)fR ,
←−g = (1− κRL)gL + κRLgR ,
e
i étant vrai pour tout κRL ∈ [0, 1].
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Justi�
ation de la méthode de dis
rétisation destermes non 
onservatifs (6/7)Cette formule permet d'obtenir les bonnes propriétés de
onservativité dès que les relations suivantes entre pk , pkuk et
αk j+1/2 sont satisfaites pour un 
ertain κj ∈ [0, 1] :

αknj = κjαknj+1/2 + (1− κj )αknj−1/2,pk j = (1− κj )π∗kn♯j+1/2 + κjπ∗kn♯j−1/2,pkuk j = (1− κj)π∗k n♯j+1/2u∗k n♯j+1/2 + κjπ∗kn♯j−1/2u∗kn♯j−1/2.Par exemple, ave
 κj = 1 :
αk nj+1/2 = αknj ,pk j = π∗kn♯j−1/2,pkuk j = π∗kn♯j−1/2u∗k n♯j−1/2.
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Justi�
ation de la méthode de dis
rétisation destermes non 
onservatifs (7/7)Étape terme sour
e :pkn♯j = π∗k j−1/2,
(pu)k n♯j = π∗k j−1/2u∗k j−1/2,pI = βp1 + (1− β)p2, uI = νu1 + (1− ν)u2, pIuI = pIuI ,
αknj+1/2 = αknj ,
(αu)k n+1j = (αu)k n♭j − ∆t

∆x (pk n♯j − pI n♯j )(αk nj+1/2 − αknj−1/2),
(αE )k n+1j = (αE )k n♭j − ∆t

∆x ((pu)k n♯j − (pu)I n♯j )(αk nj+1/2 − αknj−1/2.
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Propriétés de l'algorithmeThéorème Supposons que l'on a 0 < α1nj < 1, alors, sous
ondition CFL
∆t
∆x < 2akmax1≤j≤N{

(<
−→M>k nj−1−<←−m>knj )+−(<−→m>k nj −<←−M>k nj+1)−} ,pour k = 1 et k = 2;où <

−→M >k , <←−m >k , < −→m >k et <←−M >k sont dé�niesexpli
itement au temps n et ne dépendent pas de ∆t, on a0 < α1n+1j < 1 et 0 < α2n+1j < 1,et0 < ρ1n+1j et 0 < ρ2n+1j .De plus, le s
héma peut s'é
rire sous forme lo
alement
onservative pour les variables : α1ρ1, α2ρ2, α1ρ1u1 + α2ρ2u2,
α1ρ1E1 + α2ρ2E2.
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Test 1a - LP expli
ite, LP impli
ite, Rusanov pournx = 250 mailles à t = 0.025 s (1/2)
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Test 1a - LP expli
ite, LP impli
ite, Rusanov pournx = 250 mailles à t = 0.025 s (2/2)
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Test 1a - LP impli
ite pour di�érentes tailles demaillages à t = 0.025 s (1/2)
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Test 1a - LP impli
ite pour di�érentes tailles demaillages à t = 0.025 s (2/2)
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Test 1a - statistiques
S
héma Mailles Itéra� dt (s) Cal
ul (s)Rusanov 250 4231 0.0000006 172.959LP expli
ite 250 4297 0.0000006 818.999LP impli
ite 50 13 0.0002 3.248LP impli
ite 250 63 0.00004 15.629LP impli
ite 500 126 0.00002 67.557
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Test 2 - LP impli
ite pour di�érentes tailles demaillages à t = 0.0015 s (1/2)
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Test 2 - LP impli
ite pour di�érentes tailles demaillages à t = 0.0015 s (2/2)
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Test 2 - LP expli
ite, LP impli
ite, Rusanov pournx = 500 mailles à t = 0.2 s (1/4) : ρ1
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Test 2 - LP expli
ite, LP impli
ite, Rusanov pournx = 500 mailles à t = 0.2 s (2/4) : p2
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Test 2 - LP expli
ite, LP impli
ite, Rusanov pournx = 500 mailles à t = 0.2 s (3/4)
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Test 2 - LP expli
ite, LP impli
ite, Rusanov pournx = 500 mailles à t = 0.2 s (4/4)
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Test 2 - StatistiquesS
héma Mailles Itéra� dt (s) Cal
ul (s)Rusanov 250 138 0.0000109 7.612Rusanov 500 275 0.0000055 11.557Rusanov 1000 550 0.0000027 31.466LP expli
ite 250 138 0.0000109 24.471LP expli
ite 500 276 0.0000055 99.98LP expli
ite 1000 551 0.0000027 205.078LP impli
ite 250 6 0.0002769 4.884LP impli
ite 500 11 0.0001549 9.801LP impli
ite 1000 20 0.0000787 49.068LP impli
ite 5000 94 0.0000165 1752.339LP impli
ite 10000 184 0.0000083 10322.515
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Test 3 - LP expli
ite, LP impli
ite, Rusanov pournx = 500 mailles à t = 0.2 s (1/3) : p1
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Test 3 - LP expli
ite, LP impli
ite, Rusanov pournx = 500 mailles à t = 0.2 s (2/3)
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Test 3 - LP expli
ite, LP impli
ite, Rusanov pournx = 500 mailles à t = 0.2 s (3/3)
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Test 3 - LP impli
ite pour di�érentes tailles demaillages à t = 0.2 s (1/3) : p1
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Test 3 - LP impli
ite pour di�érentes tailles demaillages à t = 0.2 s (2/3)
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Test 3 - LP impli
ite pour di�érentes tailles demaillages à t = 0.2 s (3/3)
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Test 3 : StatistiquesS
héma Mailles Itéra� dt (s) Cal
ul (s)Rusanov 250 658 0.0003043 22.403Rusanov 500 1315 0.0001521 63.121Rusanov 1000 2630 0.0000761 144.602LP expli
ite 250 659 0.0003043 107.656LP expli
ite 500 1317 0.0001521 433.843LP expli
ite 1000 2631 0.0000761 1156.948LP impli
ite 100 14 0.0125722 3.29LP impli
ite 250 37 0.0051841 14.453LP impli
ite 500 75 0.0026228 29.975LP impli
ite 1000 151 0.0013139 118.485LP impli
ite 5000 758 0.0002639 14192.245
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Con
lusionCas Euler on a retrouvé les résultats de l'arti
le, et 
hoisi uneinterprétation du Lagrange Proje
tion qui peut être élargie au
as diphasique,
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Con
lusionCas Euler on a retrouvé les résultats de l'arti
le, et 
hoisi uneinterprétation du Lagrange Proje
tion qui peut être élargie au
as diphasique,Cas Baer Nunziato on dispose désormais d'un algorithme :semi-impli
ite à grands pas de temps qui 
onserve lapositivité de la densité,
onservatif pour les grandeurs souhaitées,qui donne des résultats prometteurs.
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Con
lusionCas Euler on a retrouvé les résultats de l'arti
le, et 
hoisi uneinterprétation du Lagrange Proje
tion qui peut être élargie au
as diphasique,Cas Baer Nunziato on dispose désormais d'un algorithme :semi-impli
ite à grands pas de temps qui 
onserve lapositivité de la densité,
onservatif pour les grandeurs souhaitées,qui donne des résultats prometteurs.Ouvertures : passage à des 
as tests plus réalistes et pertinentspour le CEA
onditions aux limites variées,positivité de l'énergie interne,passage en deux dimensions.
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Mer
i !
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Test 2 - Variables 
onservatives pour nx = 500mailles à t = 0.2 s (1/2)
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Test 2 - Variables 
onservatives pour nx = 500mailles à t = 0.2 s (2/2)
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Test 3 - Variables 
onservatives pour nx = 500mailles à t = 0.2 s (1/2)
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Test 3 - Variables 
onservatives pour nx = 500mailles à t = 0.2 s (2/2)
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